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$ 1. OBSERVACIONES GENERALES SOBRE ARITMÉTICA 
Y ALGEBRA 


No es necesario persuadir a quienes hayan cursado estudios en la 
escuela de que todos los conceptos usados en las Matemáticas son 
rigurosamente definidos (excepto, claro está, los inás etementales, 
tales como número entero positivo, igualdad, punto, recta y plano). 
En efecto estas definiciones se inculcan a los alumnos durante el curso 
escolar, pero cuanto más se alejan de estas definiciones y profundizan 
en la teoría y la solución de los problemas, cuanto más se van acostum- 
brando a los conceptos utilizados, tanto más son propensos a conside- 
rar, a veces sin darse cuenta de ello, que estos conceptos son “compren- 
sibles por sí mismo” y no requieren definición alguna. 

Sin embargo, los estudiantes han de estar en posestón de conocimien- 
tos exactos y lógicos del curso de Matemáticas elementales y, en 
particular, estar familiarizados con las definiciones Por tanto, al 
estudiar las partes de la materia es útil prestar atención especial a 
las definiciones y lograr una comprensión clara de sus enunciados ?. 

En las Matemáticas, además de la definición de los conceptos, 
está instituido un símbolo especial sobre la formacian de uno u otro 
objeto o relaciones entre éstos. Es preciso recordar bien estos acuerdos 
que son de por sí definiciones del símbols. Por ejemplo, la suma de dos 
números se denota con ayuda del signo +, el cuadrado de un número a, 
o sea, el producto de «-a, se conviene asignarlo con el simbolo er, 
el hecho de que el número « es menor que el número h, es decir, que el 
número a— b es negalivo, se han acordado representarlo mediante el 
signo <en forma a< b. 

Los estudiantes conocen bien los signos de “desigualdades no rigu- 
rosas”: <Z (menos o igual) y => (más o igual); su aplicación, al tea- 
lizar transformaciones formales, no presenta dificultades para nadie 
Sin embargo, muchos estudiantes, como demuestra la experjencia, no 
siempre comprenden el sentido de estos sigtios 

Por ejemplo, a la pregunta, ¿es válida o no la desigualdad 2< 3” 
se da a menudo la respuesta: “No, ya que el número 2 es menor que el 
número 3”, y a la pregunta ¿es válida y no la desigualdod 335 3? sigue 


D Más adelante insistiremas sobre este particulur (Parte 11, $ 1 y Parte 111, $ 4). 
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la respuesta: “No, porque 3 es igual a 3”. No obstante, todos los que 
contestan de ta) manera a estas preguntas anotan, sin pensar, la solu- 
ción de cualquier probiecma en forma de x< 3. Sin embargo, su idea 
del signo< entre los números concretos significa que ninguno de éstos, 
al sustituirlo en lugar de x, en la desigualdad x< 3, no da una igualdad 
numérica correcta, es decir, con< no pueden ser ligados, en general, 
ningunos números. 

En realidad, el asunto es así: por la definición del signo < fa 
desigualdad a< b se considera justa para a<b y a=b. De tal modo, 
la desigualdad 2< 3 es fusta, porque 2 es menor que 3 y la desigualdad 
3< 3 es justa porque 3 es igual a 3 

De esta definición del signo< resulta que la desigualdad a<b 
no es justa en el caso en que a>b. Por esta razón el signo< se debe 
teer no sólo “menos o igual” sino que “no es más”. Los ejemplos de 
desigualdades 2<< 3 y 3< 3 se leen respectivamente como: “2 no es 
más de 3” y “3 no es más de 3”. 

Todo lo expuesto se refiere también al signo>, que junto con la 
expresión “más o igual” se lee como “no es menos”. Según la defini- 
ción del signo => la desigualdad a> b es vátida si a> bo bien, sí a=b; 
es incorrecta solamente cuando a<b. 

Casi todo estudiante sabe que la función y=2* está definida 
para cada ax real, dibujando fácilmente su gráfica. No obstante, 


la pregunta ¿qué es 23 ? deja desconcertado frecuentemente al estu- 
diante. Entonces, en el mejor de los casos se dice cómo calcufar este nú- 
mero aunque sea aproximadamente. Pero, esto contradice a la lógica: 
no es posible calcularlo aproximadamente sin saber la definición 
del número. 

Para contestar a la pregunta ¿qué es 27? hay que recordar la 
definición particular de la potencia de exponente irracional. En efec- 
to, conviene recordar las demás definiciones: la potencia con expo- 
nente entero positivo, nulo, racional y negativo. Debe tenerse en 
cuenta, que la definición general de potencia de exponente entero 

sitivo n no es aplicable para n= l, ya que cl producto con un solo 
actor no tiene sentido. Por lo tanto, la igualdad a! =a es la defini- 
ción de primera potencia de un número. Por la misma definición se 
introduce la potencia nula: a =1. 

Vamos a aclarar una pregunta más: ¿por qué es válida la igualdad 


(Y 2 =4? (1) 


Muchos estudiantes demuestran esta igualdad realizando transfor- 
maciones del primer miembro. Natural mente este método es admisible, 
pero las reglas de operaciones con los radicales alejaron de la mente 
del estudiante la misma definición de radical. ¿Cómo se define la 
raíz Cúbicu de un número? Lflámase raiz cúbica de un número a el 
número cuyo cubo es igual a a. Se sabe lambién de que la raíz cúbica 


$ | OBSERVACIONES GENER M.FS 7 


del número a se designa con cl símbolo ¡/a. De ta! modo, la igualdad 
(1) es simplemente un enunciado en fórmula «de definición de la raiz 
cúbica tomando en consideración el acuerdo sobre el sentido del 
simbolo Y. 

El curso de Algebra abarca un número sulicientc de diferentes 
afirmaciones. Está muy dilundida la opinión de que la Geometría 
exige razonamientos estrictos, que contiene tcoremus de demostración 
minuciosa con definiciones requeridas, y que en Algebra existe un 
solo teorema, que es el de Viete, y todo lo demás son palabras y fór mu- 
las. Esto es un error grave. Hasta la fórmula del cuadrado de suma es 
un leorema. Las propiedades de una función logarítmica constituyen 
unos cuantos teoremas. Cada teorema de Algebra, al igual que en 
Geometría, debe acompañarse de una demostración, antes de la cual 
se ha de dar las definiciones de todos los conceptos que se encuentran 
en su enunciado, 

La experiencia demuestra que cuanto más habilual es la afirma- 
ción algebraica, cuanto más frecuente es su aplicación para la resolu- 
ción de los problemas, tanto más se olvida que no sólo hay que saber 
enunciar y aplicarla con exactitud sino que tambien demostrarla. 
Por esta razón es necesario prestar atención especial a la habilidad de 
funda mentar tales o cuales afirmaciones, sobre todo las que se imagí- 
nan “evidentes”. 

Todos en absoluto conocen bien la fórmula para la resolución de la 
ecuación de segundo grado; sin embargo, cuando se pide hacer su 
deducción esto deja desconcertados a algunos estudiantes. Estas difi- 
cultades están relacionadas con los teoremas sobre la resolución de de- 
sigualdades de segundo grado. Á pesar de que el estudiante resuelve 
correctamente tales desigualdades, no siémpre puede contestar, con 
bastantes argumentos, a la pregunta: ¿por qué el trinamio cuadrático 
de coeficiente positivo para x? es positivo fuera del intervalo entre las 
raíces, sí estas son reales, y es positivo tambien si las raíces son ima- 
ginarías para cualquier x? 

Mientras tanto, las demostraciones exactas de los teoremas sobre 
el signo del trinomio cuadrático no son dificiles. 

Si el trinomio cuadrático ax? -+ bx +<c, as= 0 contiene raices rea- 
les x, y Xx, (es decir, su discriminante es positivo) este trinomio se 
desarrolla en factores: 


ax? + bx 4 ec=alx—xp)(x— xa. (2) 


Es evidente que para cualquier x, mayor que la raiz mayor, ambos 
factores entre paréntesis, o sea, (x—x)) y (x— Xz), son positivos, y 
para cualquier x, menor que la raíz menor, son negativos. En conse- 
cuencia, en uno u otro caso su producto (x— x,1(x— cs) es positivo, ya 
que el segundo miembro de la fórmula (2) lleva el mismo signo que el 
número a. Así pues, si x se halla en el intervalo cntre las raices x, 
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y xa, entonces, uno de los paréntesis de (2) es positivo z el otro, nega- 
tivo; por lo tanlo, el signo del producto en el segundo miembro (2) 
es opuesto al signo de a. 

De tal modo, queda demostrado el leorema: el valor del trinomio 
cuadrálico ox +bx+e con discriminante positivo (b*— dac”> 0) 
para cualquier x, fuera del intervalo entre las raices del trinomic, tiene 
un signo gue coincide con el del coeficiente a, y para cualquier x dentro 
del intervalo entre las raices es opuesto al signo de a". 

También se propone otro teorema: el valor del frinomio ax* + bx +e 
con discriminante negativo (br—4ac< 0), para cualquier x, tiene el 
signo que coincide ¿on el signo del coeficiente a. Para demostrar este 
teorema vamos a eliminar del trinomio un cuadrado exacto: 


o, ] 0 
artHbr+e=a (A ñ (3) 


Ya que el discriminante b?—4ac<Ó (como es sabido, en este caso el 
trinomio contiene raíces imaginarias), es cierto que la expresión entre 
corchetes es positiva para cualquier valor de x. Por eso, el producto 
del miembro derecho (31 y el número a tienen el mismo signo para 
cualquier valor de x. 

Con frecuencia a los estudiantes resulta dificil resolver ecuaciones 
bicuadradas. Parece que en esto no hay dificultad alguna, puesto que 
la ecuación bicuadrada ax! + bx2+c=0 se reduce a la cuadrática me- 
diante una sustitución ordinaria x?* == y. Supongamos, no obstante, que 
la ecuación cuadrática obtenida tiene las raíces imaginarias y, e ya. 
En este caso, para determinar x es necesario saber extraer la raíz 
cuadrada de un número complejo. Este problema por sí mismo no es 
muy difícil y para su resolución existen fórmulas adecuadas. Sin em- 
bargo, se puede evitar en absoluto este método: sin recurrir a la susti- 
tución ordinaria se debe descomponer el primer miembro en factores 
mediante cierta transformación especial. 

Esta transtormación consiste en eliminar un cuadrado exacto 
del trinomio ax* + bx? + e, lo que conduce a la solución sólo cuando 
la ecuación cuadratica ayi+by4+c=0 tenga raices imaginarias. 

En el caso dado, la eliminación del cuadrado exacto se realiza 
diferenciándose en algo de lo común: es decir, se agrupan el término 
superior y el termmo independiente y su suma se adiciona hasta 
ubtener el cuadrado exacto. 

Sea A+bxi+c=0 una ecuación (consideremos para simplici- 
dad que «= 1, lo que se logra fácilmente), con esto la ecuación y? + 
+ by+c=0 tiene raíces imaginarias. Esta condición significa que 
el discriminante D =b*—4c<0, o sea, b?< 4c. De ahi está claro que 


2 El Jecire mistur enunciará y demostrara el lenrema referente al casa en que el 
trinomio ax? + bx ¿ce biene ruices iguales, o sea, cuando su discriminante es igual 
a cero, b:—4a <= 0. 
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c>0 y 1b1<2Y Cc, es decir, b<2Y Cc. Por esto es posible realizar 
las siguientes transformaciones: 


“+ót+os (ato) += (0 +2 ext 4 0) — (24 0 b)x = 
= (12 4V 01 (2 Tb px = (x iV Y CDA arn— 
ES Y Y T-5+V 0. 


Después de estas transformaciones la resolución de la ecuación 
bicuadrada se reduce a la resolución de dos ecuaciones cuadráticas 
con los coeficientes reales. 

Naturalmente, no es necesario recordar las fórmulas voluminosas 
obtenidas; más vale, en cada caso concreto, realizar la eliminación 
señalada del cuadrado exacto. Resolvamos, por ejemplo, esta ecuación 


2+ 211 +3=0, | 
Primeramente obtenemos la ecuación reducida 1 +.8432= 
=0. Su discriminante es igual a 1:—4-32--—5<X0. Por eso, 


apliquemos el método expuesto: 
a 3/2 = (11 42) 32 x1+-3/2)—(2) 3:21) 1= 
= (et + ED (NG 1) 
lar” VE-14+V3B)x 
*x (a y yB—1 114332) 


Ahora vamos a la resolución de las ecuaciones cuadráticas sin que 
temamos a los radicales complejos. La primera ecuación 


mr 


tex V V6—14Y 370 


tiene un discriminante negativo D = (Y H6—1) — 4432 =-—1— 
—|Y 6 por la razón de que sus raices 
VYR-=1,.yb6-1 
X) «2 == == 2 + t TS . 
Las raices de Ja segunda ecuación se hallan anilogamente: 


xi xV VbE— 1 de 173,2 —0, 
estas raices son: ! 
VyYS-1_ Y F 641 
Aza —= A | AS NÓ 
La resolución de las ecuaciones binomias de sexta potencia que 
tienen la forma de x* + as = O se reduce a la resolución de las ecuaciones 
bicuadradas de esta indole taquí se debe descomponer el primer miem- 
bro como suma de cubos y aplicar el método arriba examinado). 
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Es necesario decir unas palabras a propósito de los enunciados de 
una serie de definiciones y teoremas. En la mayoría de los casos éstas 
se expresan por palabras, sin que se utilicen designaciones convencio- 
nales de letras. En muchos casos esto está justificado, pero frecuente- 
mente se liace difícil el enunciado. Por ejemplo, en lugar de decir “el 
cuadrado de la suma de dos números cualesquiera es igual a la suma 
de los cuadrados de estos números más el doble de su producto”, es 
más fácil expresar así: para cualesquier números a y b tenemos 
(a + bd)? = a? 4 2ab +b*”. la definición del logaritmo es más con- 
veniente darla en la forma siguiente: “el número x es logaritmo del 
número N en la base ata>0, ay 1), sie N”, 

Hay que convertir libremente estas afirmaciones en las de las fór- 
mulas y viceversa. Precisamente lo dicho se exige para la demostra- 
ción de uno u otro teorema. Por ejemplo, para demostrar que “con la 
base mayor que la unidad, los logaritmos de los números mayorex que 
I son positivos”, debemos ante todo introducir las designaciones: sean 
la base a> |, el número x>l e y =log, Y y luego determinar que el 
número y>0 Esta interpretación está relacionada con la necesidad 
de utilizar tal o cual definición. Por ejemplo, antes de demostrar la 
afirmación “la función y-=log, x que crece con a> 1” hay que recor- 
dar qué cosa significa la función creciente y entonces la demostración 
empezará por las palabras: “Sea a>1, seun x, y x, los números posi- 
tivos, para x,< x,; demostremos que log , x, < log, Xx”. 

Los estudiantes no siempre comprenden que algunas paráfrasis 
de fórmulas utilizan simultáneamente simbolos adoptados para unos 
u otros conceptos. Precisamente, por esto se explica que no siempre 
se ve la definición de la raíz cúbica en la formula (1) escrita con ayuda 


del signo ¡/, y en la igualdad al* — N(N>0, a>0, al), la 
anotación simbólica de la definición literal “acostumbrada” del loga- 
ritmo que se basa en el acuerdo sobre la designación del logaritmo del 
número N, en la base a, como log, N. 


EJERCICIOS: 


l. ¿Qué siginlica: a) la fracción decimal periodica; h) atf*; c) la ecuación de se- 
gundo grado. di Y TT: er el módulo del número complejo, N «> b: gd la suma de la 
progresión gcomtiica infinitamente decreciente? 

2. ¿Es la definición. cl axioma o el teorema cada una de las aseveraciones si- 
guientes: a) la igualdad no se altera al multiplicar sus ambos miembros por un mismo 


número; h) el mintulo de cualquier número no es negativo, c) at! 1 q, d) la gráfica 
de la función 4 - --3x pasa por el origen de tas coordenadas? 

3. ¿Es siempre vúlida la igualdad Pa Vb — Y ab? 

4. Si el discriminante de una ecuación de segundo gradu es pusitivo, esta ccuación: 
tiene dus diferentes raices reales. Enúnciense los teoremas. el inverso, el contrarin y 
el contrario al inverso, ¿Cuáles de estos teoremas son correctos? 

5. Demuustrese que sí las raices de una ecuación de segundo grado son imagina- 
rias. entonces el discriminante de esta ecuación es negativo. 
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6. Escríbase en forma de fúrmula la condición de que erutre los numeros , . , 
¿y» UNO, por lo menos, es igual al número a. 
Escríbase en forma de una igualdad la condicinn de que entre los números 
a, b, c, dos, por lo menos, son iguales a rero. 
8. ¿Qué se puede decir de los 1ímeros a y b, si l'a<. 1:b? ¿De cuales propiedades 
de la función y= 1/x se deduce la respuesta a esta pregunta? 
9. Escríbase en el lenguaje de relaciones matemáticas la aseveración: la función 
u= 3x—x% crece al variar el argumento dentro del segmentes de—1 a —l, 
10. ¿La condición de que la suma de las cifras de im numero su drvide por 3, es 
una condición necesaria, suficiente a necesaria y suficiente para que cl numero se 
divide por 12? 
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Son frecuentes los problemas relacionados con la Aritmética que 
presentan dificultades ante los estudiantes. Estas dificultades se 
explican generalmente par el hecho de que la Aritmética se estudia 
en las clases de primaria, donde muchos resultados se les comunican a 
los alumnos sin demostraciones. Más tarde, no se vuelve a estos pro- 
blemas. Sin embargo, esto no aminora, de manera alguna, la importan- 
cia de tales partes de la Aritmética como la divisibilidad de los nú- 
meros enteros, las propiedades de las fracciones, la teoría de las pro- 
porciones, etc. 

El estudiante tiene que saber enunciados de los resultados corres- 
pondientes; además de esto, es necesario saber demostrarlos: aquí 
se puede plantear un problema relacionado, por ejemplo, con la deduc- 
ción de tal o cual criterio de la divisibilidad. Estas demostraciones 
presentan de por si un ejercicio completamente factible para todo aquel 
que dominó acertadamente el curso de Algebra. 

Demostremos, comino ejemplo ef criterio de divisibilidad por 9. Sea 
el número entero positivo N =p, -1... 4:44) Aqui el simbolo 
A, An -1...0,104 significa un número de (n+1) cifras ", donde as, 


Ga-1s +, 4, A, son las cifras de los digitos respectivos de este nú- 
mero ? (o sea, I<a,<9, 0La.-€9, . . -. 0019, 0< 0< 


< 9). Debemos demostrar dos afirmaciones: a) si la suma de las cifras 
An +4n-1+... + 41+ 00 del número N se divide por 9, el mismo nú- 
mero N se divide también por 9; b) si el número N se divide por 9, 
la suma de sus cifras se divide también por 9. 

Siguiendo al principio del sistema numérico decimal de posición 


EA. ¡> > -6,0,4,=0, 100 4 ap. 100714... 0,1020, 10-05. 
Ya que 10*= 99... 9+1 para cualquier k>1 entero positivo, 
A veces 


t' La línea por arriba se pone para que no se confunda cos el producto de los 
NÚMEToS Q,, +...» Ap. 
2 Es natural que la cifra del digilo mayor se considera distinto de cero. 
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obtenemos 
Aa A E: E 
Now amms” 
A veu? n= vecs 


599 a, al +Hlita + Ou a +0, +4). (4) 


Es evidente que el número entre corchetes se divide por 9, ya 
que es la suma de « sumandos, cada uno de los cuales se divide por 9. 
Sí la suma 04 7 - . “Fay + a, se divide por 9, se dediice 
de (4) que el número N también se divide por 9 por razón de que la 
afirmación a) queda demostrada. La afirmación b) también proviene 
del arálisis de la igualdad (4): si su primer miembro (el número N) 
se divide por 9 y dado que el primer sumando de su segundo miembro 
(el número entre corchetes) se divide por 9, también el segundo su- 
mando (la suma de cifras del número NV) debe dividirse por 9. 

Aquí es conveniente recordar que para la resolución de los proble- 
mas son úliles diferentes factores aritméticos, que se anotan mediante 
simbolos literales. 

Si tenemos dos números enteros '' a y b, donde b>>0, existen 
entonces un número entero único q y un número entero único r, con 
que O0<r<tb son tales gue 


a= bq + r. (5) 


La igualdad (3) no es más que la división del número a por el número b 
con resto. En particular, la igualdad (5) pone en claro que cualquier 
número par tiene una forma 2k, donde £ es un número entero, y cual- 
quier número impar se puede representar en forma de 2n + |, donde 
n es un número entero. 

Si se tierie un número entero positivo N mayor que 1 y si N=ní* 
«18% os una descomposición del mismo número en factores sim- 
ples (aquí s., , n¿ son diferentes divisores simples del número N, 
y Am...) A, es el número de sus repeticiones en la descomposición 
del número N), entonces cualquier divisor del número N tiene la for- 
ma D=nf* . .nk*, donde O<B.< 0%), O<B<0O 4. 

Si se tienen los números enteros positivos a; ,..., 4,, entonces su 
comin divisar se llama número entero positivo por el cual cada uno 
de Jos números 4., ...., a, se divide sin resto. El máximo común divi- 
sor de los números 4,, . . ., a, se denomina máximo común divisor 
de éstos. Si el máximo común divisor es igual a 1, los números a,,..., 
a, se denominan reciprocamente simples. 

Si el número entero positivo N se divide por cada uno de los dos 


15 Recordemos que las aumeros 1, 2, 3, ..., se Jlaman números enteros positivos 
y Jos números -  --2,—1,0,1,2, ..., simplemente enteros. El conjunto de números 
enteros es conveniente anotarlo en forma de O, +1, +2, ... 
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números 4,, 4, recíprocamente simples, entonces N se divide tam- 
hién por el producto de estos números aydz!. Si el producto NM de los 
núnieros enteros positivos N y M se divide sin resto por el número 
entero positivo D y los números M y D son recíprocamente sim- 
ples, entonces N se divide por D. 

En fin, recordemos la propiedad siguiente: uno de los 1 números 
enteros sucesivos, como R-F1,R+2, ..., R+n, se divide obligato- 
riamente por n, donde k representa un número entero arbitrario. 

Examinemos unos ejemplos sobre la aplicación de las propiedades 
de los números enteros para la resolución de los problemas referentes 
a la divisibilidad. 

1. Demostrar que el número N= n? + 20n se divide por 48 en cual- 
quier caso en que n sea pur. 

Sin duda, por medio de la verificación directa, de que esta afirima- 
ción es válida pára 1 =2, 4, 6, ... , no conseguiremos resolver este 
problema porque rio podemos sustituir a n por todos los números pares. 
Por consiguiente, es menester dar tal demostración que sea válida para 
cualquier número par 7. 

Cada número par n puede ser representado como n =2k, donde 
k es un número entero; por lo tanto, N =8k (%* +5). Si demostremos 
que 2 (%* +5) se divide por 6, para cualquier número entero k, estará 
claro que N se divide por 48. 

Realicemos una conversión: 


lle + 5) =hie—1+6) =(k—1)R(E+11+86%. (6) 


Vemos que el segundo sumando en el segundo miembro (6) se divide 
por 6. Y el primer sumando del mismo miembro (6) es un producto 
de tres números enteros sucesivos, debido a que uno de ellos se divide 
obligatoriamente por 3. Además de esto, de dos números enteros 
sucesivos (sobre todo, de los tres) uno es obligatoriamente par. Ya 
que 2 y 3 son recíprocamente simples, k(%* + 5) se divide real mente 
por 6 para cualquier número k entero. 

2. Demostrar que para cualquier valor del número entero positivo n, 
N=n:+1 no se divide por 4. 

Un número entero positivo, al dividirse por 3, puede dar como 
resto los números (0, l, 2 (véase (5)). Consecutivaineste, a fin de 
resolver este problema es razonable dividir toros las nmúrneros enteros 
positivos en tres clases : 3k, donde k es un número entero positivo; 
3k-+1, donde £ es un número entero positivo v cera; 3k4-2, donde 
k os un número entero positivo o cero *. 


2) Es fácil comprender que sí a, y az no son seciprocamente simples, el número N 
no está obligado a dividirse por el producto 2,2 (¡ponga un ejumple). 

22 Si en la representación 3% en calidad de £ debenios tomar amo «de los números 
1,2, ... , enlonces en 3k+1, 3R-+2 hay que tomar mus £-= 4, y este último valor 
de k le corresponden los números enteros positivos 1 y 2, respectivamente. 
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Para cualquier número entero positivo 1, que se divide exacta- 
mente por 3, o sea representado en la forma n= 3%, donde k es un 
número entero positivo, obtenemos: n3+1=9%*+1. En vista de 
que el primer sumando del segundo miembro se divide por 3 y el 
segundo no se divide, para estos valores de n el número N no se di- 
vide por 3. 

Si == 3kR 4 1 para cualquier número entero positivo k (o bien, k = 
=0), entonces n? | 1 —9£3+6k + 2. Es evidente que en este caso N, 
al dividirlo por 3, da un resto 2, 

De igual modo se considera el caso en que r: = 3£ + 2, 

3. « Con cuántos ceros termina el producto de todos los números enteros 
positivos desde 1 hasta 1962, inclusive? | 

A muchos estudiantes este problema les parece muy difícil por su 
enunciado algo insólito. Entretanto, la idea de su solución es fácil. 
Si el número N == 1-2... 1961-1962 descomponemos en simples fac- 
tores 


N—=2%.3%:-5% .. p%, (7) 


se evidencia que cada par de factores 2 y 5 engendrará un ce- 
ro en el número NY, ya que 10 =2-5. Para que sea clara la fórmula (7) 
es suficiente descomponer, por separado, en simples factores cada uno 
de los factores del producto N, y luego componer los factores simples 
iguales. Ahora es preciso aclarar, ya que nos interesan solamente los 
números a, y %s en la descomposición (7), cuántos dos y cinco aparece- 
rán durante la descomposición de cada factor del producto N. 

Por ejemplo, vamos a determinar el número a... Es evidente que 
cada factor del producto N, que se divide por 5, da como resultado 
“cinco” al descomponerlo en factores simples; resulta que en el pro- 
ducto MN figuran 11962/3] = 392 de esos factores *. No obstante, entre 
los factores del producto N resultarán algunos que se dividen por 25; 
de los cuales, al descomponerse en simples factores darán complemen- 
lariamente un cinco mas; la totalidad de estos factores es: [1962/25] = 
== 78. Luego, cada uno de todos aquellos factores del producto N 
que son múltiplos de 125 dará un cinco más, éstos son 11962/125)=15. 
Por fin, tenemos 3 factores que se dividen por 625; cada uno de los 
cuales, a su vez, dará un cinco más. De tal modo, en la descomposición 
del número N en simples factores resulta: 392 + 78 + 15 + 3 = 488 
“cinco”, O Sea, a4+= 488. 

Otro cálculo, absolutamente análogo, indica que en la fórmula 
(7) el número x, -* 1955. De aquí se observa que existen solamente 
488 pares de factores simples 2 y 5, por lo cual el número N termina 
con 488 ceros. 

Muy a menudo, las ideas relacionadas con la divisibilidad de los 


$ El simbclo Jal representa una parte entera del número a. 
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números se emplean para la resolución de los problemas de otras partes 
de Algebra. 

4. Hallar los números que son simultáneamente los términos de dos 
progresiones (ou series) aritméticas | | 

,7,1l, ..., 407 y 2, 9, 16, . . ., 709. (8) 

Es evidente que el termino general de la primera progresión arit- 
mética tiene la forma a, =3+4(n— 1); a los términos dados les 
corresponden los valores n<=1, 2,..., 102. Asi mismo, los 
términos de la segunda proce resultan segun la fórmula: 
bi=2+7(k—1), k=1, 2, ..., 102. De tal modo, el problema 
consiste en hallar todos los números n y k, 1£1< 102, 1<*<102 
para los cuales a, =5b,, O seta, 4n4+4=T71Rk. 

De la igualdad 4 (1 + 1) =7k se desprende que ésta puede cumplir- 
se sólo en el caso en que £ sea múltiplo de 4, es decir, sr k = 45; está 
claro que s puede tener valores de 1, 2, ..., 25 (ya que 1< £< 102). 


Pero si k=4s, entonces 441n +1) =7-4s, o sea, n =7s — 1; dado 
que 1<n<102, los valores admisibles para s son únicamente 1, 
A 


De esta forma, se tienen 14 riúmeros que representan a la vez los 
terminos de ambas progresiones (8); es fácil hallar estos números, ya 
sea mediante la fórmula para a, siendo n —7s—1,5- 1, 2, ..., 14, 
ya sea mediante la fórmula para 6, siendo k-==4s, s-- 1, 2,..., 14. 

Como se sabe, Jos números racionales se denominan números de 
especie p/q, donde p es un número entero y q cs un número entero 
positivo. Si el número p:g es positivo, p>0, si el número pq es ne- 
gativo, p<0. Es evidente que la fracción p:q siempre se puede con- 
siderar irreductible, es decir, considerar los múmeros |p| y g como 
recíprocamente simples. Al número 0 le corresponde la representa- 
ción pig para p=:0 (y para cualquier q). 

La teoría rigurosa y completa de los núineros irracionales (la de- 
mostración de sus operaciones y propiedades) se estudia en el curso 
de Matemáticas superiores. 

Uno de los errores más típicos consiste en que los estudiantes 
consideran a menudo la racionalidad e irracionalidad de algún nú- 
mero, simplemente a base de su “aspecto exterior”, suponiendo que 
una combinación compleja de números irracionales será también 
un número irracional. No obstante, esto no siempre es correcto. 
Por ejemplo, el número Y 3+Y Dl 3—Y 21— 2/6 no es 
irracional: un cálculo simple demuestra que es igual a 5. Así mismo, 


3 8 e 
el número Y 7 +-y + Y 75) 2. a pesar de que tiene un aspecto 
complejo e “irracional”, en realidad es racional e igual a 2 (cs muy 
fácil convencerse de esto al observar que las expresiones subradicales 
son cubos enteros). 
Por lo tanto, para esclarecer el porqué uno u otro número es racio- 
nal o irracional, es menester dar una demostración convincente. 
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Algunos problemas nos Jlevan precisamente a la solución de tal tipo 
de problernas. 

>. Demostrar que log, 18 es un número irracional. 

Debido a que log, 18 =1'2+1lo0g, 3 es suficiente demostrar que 
el número foy. «3 es irracional. Suponga mos lo contrario; este número 
es racional. Esto significa que log,3 =p q. Ya que log, 3>>0, pode- 
mos considerar «mbos números p y q como números enteros posi- 
tivos. Valiéndonos de la definición del logaritmo escribiremos la 
igualdad log.3 —pyg en forma 2? = 3%. Sin embargo, esta última igual- 
dad es imposible para cualesquiera que sean Jos números enteros 
positivos p y q. a la izquierda de esta se encuentra un número par 
(pues p>>0) y a la derecha, uno impur. La contradicción obtenida 
concluye la demostración. E 

6. Demostrar que los números V 2, V 3, Y'S no pueden ser términos 
de una sola progresión aritmética. 

Esta afirmación parece a muchos estudiantes casi cierta. Unos 
dicen en seguida que los números irracionales "2, Y 3 y y 5 no pueden 
“guardar una misina distancia uno del otro”. Otros “fundamentan” 
esta idea con cálculos: L3— | 2 = 1,732—1,414 =0,318, y VU 5 — 
—Y 3 = 2,235 — 1,732=0,514. 

Observaremos, ante todo, que los cálculos aproximados, sin tomar 
en cuenta su precisión, en las Matemáticas no son razonables. Pero, aun- 
que se estima la precisión de los cálculos (no es difícil hacerlo), esta 
demostración resulta incorrecta ya que demuestra que estos números 
no pueden componer tres terminos sucesivos de una progresión aritmé- 
tica. Sin embargo, no está demostrado, que éstos no puedan ser de tres 
términos no contiguos de una sola progresión aritmética. 

Realízaremos una demostración a partir «dle lo absurdo, que será 
correcto. En una progresión aritmética con el primer térinino a, y la 
diferencia d. sean 

Y2a, a+ l(k— Id, VI=a4n=4,-+(m— 1d, 
VY5 =a, =a,+ (n— 1). 
Restando la primera de la segunda y la segunda de la tercera de estas 
igualdades, dividiendo después una de las proporciones obtenidas 
por otra, Jlegaremos a la igualdad 


VIV m—k 
VE-V37 n=: dl 


El primer miembro «de esta igualdad es un número racional, ya 
que /1, k y 1 son números enteros. Denotemos este número, por 
abreviarlo, a travús de r, y escribiremos la igualdad (9) en forma de 
V3—r2=r0 513), de donde tenemos r? | 15—F 6 = (8r? — 
— 512, al elevarlo previamente al cuadrado. El segundo miembro de 
esta última igualdad es también un número racional; lo anotaremos 
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por s. Ál elevar al cuadrado ambos miembros de la igualdad r?p 15— 
—VY5=s, obtendremos Y 10 =(15r*—s' +6)-(6r*). Esta igualdad 
demuestra que Y"TÓ es un número racional, lo que o es correcto *”. 
La contradicción obtenida demuestra que la igualdad (9) es imposible, 
es decir, Jos números M2, Y3, Y/5 no pueden ser terminos de una 
misma progresión aritmética. 

7. Determinar todos números enteros a y b para los cuales una de 
las raices de la ecuación 3x*+ax*+bx+12=0 es igual a | ++HS. 

Según la definición, el número 1 +13 es la raíz de la ecuación 
3 ++ ax + bx 4-12 =0, si está verificada la ecuación 


3 (1413401143) + 00141412 =0, 
o sea, después de las simplificaciones y agrupación, 
(da + 6+42) +(Qa+b+ 181 3=0. 


Nos interesan solamente los números enteros a y b, en este caso los 
números p=4a+b=>42 y q=2a+b+18 tambien serán enteros. 

De tal modo, se debe determinar tales números enteros a y b 
para los cuales p+ qY3=0. En este lugar, algunos estudiantes caen 
en un ertor lógico: consideran “absolutamente evidente” que la última 
igualdad es posible sólo en el caso en que p =q=0. No obstante, se 
ve que falta mucho para que tos estudiantes puedan argumentar de 
una forma conveniente este hecho. Precisamente por ello vamos a 
demostrarlo. ) 

En efecto, suponga mos que la igualdad p+q1' 3 - Ges válida cuan- 
do un número entero g50. Entonces, de aquí resullaria inmediata- 
mente que Y 3-=-— pq, lo que contradice y la irracionalidad del 
número | 3. De esta manera, q “= 0. Pues, sig  (, entonces de la 
igualdad p +qY 30 se desprende tambien que p -u 

Por consiguiente, el número 1 +Y 3 es la rasz de la ecuación 3x1? + 
t+ar+bx+12=0 cuando, y sólo cuando 

j4a+b4 42=0, 


l2a + b +18 =0, 


Este sistema tiene una solución única 
a=— 12, p==6. 


1 El hecho de que el número Y TO es irracional se demuestra de forma análoga 
2 cómo se demyestra la irracionalidad del número y 2, 
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EJERCICIOS: 


l. Enunciar y demostrar el crilterlo de devistbilidad por 11. 
2. Demostrar que no hay ningún número entero positivo N con la suma de Jas 
cifras igual a 15, yue sea cuadrado de un númera entero. 
3. Sea pz5 un número simple. Demostrar que el número pi—1 se divide 
por 24, 
4. Es sabido que los números p, p-3-2 y p+4 son simples. Hállese y. ] 
3. Demostrar que sí un número entero positivo termina con la cifra 7, éste no 
debe ser cuadrado de un numero entero. 
6. ¿Cuántos factores 2 se liene en el producto de todos los números enteros de 1 
a 500 inclusive? 
7. Hallar los numeros que sean simultáneamente términos de dos progresiones 
aritméticas. 
2,5,8, ...,32 y ?, 12,47, ..., 157 
8. ¿Para cuales números enteras positivos a la Iracción (3n + 4)/5 es un número 
entero? 
9, ¿Para cuales números enteros positivos n la fracción (2n + 3)'(6n +7) es 
reductible? | 
10. Hallar un úsnero de cuatro cifras que satistago a las siguientes condiciones: 
la suma de los cuadrados de los términos de los ex trunins es igual a 13, la suma de lus 
cuadrados de los termos medios es igual a 85; ss del número buscado se sustrae 1089, 
resultará un uúmero escrito con las mismas cifras que ol buscado, pero a la inversa. 
1t. Hallar tal numero de tres cofras abc que los números de cuatro cifras abel 
y 2abc satisfaga la igualdad ahci -< 3 - 2ubc. 
12, Hallar lavas los numeros de cinco cifras de la forma 34154 (x e y son cifras) 
que se dividen por 35. 
18, Determinar para cuáles números enteros pusitivos « el número r-Y- 4 es com- 
puesto. 
, MM, Demostrar que si la ima +4 m4. de tres números enteros positivos se 
divide por 6, entonces 44 m2. 13 también se divide por 6. 
16. Demostrar que pata cualquier número entcro positivo n el número T...1— 
a 
¿n veces 


—=2...2 €5s cuadrado de un número entero. 
No, 


/ yeces 
(6. Hallar todas las solticiunes con números enteros de la ecuación 2x2— 3xy — 


a Hallar todas las soluciones con números enteros de la ecuación 2x2y%+ y?— 
—6x— 12=0. 

18, Demostrar que entre cualesquicra dos números racionales no iguales a y b 
lay siquiera un núricro racional y un número irracional. 

19. ¿Los números 10, 11, 12 pueden ser o no términos de una misma progresión 


geométrica? | 
20. Demostrar la irracionalidad del núniero ty $”. 


$ 3 METODO DE INDUCCIÓN MATEMÁTICA 


El método de inducción matemática o completa es un fuerte ins- 
trumento para las demostraciones matemáticas. Sin embargo, en 
la escuela secundaria este método no ha adquirido aún “pleno derecho 
de ciudadanía” y muchos graduados de la escuela conocen poco a nada 
del mismo. Mientras tanto, en el primer semestre del instituto los 
estudiantes se encuentran con demostraciones que se basal: en el 
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método de inducción matemática. Por este motivo es razonable apren- 
der este método antes de ingresar en el instituto. 

Además de esto, hablando en rigor, muchas demostraciones pre- 
vístas en el curso escolar, son deficientes, puesto que to se aplicó el 
método de inducción matemálica. 

Recordemos, por ejemplo, cómo se deduce la fórmula del término 
general de una progresión aritinética; anotemos las ¿gualdades: 


2,=2a+d(1—0, 0 
a=4a+d=-a +dQ—i), (1) 
a, ay Fd=a +2=a0,+d(3— 1), 
4, =04a+d=a, + 3d=a, +d(4— 1), 


etc; por consiguiente, para cualquier » es válida lal órmula a, = a, + 
+d(n—1). La deficiencia de esta demostración salta a la vista: 
hemos establecido una fórmula para algunos valores de n y sacamos 
inmediatamente la conclusión de que es válida para cualquier número 
entero n. De este razonamiento podemos “demostrar”, por ejemplo, 
la siguiente afirmación: para cualquier n entero el número n2 +n +41 
es simple. Efectivamente, para n=1, 2, 3, 4 tenemos 43, 47, 53, 
61 que son números simples. “Por consiguiente” la afirmación queda 
demostrada, aunque está claro que, por ejemplo, para n=41 el 
número n? + n +41 se divide por 4!. 

Este ejemplo puede sugerir en uno que para la comprobación hay 
que tomar no sólo los primeros cuatro o cinco valores de r, sino más, 
o mejor dicho, mucho más. Sin embargo, supongamos, que hayamos 
comprobado la fórmula para el término general de la progresión arit- 
mética con un milión de términos. ¿Y de ahi se deduce que esta 
fórmula es válida para todas sn? Claro está que no: pues, al dar un mi- 
llón de pasos, sin mirar al frente, no sabemos qué va a suceder durante 
el paso siguiente. ¿Dónde está la garantía de que la fórmula no se 
alterará en este paso millonésimo? *. 

Por lo tanto, ta imperfección de todas las demostraciones de se- 
mejante indole consiste no en “pocos” casos particulares tomados 
en consideración sino en “desviar la mirada hacia el futuro”, en estar 
en la incertidumbre de lo que sucederá en el paso siguiente. Esta 
“mirada hacia el futuro” la prevé el método de inducción matemática. 

La esencia de este método consiste en lo siguiente. 

Supongamos que la afirimación a demostrar queda comprobada 
en un caso particular, digamos n == 1. Imaginémonos que podemos de- 
mostrar que de esta afirmación, quees válida para n = k, se deduce siem- 
pre que es exacta también para el siguiente valor de n, es decir, cuando 


D A propósito, el número n3+ a+ 41 resulta siniple para todos n, desde 1 hasta 
39 incluso, y sólo el cuadragésimo pasa nos indica que la afirmación enunciada aste- 
riormente no es correcta. 

¿Y dónde está la garantío de que en el caso de la furmula para el lérmino general 
de la progresión aritmética no procederá un caso análogo al paso nillonésimo? 
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n=k-=it. Entonces, podemos razonar asihemos comprobado nues- 
tra afirmación siendo n =1, pero, según lo demostrado, será válida 
también cuando » --: 1 -+1=2, y siendo válida para 1 = 2 se cumple 
también para 1 ==2+1:<=3, etc., es decir, es válida para todos los 
valores de $. 

Sin embargo, ¿este último “etc.” es tambien tan injusto como lo 
fue en los ejemplos anteriores? No es asi, naturalmente; precisa- 
mente aqui estamos seguros de que cada vez podemos dar el paso 
siguiente por razon de que es evidente que la afirmación es justa para 
cualquiera que sea A. porque se puede alcanzar a cualquier numero entero 
por una cantulnd fiuuta de pasos empezando por n==1 Y. 

De esa manera, a tn de demostrar la validez de cierta afirmación, 
al ser cualquier número entero posilivo . ”, es necesario demostrar 
dos cosas: primero, que es valida para n-- |, y segundo, cada vez que 
se deduce que es valida para 1n=k, lo es también para n=k-+l. 
En esto consisle ed méludo de inducción matemática: demostramos que 
nuestra afirinación es válida cuando 1 =1 (fundamento de la induc- 
ción) luego supongamos que es Válida para cierto sr ==k (hipótesis de 
la inducción) y demostramos que Cn tal caso es válida para n =k=w 1 
(paso de la incducrión). 

Apliguemos este método para la demostración de la fórmula del 
cad general de la progresión arilmética. Esta afirmación tiene 
a forma 


A, =04 Tdtim— 1). 


Cuando n=- | esta afirmación es evidentemente válida, porque 
en el primer miembro se encuentra a, y en el segundo, a, +d(1— 
-— 1) = a,. Suponga mos que es válida para cualquier n =X,0 sea, 4, = 
=(41 +d(k—1). Según la definición de la progresión aritmética 
Gr +1 = 04 + dy, valiendose de la hipótesis de la inducción, obtenemos 

Arrrs AFA RA IAE d=4 +8 ¿e =a4, HH dlik+ 1011, 
es decir, la afirinación demostrada es válida para n=k>+l. Por 
consiguiente, la jórmula del término general es válida para cualquier +. 

Vamos a subrayar que el mélodo de inducción matemática es el 
mélodo de demostración de las afirmaciones ya asignadas y no el de 
deducción de estas afirmaciones. Por ejemplo, de ninguna manera 
s$e puede obtener, según este método, la iórmuila del termino general, 
pero al hallarla por cualquier otro modo, por ejemplo, mediante una 
combinación es posible demostrarla aplicando el método de induc- 
ción matematica Es así como hemos procedido anteriormente: las 
igualdades (1) nos llevaron a la suposición de cuál podría ser la fór- 


9 EnJa tear rigurosa de los números enteros positivos esta última afirmación 
se toma por axioma 

2 Habiluadbmente, se Haman naturales a los imúmeros enteros positivos 1, 2, 3, 
etc.; el número Ó nu pertenece a los números naturales. 
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mula del término general después de que la hemos demostrado rigu- 
rosa mente. 

Con esto, claro está, el enunciado del método de combinación, 
método que permite obtener una u otra fórmula, una u olra afirma- 
ción, no es un elemento obligatorio para la «demostración, Después 
de que se nos haya ocurrido una suposición, por algunas razones, po- 
demos dejar de pensar en todo, sacar esta afirmación "del aire” y de- 
mostrarla recurriendo a la inducción. 

Consideremos algunos ejemplos de demostración según la induc- 
ción. 

J. Demostrar que la suma de n términos de la progresión geométrica 
es igual a 


m— ( 
sE, (2) 


Para n=1 la igualdad es válida ya que 


atD 


Sd = AE 


Supongamos que la igualdad (2) es válida para n=R, es decir, 


R— 
Sy EZ. Entonces 
Ñ Q ( kl a (q*+1—] 
Ser Se To == HT : 4 a q=1 », 


q—! 


es decir, la igualdad (2) es válida para 1 =*% +1. Por eso, es válida 
para cualquier 1. 

2, Demostrar que si nh es un número entero posstivo, 4” + 15n—1 
se divide por 9. 

Si n= 1, el número 4” -+ l5n— 1 es igual a 18, es decir, se di- 
vide por 9. Supongamos que 4* + 15£— 1 se divide por 9 y sea n= 
=k-+l. Entonces 


gatr 15 (4 1)—1 =4(4* 7 15k— 1) —45k 4-18 -- 
= 4 (4* -- 15£— 1) —9 (5£—2). 


Pero, según la hipótesis de la inducción, 4*—15k—1 se divide 
por 9, a causa de que el segundo miembro, y junto con éste el 
primer miembro de la igualdad se dividen por 9, lo que era nece- 
sario demostrar '. 


1) Esta afirmación puede ser demostrada también sin recurrir al método de la 
inducción. En efecto, aplicando la fórmula del binomio de Newton, para 132 tene- 
mos: 


41 + 15n—1=(3-+ 190 l5n—1 +34 II CAN 
xn 314 ln—1 9 (39-34 .39-34...+CA+2n), 


de donde se deduce que el número dado se divide por 9. 
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3. Demostrar que, si a y bson números positivos y a<b, para cual- 
quier n natural es válida la desigualdad a" <br”. 

Para 1 =1, la afirmación es evidente. Supongamos que a*< px; 
al multiplicar esta desigualdad por el número positivo a, obtenemos 
at*t<ab*. Pero b es un número positivo debido a que bta< deb, 
es decir, 

ar+1 E par, 


lo que fue necesario demostrar *. 
4. Demostrar la fórmula de variaciones para el número 


Aa=mim—i)... (m—n- 1). 


Consideremos que fm es un número entero fijo; hagamos la de- 
mostración por inducción con respecto a n. Para n =1el primer miem- 
bro es igual a A;,, lo que es igual a m, o sea, la fórmula es válida. 
Supongamos que 

Af, =mim—1) ... (m—k+1). 
Para dar un paso de la inducción establezcamos una relación 
AJA =(m—k) A?.. 


Para esto apuntemos todas las variaciones de m elementos según k y a 
cada una de estas añadamos al final todos los elementos, uno a uno, 
los cuales no entraron en esta variación. De tal modo, de cada varia- 
ción de m elementos, según R, obtenemos m— k variaciones de mm 
elementos según R+1. Por consiguiente, en total resultan (m— 
—R) Af, de tales variaciones. Sin embargo, es fácil ver que entre 
las variaciones obtenidas de esa manera se encuentran fodas las va- 
riaciones de m elementos según k=+|1 encontrándose ésta una sola 
vez, Por lo tanto, A%*!!= (m—k) A£. 

Utilizando la relación recién demostrada y la hipótesis de la 
inducción, obtenemos que 


AR =AñR (M—k) =m(n—1)...(m—k 4. 1) (m—k) = 
=mim—1).. (M—k 41) [m-Ar+1)+1], 


lo que concluye la demostración. 

Ahora veremos que valiéndonos del inétodo de inducción no siem- 
re es infalible empezar por n= 1. Se puede, naturalmente, demostrar 
a afirmación para una tal 1 =n,, emprender un paso de la induc- 

ción y obtener, como resultado, que esta afirmación es válida para 
lodos los números enteros n, mayores o iguales al número inicial 
no. En este caso, natural mente, la hipótesis de la inducción tiene 
respectivamente una forma modificada: supongamos precisamente 
que la afirmación a demostrar es válida para n =f> n.. Final mente, 


!» En el ejemplo 10 del $ 8 se da olra demostración de este caso. 
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hay que comprender que para los valores de 4< 1, la afirmación pue- 
de ser tanto correcta como incorrecta; en todo caso no es posible sa- 
car cualesquier conclusiones sobre su validez para lein<HnAo, al 
aplicar la demostración realizada mediante el método de inducción 
matemática. 

Ambas etapas «de demostración expuestas arriba, la elección del 
fundamento de la inducción y la argumentación «del paso de la in- 
ducción, son igualmente importantes y absolutamente independien- 
les. Aclaremos si es válida o no, por ejemplo, la desigualdad 2" > n?, 
donde n es un número entero positivo. Claro está que para n = l es 
válida. Comprobaremos la posibilidad de hacer un paso de la induc- 
ción. Supongamos que para rf: =£ tiene lugar la desigualdad 2* > kz. 
Entonces, evidentemente, 2*+! —: 2.2% 7>>24*, y paia fundamentar 
la posibilidad de dar un paso de la inducción es suficiente establecer 
la desigualdad 2f*>(4 +1)? o bien k?—2fk— I2>U. Ahora blen, 
esta última desigualdad es sólo correcta cuando kz» 1--) 2, es decir, 
cuando k> 3. De tal modo, no hace falta tomar como fundamento de 
la inducción fo = 1: no podemos dar el primer paso de la inducción. 
Luego, es natural tomar como fundamento ,..=3 En este caso se 
puede dar el paso de la inducción, pero se comprueba inmediatamente 
que para n=3 la desigualdad 2" > n* es incorrecta, y por eso es im- 
posible empezar la inducción. Solamente para 1 --: 5 csta desigualdad 
es válida, por lo que se puede tomar como fundamento de la induc- 
ción n= 5; para n> Mo tiene lugar también el paso de la inducción. 
Por consiguiente, la desigualdad 2” >n! es correcta para lodos los nti- 
meros enteros n> 5. Para unos valores de /?, menores que 5, esla desigual- 
dad es también correcta (2 =1), para otros, incorrecta (1 =2, 3, 4). 

S. Demostrar que pura n>1 es válida la destgualdad 

NS 
ni < ES (n!=1.2.3-...-.11) 


Para n =2 obtenemos una desigualdad correcta 2<. 9-4. Suponga- 


mos que 1<(Ep)" Entonces, según la hinótesis de la inducción, 


(RH+ 11 =RIU(R EH DAS : (+10). Si alora demostramos que 


—2*+l 


Ea EJ (3) 


entonces el teorema será demostrado, porque 


1.27 k44 


, y R—114. O 
(e 1 <- E) P+D La , 


es decir, nuestra desigualdad se cumple para n =k + 1. 
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Evidentemente, la desigualdad (3) se puede escrilir en la forma 
2< (1 dE rr). 


No obstante, según la fórmula del binomio de Newton 


(12 I+D + >2 


por consiguiente, esta desigualdad (3) es váiida y la desigualdad ini- 
cial] queda demostrada ”, 

6. Demostrar el. teorema. sí el producto n>2 de unos números 
pusilivos es igual a |, entonces su serna es major o igual a n, es decir, 
SEXXg «An = 10 M1 7>0, x1>0, ... , x,2>>0, enlonces x, + x3 + 
=, e... +Fxn> ff. 

Si n=2, hay que demostrar la afirmación: si xx, =1I, enlonces 

. . 0 A ES la 
Mm +x2>2. Pero, esto es evidente, ya que la media aritmética AS 
de dos números positivos es muyor O igual a la media geométrica 
VPxux=1l, o sea, 1. +1x>2. Además, la igualdad x, +x1=2 se 
logra sólo en el caso que x =x¿=1. 

Valiendose de la hipótesis de la inducción, tomemos cualesquier 


números postlivos Xy, ..., Xp Xp+1 que satisfagan la condición x, ... 
c. AprrXX pa + 1 Sicada uno de estos números es ígual a 1, la suma 
XMT+ ... +FxXa+xai1=R +! debido a que la desigualdad de- 


mostrada en este caso es válida. 

Si esto no resulta así, entonces entre éstos se encontrará un nú- 
mero menor que ij y un número mayor que 1. Adinilamos que Xx. > 1, 
Xr+r1< 1. En este caso tenemos la igualdad 


Xp Ka (AX 1) 1. 


Este es el producto de k números y por eso es aplicable la hipótesis 
de la inducción en cuya consecuencia podemos afirmar que 


ll A a 
Pero, entonces 
Xi EX EX A RX o X= 


=R+1 7 (xr — 1) 01 — Xp) > 221, 


porque x— 1 > yv l|—Y,4+1>0, que cs lo que sc necesitaba de- 
mostrar, 

Observemos que hemos establecido también el hecho de que el 
signo «dle la igualdad en la relación a demostrar es posible en el ca- 
so de que todas lasx, - J;, si no todas las x, son iguales a 1, en la 


Y Otra demstracion de esta desigunidad, sin recurrir al metodo de inducción 
malemática, veuse en el ejemplo 15 del $8, 
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relación demostrada queda puesto el signo de ta desigualdad ri- 
gurosa. 

De este teorema resulta una desigualdad generalizada entre la media 
aritmética y la media geométrica para n>2 de lus nimeros positivos: 


A+. ...+13 Ir ». s 
A o x,7>0, ax Sl 


Efectivamente, designemos Y X, ... Xp por €, y Ye por y. En- 


tonces y... yn = E l. Según lo demostrado, y + ...+ 


+Yn nm, es decir, 2H, O sea, 1 e, que es 
lo que se necesitaba demostrar. 
Esta desigualdad se utiliza ampliamente para la demostración 


de otras desigualdades. Por ejemplo, si la aplicamos a los números 
l, 2, ... , a, obtenemos inmediatamente ta desigualdad 


YT A, 


o bien, Y nl< 5 z de donde <=). Hemos demostrado esta 
desigualdad en el ejemplo 5 mediante la inducción. Esta nueva demos- 
tración es más fácil. 

El método de inducción matemática encuentra aplicación vasta to 
sólo en Algebra. Se utiliza ampliamente para la demostración de las 
relaciones trigonométricas y afirmaciones geométricas. 

7. Demostrar que para cualquier número entero positivo n tiene lugar 
una desigualdad |sennxi< n |sen xl. 

Para n=1 la desigualdad es evidentemente válida. Suponiendo 
que [senkxi<Z%- [senx], demostramos que |sen(k + 1)x|<(k + 
+1). [senx]. En realidad, utilizando la desigualdad |coskx|<l, 
tenemos que 
[sen (k +1) x | = [sen fx-cosx + sen x-coskx]< |senk.x |. |cosx | + 
+ |senx|- [cos xl sen kx|+|senxiszk- |senx|] - [sena] = 
=(k +1) + [sen xf- 

Por consiguiente, la desigualdad requerida es válida, 

8. Demostrar que para cualquier número entero positivo n es válida 
la ¡igualdad 


T 21 nn non. nl : 
sen 3 + sen y +... +5en 7 =2 sen -7 sin EA. (4) 


Cuando n=1l obtenemos la igualdad correcta 


T T T 
seng =2 sen¿sen 3: 
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Al aplicar la hipótesis de la inducción, consideremos la suma del 
primer miembro de la igualdad (4) siendo n =k-=+1: 


T 2n A ka k+ldn 
sen + sen 3 + a + sen + sen —— == 


Den AN (24-1)7 (RA la 
= 25e11 5 sen , — E = 


= 2 sen sen E, 9 sen (h EZ cos A 


+ sen 


=2 50 PAZ [sen E +cos AA] = 


6 6 
sen LE at e 
= 2 sen o 2 sen q COS m7 = 
e 2 sen PAI os E 


Para finalizar la demostración es suficiente notar que 


k=bn_ n (illa (TT 
cos E = sen [5 6 | = sen ——__—_— 6 = 
po kN (2+2)x 
= sen (1 7 ) = sen L4 22 : 


Por consiguiente, la fórmula (4) queda demostrada. 

9. En un plano hay trazadas n rectas de las cuales dos no son 
paralelas y tres no pasan por un mismo punto. Determinar entre cuántas 
partes queda dividido el plano con estas rectas. 

Al trazar los dibujos requeridos, podemos anotar la siguiente 
correlación entre el número n de rectas que reúnen las condiciones 
del problema y el número a, de partes en las que estas rectas dividen 
el plano: 

n=1, 2,3, 4, 3 e... 
a, =2, 4, 7, 11, 16, ... 


Es fácil ver " que en calidad del término general de la sucesión 

24 conviene emplear la expresión 
n(n+1) 
a, == l eL — . (5) 

La fórmula (5) se comprueba fácilmente para los primeros valores 
de n, sin embargo, de ahí no se deduce que da respuesta al problema 
planteado. Esta afirmación requiere una demostración complementaria 
aplicando el método de inducción matemática. 

Al prescindir de “la selección” recién efectuada, demostremos que 
n rectas (de las cuales dos no son paralelas y tres no pasan por un 
mismo punto) dividen el plano en a, partes, donde a, se calcula 
según la fórmula (5). 

D Pura estu hay que notar que, a juzgar por los primeros términos, la sucesión 


a, es tal que las diferencios d¿— y, Oy — 4q, 44— 03, -.- forman una progresión arit- 
mética; hay que aprovecharse del ejemplo $ del $7 
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Es evidente que cuando 1 = 1, la fórmula (5) es válida. Aplicando 
la hipótesis de la inducción, examinemos k-+l-estma recta que 
satisface la condición del problema. Eliminando de éstas arbitraria- 
mente k rectas, podemos decir que dividen el plano en | +2 (% -p 1):2 
partes. Ahora adicionamos (£-+ 1)-ésima recta. Dado que no es 
paralela a ninguna de las rectas precedentes, intersecara, por consi- 
guiente, todas las £ rectas. Ya que no pasará por ninguno de. los 
puntos de intersección de las rectas precedentes, pasará entonces por 
un fragmento £+ 1, en los que ya fue dividido el plano, y dividirá 
en dos partes cada uno de estos fragmentos, es decir, resultrarán 
añadidos k+1 fragmentos. Por consiguiente, el rúmero total de 
fragmentos en los cuales se divide el plano por k-F | rectas es: 

- =.|-. JD 
q Dekf+l paa DIE its 
Con esto queda terminada la demostración. 

Como se deduce de todo lo expuesto, el método de inducción mate- 
mática se aplica a la demostración de las afirmaciones dependientes 
de un número entero positivo rn. Sin embargo, muchas afir maciones, 
en cuyo enunciado 1 no participa en absoluto, pueden sustituirse 
cd afirmaciones equivalentes que con evidencia dependen de r, 

emostremos, por ejemplo, que: 

10. En cualquier instante del tiempo la cantidad de hombres en la 
Tierra que se han dado un número impar de aprelones de manos, es par. 

Para hacer la demostración enumeraremos cada apretón de manos 
en un orden cronológico. Es claro que nuestra afirmación es equi- 
valente a lo siguiente: cualquiera que sea el número n, después de un 
apretón de manos con el número », la cantidad de hombres que se 
han dado un número impar de apretones de manos es par. 

Esta afirmación depende de n y la demostraremos por el méto- 
do de inducción. Por abreviar el asunto llamaremos “malos” a los 
hombres que se han dado e! número impar de apretones de manos, 
y a los demás, “buenos”. 

Después de haberse dado el apretón de manos resultaron dos hom- 
bres“ malos”, o sea, un número par. Inmediatamente que se de el apre- 
tón de manos con el número k, el número de hombres “malos” será 

ar, y después de eso, el apretón de manos será el número £+)J. 
Con esto pueden presentarse tres casos: se dan un apretón de manos a) 
los dos “buenos”, b) los dos “malos”, c) un “bueno” y un “malo”. 

En el primer caso los dos “buenos” suman a su número par de 
apretones de manos un apretón más, o sea, se hacen “malos”; en el 
segundo, los dos “malos” llegan a ser “buenos”, y en el tercero, el 
“bueno” se hace “malo” y el “malo” resulta ser “bueno”. De esa manera, 
la cantidad de hombres “malos” aumenta en dos ó disminuye en dos, ó 
no cambia, es decir, en cualquier caso es par. La aseveración queda 
demostrada. 
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Los ejemplos examinados demuestran con qué éxito se emplea 
el método de inducción matemática en los problemas más diversos. 
Al mismo tiempo, nu se puede exagerar el alcance del método de 
inducción matemática: hay muchos problemas para cuya resolución 
parece que se impone el método de inducción, no obstante, la prueba 
de aplicar este metodo choca con dificultades insuperables. 

Probemos, por ejemplo, valiéndonos de la inducción, demostrar 
la desigualdad: 

l 


| 


tuto tapo +: 


Para n= | esta desigualdad tiene la forma I<7 es decir, es 


válida. Supongamos que la desigualdad a demostrar es válida para 
n= kk: 

to, 1 EA | 
e 


Para n=k£= 1 el primer miembro es igual a 


OL E TOA A ] 
a 


Según la hipolesis de la inducción, la suina entre los corchetes es 
menor que 7, pol eso 

A A 

TB 0 TRRD CT RSS 


Es claro, que «de la desigualdad obtenida de ninguna manera se 
puede deducir que su primer miembro es menor que 1:4. De tal modo, 
según la inducción, la demostración queda sin solución. Sin embargo, 
esta desigualdad se demuestra fácilmente por otro método, como fue 
demostrado en el ejemplo 13 del $ 8. 


EJERCICIOS: 


Demostrar las formulas por el método de inducción matemática: 
_n(n+1)(2n+1) 


$5 
b) [22 —32—43 4- LAS +(—=1).-1 na (— 1). n LA, 


1. a) 12+224-334 .. ya 


2-3 -1)]+ 
2. 115 2%-.3.P eS -/- 13 = E (1 | 


3. El número de permutaciones P, de a elementos, donde r> 1, 
Py =n=1+.2-3+.... n. 


$ 3. MÉTODO DE INDUCCIÓN MATEMÁTICA 29 


4. La fórmula de Moivre 
fr (cos q -F ¡sen pi cos np + sen 14). 


nt. nx 
E 
5. a) sen x+sen2x+ ... +sennxr- po , AT, 
sea — 
2 
sen (++ 5) - sen oh 
b) sen x E sen (Xx 4 AJA. sen (2) = ———_—— TÁ, 
sen — 
2 
h x£ 2kxt 


1 l 1 l ] ] | 
E O e bdo re RE Er E 
Demostrar las desigualdades: 


7. ni >22-1 sin>2. 
8. 22.11 < nf, sin > 2. 
Po" 
a 


9. (ni? < 
10. (2n)! < (ER 


a Ona Uln=y ; Q z 
1.424. 4H s104>0, .... 4. >0. 
Q Ax (Cn a 


2 E 23Nartbro 
12. (+) E > arbYs, si a, b, q, son 


los números enteros positivos distintos. 
13, Demostrar que para cualquier número entero n, el número a —a se di- 


vide por 7. 
14. Demostrar que para cualquier número entero +, el número [111444 19% +3 


se divide por 133. 
15. Demostrar la igualdad 


1 + ] do qub y sel) l 
log, 2-Tog, 4 log, 4-log,8 > *Tog, PT tog, 20 1 A)" poa" 


18. Demostrar me para cualesquier números positivos a y b y cualquier número 


natural n cs válida la desigualdad (14 dy< 2" (qn+ 61), 
17. Demostrar que para cuslquicr número a> 0 es válida la desigualdad 


EN ===" ===] Ll Midi 
11 a+y Va +... Va (ERA (en el primer miembro la cantidad 


de radicales cs arbitraria). 
18. Demostrar que para todos los números enteros pastlivos a y Les vá- 


lida la igualdad 
CC ACA GS 

esto A definición se considera que CA = 1 para cualquier aúrmero «4 y Ch= O, 

si q> p). 
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4 4. NUMEROS REALES 


En este párralo nos detendremos solamente en dos problemas: 
el valor absoluto del número real y la raíz aritmética, 
En la mayorla de los casos los estudiantes contestan correcta mente 
a la pregunta. ¿aqué magnitud es igual el valor absoluto de un nú- 
mero real concreto? No obstante, cuando se trata de la definición 
del valor absoluto, entonces surgen a menudo contestas absurdas: el 
valor absoluto de un número es “el número sin signo”, o bien, es “el 
número con signo positivo”, esto es, “el valor positivo del número”. 
Mientras tanto, a los estudiantes se les exige una definición exacta. 
El valor absoluto de un número a (se designa por |a|) se define del 
modo siguiente: 
, sia>o, 
la|= 0, si a=0, 
— a, si a<ó. 


Al_valor absoluto de un púmero se le llama con frecuencia su_mo: 
sta definición permite calcular el valor absoluto de cualquier 
número real. Para esto hay que valerse del primer, segundo o 
tercer renglón de la definición en dependencia de que el número con- 
creto dado sea positivo, negativo o igual a cero. 

Por ejemplo, a la pregunta: ¿ a qué iguala el valor absoluto del 
número — 3?, la respuesta completa debe ser así: —3<0; por lo 
tanto, según el tercer renglón de la definición, el valor absoluto del 
número — 3 es igual a — (— 3) = 3, es decir, |—3]=3. 

Notando ara a=0es válida la igualdad Jaj=a, podemos 
escribir más brevemente la definición de valor absoluto ”: 


-qa4siazo0, 
la]= (1) 
—a, si a<O. 


inici nódulo se sigue inmediatamente que |a|>0 

ara cualquier número a. Esto es un teorema, aunque muy sencillo. 
Para la demostración consideremos dos casos: 

a) a=0. Entonces |ja|=az=0, lo que era necesario demostrar. 

b) a<0. Entonces ju|=-—a. Pero, —az>0, ya que a<0O, 
osea |a|>>0, lo que era necesario demostrar. 

Conviene comprender bien que la expresión |a | es siempre positiva 

o igual a cero, pero no es una definición del valor absoluto sino su 


ICO, €s decir, la longt del seg : 
positivo o cerol desde el punto a hasta cero. Además, se pue 


1» Vénse también el ejerencio l, 
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trar, considerando ciertos casos, que |b—a| es ta distancia entre los 
puntos a y b (véase el ejercicio 5). 

Estas notaciones geométricas son muy útiles para la resolución de 
los problemas, y en los casos muy sencillos permilen en seguida dar 
la solución prescindiendo del método ordinario que consideremos a 
continuación. 

Por ejemplo, la ecuación |x— 1 | =2 se resuelve yeométrica mente 
de la manera siguiente: su resolución son los puntos que se encuentran 
a la distancia 2 desde el punto 1, es decir, x,= 3, x,:=— 1. Es análoga 
la resolución de la desigualdad |x-+21<5. Aquí sor los puntos que 
distan del punto — 2 a una distancia no mayor que 5, o sea, son los 
puntos del intervalo "—7< x< 3. 

Para la resolución de problemas son muy útiles las siguientes 
propiedades del valor absoluto: 

Paru cualesquier números reales a y b 


Il. la+bI<lal+]01, 
ll. Ja—b|>lal—1011, 
MMT. jabj=Jlallb1, 


1V. =15 (b=7 0). 


Se demuestran más fácilmente las propiedades UI y IV. Esto 
se hace, por ejemplo, por selección ordinaria de todas las combi- 
naciones posibles de los símbolos a y b y se ofrece al lector. Notemos 
además un corolario importante de la propiedad lll: Ja|2=a* para 
cualquier número a (en efecto, al tomar a=" b obtendremos la [?= 
= fa?l, lo que es igual a a*, ya que a2>0). 

Para la demostración de la propiedad ] notemos que 


la + b1|2=(a + b)* =a*+2ab — b2, 


(lal+101)=[a1?+2lal- [61 +16)2==a0*42 lab] +0, 
pero ab<<|ab |, por lo que 
la+b1?<(lal+ !b |)». 


Pues, de dos números no negativos |Ja+b| y la|+|]0]|el menor 
es aquel cuyo cuadrado es menor; lo que demuestra la propiedad 
l. La otra demostración se basa en la selección de los casos posibles. 

Análoga mente puede ser demostrada la propiedad 11 o deducida 
de la propiedad I. Precisamente, por la propiedad 1 


lal= Ka—06)+Db|< la—b|+101, 


1 Aquí y más abajo no usamos términos corrientes como “mlervalo abierto” 
(para el conjunto de números x tales como 4<x< bh. “intervalo cerrado” (para 
azi b) e “intervalo semiabierta” (para a r<b y a< x<Gb) designando cada 
uno de tales conjuntos por “intervalo” (a veces, “segmento”). El sentido correspondien- 
te lo tiene el término “intervalo infinito". 
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de donde lJal—]b61< la—él|. Así mismo se demuestra que [6] — 
—lal<|la—b|. Pero, una de las dos expresiones, ya sea jaHIb|, 
o lb|—lal no es negativa, y, por consiguiente, coincide con su valor 
absoluto, así que | la] —]|04 [|< la—ob |, lo que era necesario demos- 
trar. 

Como regla general, los problemas relacionados con el valor ab- 
soluto se resuelven aplicando el procedimiento ordinario que consiste 
en “la eliminación del módulo”: según la definición, se consideran 
todos los casos de distribución de los sigrios entre las expresiones 
puestas bajo el signo del móduto; en cada uno de estos casos cada 
módulo “se abre”, es decir, se sustituye por la misma expresión o por 
la expresión que le es contraria por el signo, después de esto resulta 
un problema en el que falta el signo del módulo . Casi todos los 
estudiantes conocen este procedimiento. No obstante, durante su 
aplicación práctica cometen dos errores gravísimos. 

El primer error está relacionado con la comprensión incorrecta 
(o bien, puede ser con la aplicación incorrecta) de la definición del 
módulo: en los casos en que bajo el signo del módulo queda puesto no 
x sino alguna otra expresión f(x), como regla se encuentran precisa- 
mente tales casos, en lugar de una igualdad correcta 


AE (0, si f(0>0, 
Je) | sico si f09<0, 


escriben a veces "la igualdad” 


(2 
$07 | 


lo que es, obviamente, incorrecto. 

El segundo error proviene de la comprensión insuficiente de la 
esencia lógica del mismo método. Efectivamente, el análisis de al- 
gunos casos, digamos, en cuanto a la resolución de una ecuación o 
una desigualdad, significa que en cada una de éstas buscamos una 
solución solamente dentro de un campo reducido, a saber: dentro 
del campo determinado por las condiciones del caso concreto. Después 
de hallar soluciones en el caso concreto, debemos cada vez tomar 
sólo áquellas que entran en el campo requerido, o sea, que satisfacen 
las condiciones de este caso concreto. Al mismo tiempo, es de obser- 
var a menudo, cómo los estudiantes eligen acertadamente algunos 
casos, resuelven ecuaciones en cada caso concreto, mientras que las 
condiciónes de estos casos quedan en suspenso y tienen el aspecto de 


A Sin embargo, es conveniente comprender, que este procedimiento, por sí 
mismo, no es la rusalución del problema; después de su aplicación pueden tener lugar 
serias dificultades en cuda uro de los cosos considerados. a finrlictad de este procedi- 
miento consiste et anular las dificultades relacionadas con el móduto, o sea, plantear 
el problema en que no existe el signo del módulo. 
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respuesta formal: si es necesario considerar el caso, yo lo hago — 
piensa uno — pero, para qué , esto no me importa 

Por lo demás, a veces ambos errores arriba mencionados se deben 
a la falta de atención, a la despreocupación, aunque por estas cau- 
sas éstos no dejan de ser errores. En lo referente a dos problemas 
donde se requiere analizar numerosos casos, el cuidado de los que 
resuelven problemas, su reconcentración y atención tienen una im- 
portancia trascedental. 

Pasamos a considerar los ejemplos. 

l. Resolver la ecuación x2—2|xi|—3=0. 

Consideremos dos casos para liberarse del módulo: 

a) x>0 y b) x<0. 

En el caso a) obtenemos la ecuación x*—2x—-3 =0 cuyas raíces 
son X1=3, x2=—1l. Pués, según la condición a), sólo son necesarias 
las x>0, por la razón de que en da ecuación inicial la raiz será x =3. 

En el caso b) la ecuación tomará un aspecto x*—2x—3 =0; 
las raíces de esta ecuación serán: x, =1, x,=-—3. Pero, en el caso 
dado, de acuerdo con la condición b), nos interesan solamente las 
raíces negativas, es decir, x=-=—3, 

De tal modo, la ecuación inicial tiene las raíces x, -= 43", 

2. Resolver la ecuación |x?*—x—6]|=x+- 2. 

Consideremos sucesivamente dos casos: 

a) x—x-—6<X0. En este caso tenemos una ecuación —x? + x+ 
+6=x-+2 cuyas raices x, =2, x, =—2. Ahora es necesario veri- 
ficar si x, y x, satisfacen la condición a). Para esto es suficiente poner 
estos valores en el primer miembo de la desigualdad x*—x-—6<0, 
Después de esta sustitución obtenemos las desigualdades numéricas 
—4<0 y 0<O. La primera de ellas es válida, mientras que la segunda, 
no; por eso solamente 2 es la raiz de la ecuación inicral. 

b) 2—x—6>0. En este caso tenemos la ecuación xi—x—6 = 
= x +2 cuyas raíces son: x, =4, xy ==—2. Ya que ambos valores de 
x satisfacen la condición b), 4 y — 2 son raíces de la ecuación inicial. 

De tal manera, la ecuación inicial tiene tres raices: — 2, 2 y 4 

En el análisis atento de esta solución a veces surge la siguiente 
pregunta: primeramente hemos dejado de Tado el malas de x=—)9 
¡ luego fo. hemos hallado de nuevo al fin y 


e tal modo que al caDOo 


de x=—2Z, no hemos alirmado en absoluto 
que éste no es una raiz de la ecuación inicial. Hemos afirmado _sola-, firmado sola- 
mite que e ato viene a las limitaciones Impuestas para x 


en la condición del caso a). Naturalmente, nada impide al mismo 


21) Notemos que por la sustitución yx | xj la ecuación dada puede ser reducida 
a la ecuación cuadrática. 


2 MmM3985 
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valor satisfacer la condición de uno u otro caso y ser la raíz de la 
ecuación inicial. 

En el problema siguiente, muchos estudiantes cometen el pri- 
mero de los errores graves, mencionados arriba. 

3. Resolver la desigualdad 


lx +3x|+x—230. 
Según la definición del módulo tengamos que considerar dos casos: 
a) +3x>0, b) xi +3x<O0. 


Mientras tanto, muchos estudiantes consideran los casos xz=0 y 
x<0. En el primero de éstos, como resulta, el signo del módulo 
se puede quitar, para x>0 es también válida la desigualdad x? + 
+3x2>0; pero, para x<0, nada se puede decir del signo de x? 4 3x 
lo que no impide a los autores de tal solución anotar, para x<0, 
la igualdad |x*4+3x|=-—axi?—3x o hasta |x?+3x] =x1—3x. 
Resolviendo acertadamente el caso a) obtenemos la desigualdad 
2x?+3x—2>0 cuyas soluciones son xXZ-—2 y x2>1/2. La condi- 


— >. 2) 
e “-, 6 Of _ a 

lo) 
—F— > 460 (0) Fig. 1 


-3 -2/3 312 (e) 


ción de a) se satisface cuando x<-—3 y x2>0. De estas soluciones 
hay que elegir aquellas que satisfagan la condición a), o sea, tomar 
sólo x <—3 y x> ]:2. Es más fácil representar en el dibujo (fig. 1, a). 
Como resultado, obtendremos la solución (en el caso a)): 


x<—3 y x> 102, 


En el caso b) tenemos la desigualdad — 3x-—2>0 o bien x<— 
—213. La condición b) se satisface para — 3<x<<0, porque de 
todos los valores de x<— 2/3 quedan sólo los valores de x del inter- 
valo de — 3<x<—2/3 (fig. 1, b). 

Uniendo las soluciones halladas en los casos a) y b) (fig. l, c) 
obtenemos: x<--2/3 y x>1/2. 

4. Resolver la desigualdad 2/3 + 5x—2x* |< 1 — x. Consideremos 
dos casos: 

a) 3+5x—2x?>0. En este caso la desigualdad se escribirá 
así: 2(35x—2x%) <l—x, o bien, después de una simplifica- 
ción, 4x1—1l1Iix=5>0. La última desigualdad es válida para 
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x> (11 +Y 201)/8 y para x<(11—V 201)/8. Sin embargo, van 
a satisfacer la desigualdad inicial solamente aquellos valores de x 
que satisfacen también la condición del caso considerado, o sea, 
la desigualdad 3+5x—2x*>0. Resolviendo esta desigualdad, 
obtendremos que ésta se satisface cuando — 1/2 XK x<23. 

Ahora tenemos que escoger de los intervalos hallados x>(11+ 


+1 "201/8 y x<(11—J201)'8 aquellos valores de x que entran 


H-V ZU LRRL 
-+ 0 1 y 


Fig 2 


simultánea mente en el intervalo — 1/2<x<3. Es más fácil ha- 
cerlo valiéndose de un eje numérico. Marquemos en el eje numérico 
los puntos (11 —Y201y8, (11 +1 2018, — 1/2 y 3 (fig. 2). La 
Figura muestra claramente que ninguno de los valores de x que satis- 
face la desigualdad x> (1! +V 201)/8 entra en el intervalo — 12< 
<x<3, es decir, entre estos valores de x no existe ninguna solución 
para la desigualdad inicial. Entre x<(11—Y 201)8 se hallarán 
valores que entran en este intervalo: éstos serán todos los x del inter- 
valo 

Estos valores de x son la solución de la desigualdad inicial en el 
caso considerado. 

b) 3+ 5x—2x?<0. En el presente caso tenemos una desigual. 
dad 2(2x—5:x—3)<1i—x, o bien, 4x”—9x—7<0. Resolviendo 
esta desigualdad obtendremos que 


IV 


9+ V 133 
—— 

Sin embargo, de estos valores de x hay que escoger sólo aquellos 
valores que satisfagan simultánea mente la desigualdad 34+5x— 2x* < 
<O0, la solución de la cual son dos expresiones: -<— 1/2 y x>3, 
En la figura 3 se ve que la solución de la desigualdad inicial en el 
caso considerado será el intervalo 

9— Y 18 _. ] 
ATRAS 

De tal modo, la solución de la desigualdad inicial consta de dos 

intervalos: 


9-V 193 _ l ] _1-— y 20) 
y 


2* 
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Es fácil ver que estos intervalos se unen en uno solo, así que la 
solución definitiva de esta desigualdad es el intervalo 


Ll EA 11 V 201 


Hagamos unas observaciones sobre cómo realizar dibujos semejan- 
tes a los de las Jiguras 2 y 3. Lo más esencial radica, al disponer en el 
eje los puntos correspondientes a los números dados, en la necesidad 


S9-Y74J 20 
9 Fig. 3 


A 
¿0 / J 


de observar cuidadosamente que no se altere la sucesión de estos 
números. Por lo tanto, en particular, si los números considerados 
se diferencian poco uno de otro, no hace falta aglomerarlos, sino 
disponerlos de modo que el dibujo resulte lo más claro posible, 
aunque pierda un poco la correlación con la escala. Para disponer 
los números en la sucesión requerida, tendremos que recurrir frecuente- 
mente a los cálculos aproximados y, a veces, hasta demostrar espe- 
cialmente desigualdades numéricas. 

Por ejemplo, en la figura 2 el número (11 —Y201)/8 se coloca 
más a la derecha que—J/2. Esto se deduce de la desigualdad 
— 1/2< (11 —Y 201):8 que se demuestra fácilmente. Asi mismo, el 
número (11 +14 201)'8 se encuentra a la derecha del número 3, porque 
3< (11 +Y 201y8 (pues, V 201 > 14 y, por consiguiente, el numera- 
dor de la fracción del segundo miembro de la desigualdad es mayor 
que 25). 

Consideremos unos ejemplos en los que bajo el signo del mó- 
dulo figuran unas cuantas expresiones. En tales ejemplos, para tibe- 
rarse de los módulos se debe examinar, en principio, todas las combina- 
ciones de signos posibles de estas expresiones. En el primero de ellos 
procederemos asi y en lus dos siguientes, mostraremos cómo se puede 
proceder de otro modo. 

+ Y. Resolver el sistema de ecuaciones 


fle—2x1+y=1, 
1 a+lyl=!. 
. Aquí son posibles las siguientes cuatro combinaciones de signos 
de las expresiones que están bajo el signo del módulo: 
a) *—2:>0, y>0; b)xi—2x>0, y<O; 
C) —2:<0, y>0, d) x2—21<0, y<O, 
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Vamos a considerarlas consecuentemente, 
a) En este caso tenemos un sistema: 


jxa—=2x+y=1, 

| e + y — l, 
de lo q resulta con facilidad que x=0, y=1. Este par satisface 
la dl ición a) y, por consiguiente, es la solución del sistema ini- 
cial. 


b) En este caso el sistema tiene una forma: 


—2+ry=l, 
im yal, 


de la que, sumando las ecuaciones, obtenemos que xi—x=1, o 
sea, X1s=(l- EV 5)'2. La segunda ecuación permite calcular los 
valores correspondientes de yg, procediendo, sin embargo, más fá- 
cilmente; en efecto, x, y x, satisfacen la igualdad x“— x= 1 y, com- 
parándola con la segunda ecuación, obtenemos: y -=x, es decir, Y, y = 
=(14V 5)/2. 

Comprobamos la condición b). Ya que y,<0, el par x,, y, no 
la satisface, y por eso lo omitimos. Luego, ya que y, satisface la condi- 
ción b) y para x, es válida la desigualdad x*—2x.>Ú (porque x,<0), 
entonces en este caso tenemos la solución: x= (1—|Y 5)2, y = (1— 
—Y 5)/2. 

c) En este caso obtenemos un sistema: 

—x + 2r+y=l, 


a+y=l, 


en donde, restando la primera ecuación de la segunda, obtendremos 
que 2—x=0, O sea, x1=0, x2=1, y =!, y¿=0. El par x,, y, no 
satisface la condición c) y Xy, Yz la satisface, por consiguiente, el 
par x=1l, y =0 será la solución del caso que examinamos. 

d) En este caso tenemos un sistema: 


[—r+2x+y=1, 
1 a—y=!l, 


de donde, al sumar las ecuaciones, obtenemos que x= 1 y, por con- 
siguiente, y=0. Can todo, este par no satisface la condición d), y 
por esa razón ha de ser omitido, aunque en realidad es la solución del 
sistema inicial. Aquí la situación es la misina que en el ejemplo 2, 
donde se han dado las explicaciones necesarias. 

De tal modo, el sistema tiene tres soluciones: 


x1=0, Y =1; x= 41—V 5)'2, ya =(1—+5):2; 


X3i=1, Y =V. 
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6. Resolver la desigualdad 
li—1|l—I|x|+1|2x+3]|>2x +4. 


En este problema, al examinar completamente todas las combi- 
naciones de signos, tendriamos que considerar 8 casos posibles. No 
obstante, en realidad se puede evitar tanta cantidad de casos y limi.- 
tarse sólo a cuatro. Esto se consigue mediante un procedimiento 
especial: “el método de intervalos”. 

Marquemos en el eje numérico aquellos valores de x para los 
cuales cada expresión que está bajo el signo del valor absoluto, se 
convierte en cero: estos puntos son — 3/2, 0 y 1. De tal modo, todo 
el eje se divide en cuatro intervalos *': 


x<— 3/2, — INE<O, 0Ex<I1, I<x. 


Examinemos por turno cada una de estas expresiones. 

a) x<—3:2. En este caso 2x+-3<0, x<0 y x—1<0, es de- 
cir, la desigualdad inicial toma un aspecto — x+ 1+x— 2x- 
—3>2x+ 4. Esta se satisface para x <— 3/2; en combinación con la 
condición a) oblenemos que x<—3/2 es la solución de la desi- 
gualdad inicial. 

b) — 3Zx<0. En este caso 2x4+3>0, x<0 y x—1<0 
con que la desigualdad inicial toma el aspecto —x+1Í+x-+2x+ 
+3>2r+4, es decir, 0:2>0. 

Algunos estudiantes perciben con perplejidad esta desigualdad: 
¿y cómo solucionarla? En realidad no hace falta resolver nada, por- 
que para cualquier valor de x del intervalo — 3/2<x<0 la desí- 
gualdad inicial se transforma en una desigualdad incorrecta 0>0 y 
por eso en el caso b) no tiene soluciones. 

c) 0 x<1 En este caso 2x4 3>0, x2>0 y x—I<0; por 
consiguiente, la desigualdad inicial se reduce a la desigualdad —x + 
+i—x+2x+3>2x+4. Esta se satisface cuando x<0, sin 
embargo, esta relación es incompatible con la condición c): entre los 
valores de x del intervalo 0<x<l no hay soluciones para la desi- 
gualdad inicial. 

d) 1<x. En este caso la desigualdad toma el aspecto x— 1—x + 
+21 + 3>2x + 4 es decir, 2>4; en otras palabras, entre x>1 no 
hay valores que satisfagan la desigualdad inicial. 

Pues, la desigualdad presentada es válida para x <—3/2. 

Según lo expuesto arriba es evidente que la función 


y =li—=l]—Ix|+12x+3| 


> Notemos que estos intervalos pueden expresarse de otra manera: por ejemplo, 
1 —3/2, —3/2<4< 0, 0x1. l<x, en la solución nada variará, como lo verá 
el lector, nuestra elección fue hecha de acuerdo con la definición del valor absoluto, 
dada en la forma (1). 
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se puede escribir en la forma que ya no utiliza el símbolo del valor 
absoluto: 
¿— 2 — 2, si x<-—3/2, 
2+4, si —3LEXO, 
en 4, si 0E£x<l, 
2x+2, si 1<x. 


Es muy útil saber expresar las funciones, que contienen el signo 
del módulo, de esta forma. 

El problema siguiente, además de dos módulos, presenta también 
otras dificultades para su resolución, aunque éstas no son dificiles, 
pero sí tienen un carácter excepcional. Entre tanto, nos hemos encon- 
trado ya con tales dificultades en el ejemplo 6 (caso b)). 

7. Resolver la ecuación 


Ixi—9|+ |x?--4 | = 5. 
Siguiendo el método del problema 6, consideremos tres casos *: 
a) 124; b)4<x!t<9; c) 9<x?. 
En el primer caso |r*—9)]=9—x*, |x*—4]|=4—x1, o sea, 
IáTilt+t4de 25, 24, M.¿=232. 


Pero, según la condición del primer caso, x* ha de ser menor que 4; 
por consiguiente, los valores de x,,. =-+ 2 no son convenientes y 
en este caso la ecuación dada no tiene raices. 

En el segundo caso |x*—9|=9=x?, I—4|=x—4, o sea, 
9— 1314 x1-4=5, o bien, 5=5. Precisamente, esta situación deja 
perplejos a muchos: “¡la ecuación se dio por perdida!” En realidad 
no ocurrió nada «de extraordinario: a condición de que 4< x?< 9, 
la ecuación inicial es simplemente equivalente a la identidad 5=5, 
es decir, se satisface con cualquier valor de x. De tal modo, cual- 
quier valor de x que satisfaga la condición 4<x*<9, es la solución 
de la ecuación. Ahora no nos queda otra cosa que resolver esta doble 
desigualdad. Y como resultado obtenemos: —3< x<— 2; 2<x<3. 

El tercer caso se considera análogamente al primero; aquí no apa- 
recen nuevas soluciones. 

En definitiva, las raices de la ecuación inicial llenan dos interva- 
los del eje numérico aunque tal situación parece asombrosa en lo 
que se Hellere a las ecuaciones (a diferencia de las desigualdades). 

En este aspecto no es menos interesante el ejemplo siguiente, don- 
de las soluciones constituyen un intervalo infinito inás un punto. 

8. Resolver la ecuación 


2/*+t2]—|2%+t—]|=2*+1 41. 


1) Aquí, las condiciones de los casos pueden también escribirse de otro modo, por 
ejemplo: xi< 4, 44%Gx*< 9,95 2*; naturalmente, el resultado definitivo será el mismo. 
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Consideremos dos casos. 

a) x+2>>0. En este caso obtenemos la ecuación 2%*i— 1] = 
proa PA l, ya que 2 p+2] - 24+2 y 9142 9X+1 2 9X+1) Esta 
ecuación se satisíace, evidentemente, cuando 2**! — 1>0, o bien, 
cuando x4-1>0, es decir, x>— 1. Estos valores de x satisfacen 
la condición a) y son las raices de nuestra ecuación. 

b) x+2<0,. En este caso, después de unas transformaciones 
fáciles y la sustitución de 2%*** por y obtenemos la ecuación 


24 + 2y + 24 |y—11=1. 


Se puede resolver esta ecuación considerando dos casos para liberarse 
del módulo, al igual que en los ejemplos precedentes. Pero se puede 
comprender también que para y> 1 el primer miembro es mayor que 
), y por eso tenemos que buscar sólo las raices de y< 1; y para y< 1 
obtenemos la ecuación 4y = 1, de donde se deduce que y= 1/4 por 
razón de que x=-—-3. 

Uniendo las soluciones obtenidas en Jos casos a) y b) llegamos 
al resultado: x=—3 y x>=— 1. 

Los O examinados demuestran de manera evidente que 
el concepto de un valor absoluto no presenta dificultades de principio 
durante las resoluciones de los problemas, porque un método común, 
como es la consideración de unos casos, siempre permite liberarse 
del signo del valor absoluto. Naturalmente, el análisis de diferentes 
el es un método único para la resolución de los ejemplos con módu- 
os. 

Las particularidades de un problema concreto permiten frecuente- 
mente hallar otras vias de resolución, más cortas y originales. Por lo 
tanto, al ver en la condición del problema el signo del valor absoluto, 
no hace falta considerar “de paso” unos casos; esta posibilidad de 
solución no desaparecerá nunca, pero es muy útil pensar primera- 
mente en el problema planteado, tratar de escoger otros métodos. 

De vez en cuando es posible hallar un método muy específico 
que sirve de origen inmediato para resolver, por ejemplo, el problema 
siguiente. 

9. Resolver la desigualdad *+x+Ix]|+1<0. 

Efectivainente, se puede recurrir a un método común. Pero, si 
escribimos esta desigualdad en la forma de |x1<-—(x?+x+ 1), 
se ve entonces que no puede tener soluciones. En realidad, |x|=>0 
para todos los valores de x y el segundo miembro de la última desi- 
gualdad siempre es rigurosamente negativo, porque xi+x+1l= 
= (x+ 1/2)? + 34 >0. 

Y en el problema siguiente la ventaja del método especial es más 
sorprendiente: el método común exige cálculos fastidiosos con los 
números irracionales, no obstante, este procedimiento con bastante 
Jacilidad permite hallar rápidamente la solución. 
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10. Resolver la desigualdad 
[i—3x— 3 | > | 4 7x— 13]. 


Como es sabido, una desigualdad con los miembros no negativos, 
al elevartos al cuadrado, se sustituye por una equivalente (véase 
el $ 10). Por lo tanto, nuestra desigualdad es equivalente a la siguien- 
te: 

lx 3x—3/12> | + 7x—13|?. 


Pero, |a|* =a*, y por eso se puede anotar esta desigualdad como 
(2 —3x— 3) > (+ 7x — 13)2, 


Ahora, trasladando todo al segundo miembro y utilizando la 
fórmula de diferencia entre los cuadrados, obtenemos la desigualdad: 


2 (1? + 2x—8)-10(x— 1) <0, 
o sea, que es lo mismo, 
(+ 4) (x— 2) (x— 1) <0. 


La desigualdad obtenida se resuelve fácilmente aplicando el lla- 
mado “método de intervalos” (véase el $ 10); sus soluciones y, por 
consiguiente, las soluciones de la desigualdad inicial son: 


x<—4 y 1<x<2. 


Terminando de examinar el concepto sobre el valor absoluto, 
consideremos un problema cuya complejidad radica en la presencia 
de un parámetro. Sin embargo, como vamos a ver, la presencia de 
este parámetro hace muy complejo el problema, que exige, además 
del conocimiento del método y de un buen procedimiento de solución, 
mucho cuidado en los cálculos. 

11. Para cada número real a resolver la ecuación x|x+1|+a=0. 

Consideremos dos casos: x<—1 y x2—1l. En el primer caso 
la ecuación toma la forma x(—x— 1) + a =0, o bien, x* + x*—a=0. 
Aquí resultó una ecuación de segundo grado con el parámetro a. 
Nos interesan sólo aquellas raíces reales de esta ecuación que satisfa- 
gan la condición x<—t. Claro está que las raíces de la ecuación 
dependen del parámetro a: con algunos valores de a las raíces pueden 
resultar reales, con otros, imaginarias. Por esto, es necesario se- 
ñialar antes aquellos valores de a, para cada uno de los cuales las raíces 
de la ecuación x? +x—a=0 son reales. La condición de las raíces 
reales consiste en que el discriminante no es negativo: D -< 1 +4a30. 
En otras palabras, para a>— 1/4 las raíces de la ecuación son reales: 
—14V 140 _—1-VT:4a 

2 


Xx] = y] O 
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I z 
y con otros valores de a, o sea, cuando a las raíces de esta 


.» . $ . . . 1 . 
ecuación son imaginarias. Por consiguiente, para a<—q (exa mi- 


nando ahora el primer caso) la ecuación inicial no tiene soluciones. 
De tal modo, nos queda por hallar las soluciones de la ecuación 
inicial, en el caso que considerainos, cuando a>— 1/4. Con esto, 
de los números hallados x, y xz tendremos que tomar aquellos que 
satisfagan la condición x<— 1. 
Para esto hay que resolver Jas desigualdades: 


14 Via —1— VTF% 
AS O 


2 nd 


La primera desigualdad se reduce con facilidad a la expresión 
1+V1+4a<0, es decir, que no se cumple para ningún valor de a. 
La segunda desigualdad se reducie a 1 <V T+4a y se cumple, como 
se ve fácilmente cuando a>0. 

De esta manera, para a>0 la ecuación inicial tiene una raíz 
real x=(—I1—)+ 1+4a)/2 que satisface la condición del caso exa- 
minado cuando x<— 1, y no hay ninguna raíz para a<0. 

En el segundo caso tenemos la ecuación x? +x+a=0. La condi- 
ción de las raíces reales D :=1 —.4a>0 demuestra que esta ecuación 
tiene raíces reales sólo cuado a< 1/4, y para a>1/4 (en el segundo 
caso ahora considerado) la ecuación intcial no tiene soluciones. Nos 
queda hallar los valores de a para a< 1/4 en los cuales las raíces de 
la ecuación x? +-x+a=0 satisfacen la condición del caso x=— 1, 
es decir,..hay que resolver las desigualdades: 


ETE ll ma ETE >—1. 


La primera desigualdad se reduce a la forma 1+Y 1—4a>0 
y, por consiguiente, se cumple con todos los valores posibles de a, 
es decir, cuando a< 1/4. La segunda desigualdad se reduce a la 
expresión Y T—4a<Z 1 y se cumple, como es fácil ver, con todos Jos 
valores positivos posibles de a, es decir, cuando 0< a< 1/4. 

De ta] modo, para 0< a< 1/4 la ecuación inicial tiene dos raíces 
reales en la expresión x=— 1: 


4= A, ya EE 


(cuando a = 1/4 estas raíces coinciden) y cuando a<0 tiene solamente 
una sola raíz x =(—1+)Y 1—4a)/2, cuando a> 1/4 en la expresión 
xz3=—I, la ecuación inicial no tiene raíces, 
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Haremos el resumen, enunciando los resultados de dos casos en 
conjunto: 
para a<c0 x= 
para 0O<a< 1/4 
Ml AI A a ll E 


A 2 e e e SES 2 


NA 
2 


(para a=0 tenemos x, =Xa; para a=1/4 tenemos x,= Xa); 


para a > 1/4 ya A. 


En vez de hacer una observación sobre la coincidencia de Jas raí- 
o . , | . > 
ces se podría escribir ambos casos, a=0 y a= =, en diferentes li- 


4 
neas: 
para a=0 x, =—l, x,=0; 
para a=1/4 qn, xy =—1/2. 


El concepto de raíz aritmética está relacionado estrecha mente con 
el valor absoluto del número real. Vamos a plantear la pregunta: 
¿ a qué es igual V x?? En otras palabras, ¿cómo se puede escribir esta 
expresión sin el signo del radical? La contesta más frecuente es la 
siguiente: Y x*=x para cualquier x. No es difícil convencerse de 
que la contesta es incorrecta; en realidad, para x =—-2, por ejemplo, 


tenemos que E 
VIE =Y 14=24-—2. 


Tamblén se contesta frecuentemente que | 'xi=4x. Esto tam- 
poco es correcto, porque /x?, en correspondencia con su definición, 
representa un número completamente determinado y no dos números: 
+x y —x. 

Para comprender esta cuestión, recordemos las definiciones y he- 
chos fundamentales que se refieren al concepto de la ralz. 

Definición 1. El número b se llama raiz cuadrada del número a si 
b? = 2. 

De conformidad con esta definición se tienen dos afirmaciones: 
“b es la raíz cuadrada de a” y “b* = q” que significan lo mismo. 

Para subrayar una particularidad esencial de esta definición vamos 
a compararla, por ejemplo, con la definición del cuadrado de un nú- 
mero: al cuadrado del número b se le llama producto de este número 
por sí mismo. Esta definición vale mucho porque da una regla para 
hallar el número 5b?. En contradicción con esto, la definición de la raíz 
cuadrada no es tan buena, ya que no da una regla para calcular la 


44 PARTE 1 ARITMÉTICA Y ALGEBRA 


raíz cuadrada; tampoco está claro si siempre puede extraerse la raíz 
cuadrada de un número dado a y cuántas raices pueden extraerse, 
es decir, cuántos diferentes números b pueden satisfacer la ecua- 
ción 6?=a. Por consiguiente, lo primero que hay que hacer es 
examinar el problema sobre la existencia y la cantidad de raíces 
cuadradas del número dado a. 

La resolución de este problema se realiza mediante tres afirmacio- 
nes: 

1) Si el número a es positivo, existen exactamente dos raices cuadradas 
de a; con esto, una de éstas es positiva y la otra, negativa. 

2) Si a=0, existe una sola raíz cuadrada de a, la que es igual a cero. 

3) Sí el número a es negativo, no existe ninguna ratz cuadrada de a”. 

En la escuela secundaria se toma sin demostración la existencia 
de la raíz positiva del número positivo *. Las demás afirmaciones de 
los puntos 1) — 3) pueden ser demostradas fácilmente ?. 

Examinemos ahora el número positivo a. De este número se pueden 
extraer dos raices cuadradas. Para diferenciarlas entre ellas se intro- 
duce un concepto de la raíz aritmética. 

Definición 2. Llámase raiz cuadrada aritmética de un número a la 
raíz cuadrada positiva de este número positivo. 

La raiz cuadrada aritmética de a se designa con el símbolo Y a. 
Bajo la expresión )"0 se entiende siempre una raiz única, es decir, 
Cero. 

De tal modo, la afirmación de que “b es la raíz cuadrada arit- 
mética de a” es equivalente a un conjunto de dos afirmaciones: “b* = a” 
y “b>0”; con esto se supone que a es un número positivo o cero. Si 
b es una raí2 cuadrada aritmética de a, entonces la segunda raíz de 
a es— b. eN 

- De tal manera, Y 'x*, de que hemos hablado al principio, no es 
simplemente un número cualquiera que elevado al cuadrado da x?, 
Sie, que es indispensablemente un número positivo o cero.. 

Entonces, ¿ a qué es igual yx? 

Para que la consideración sea más cómoda supongamos que xs£0, 
ya que en el caso x=0 todo está claro: V'0i =Y 0 =0. Según la defi- 
nición 2 sabemos que Y/x? representa un número positivo que ele- 
vado al cuadrado da x?. Es fácil ver que los números x y — x (y sola- 
mente ellos) tienen la última propiedad. Pero, el número positivo, 
SV claro, es sólo único y este número positivo es, precisamente, igual 
a Y x?, 


5 Recordemos que en este párrafo sólo estamos examinando los números reales, 

t1 Con esto se comunica también un método que permite calcular esta raíz con 
un grado de precisión arbitrario, dado con anterioridad. Es necesario conocer y saber 
aplicar este método para calcular Ja raíz de un número concreto dado. 

3) Dejamos que el lector mismo haga demostraciones, 
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De tal modo, sí x es positiva, entonces |' Aix, si— x es positiva 


(es decir, x es negativa), entonces Y xi =— x. En ese caso se puede 
componer la tabla siguiente: 
x, si x>0, 
VA = O, si x=0, 
—x, si x<0. 


Si aplicamos la desigriación del valor absoluto, se puede anotar 
brevemente asi: 

Vx = |x| (3) 
para cualquier x (real). 

Lo antes dicho tiene gran importancia al realizar transformaciones 
algebraicas y trigonométricas. El otvido de la propiedad expuesta 
lleva a veces a errores graves (véase el ejemplo 1, $ 1, Parte 11). 

Si en las expresiones algebraicas que llevan radicales, no todas 
las letras designan números no negativos, pues cuando se realicen unas 
transformaciones idénticas es siempre necesario aplicar la fórmula 
(3). 

12. Simplificar la expresión (a>0,a>3 1) 


7 [2a?* — a* (2a* — 1)) | | = (a Es 


xV (ar — 2-5 —(a% 4 4) [a 44 (1—a%)]-194p 
+ 40% [1 + (0% + 2) (a —d4a* + 43-03] x 
Xx [0% + 24 (a —40* +-4)102]-1 
y determinar para cuáles valores de x esta espresión es igual a !. 

Ante todo, vamos a reducir esta expresión a una forma más sim- 
ple, utilizando las transformaciones idénticas algebraicas. Valiéndose 
de las definiciones de las potencias fraccionarias y negativas, se puede 
reducir el primer sumando a la forma a*, y el tercero, a la siguiente: 

4a* 
Va —30 +4" 
claro está, al realizar varios cálculos. Por consiguiente, se puede 
escribir la expresión propuesta como sigue: 


tt ala O Er E vv 
Vai ar — | ar —21, 
E) mismo lector tiene la posibilidad de realizar las transformacio- 
nes formales necesarias. 
Ya sabemos que es imposible escribir la última expresión como 
or — (a*—2)=2; va que la diferencia a* — 2 no es obligatorio 
que sea positiva, entonces la solución de que “la expresión propuesta 


ar— 
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es igual a 2 para todos los valores de x”, es gravemente errónea. La 
solución verdadera tiene la representación siguiente: “la expresión 
inicial se transforma en la forma a*— la*—2]”. 

Nos queda hallar aquellos valores de x para los cuales 


A4—lar—2]|=-1. 


Si a*>2, esta ecuación no tiene, por to visto, soluciones. Si 
a*<2, entonces, para determinar x tenemos la ecuación (a*— (2— 


—(q*) = |, es decir, a* =>. Notemos que con este valor de x se cumple 


la condición a*<2, por razón de que hallamos el valor buscado 
x = log, 3/2. 


EJERCICIOS: 


1. Si son válidas o no las siguientes igualdades: 


a) jal= p a, sia>o0, 
|—a, si 053 0; 
b la|= ( a, si u=0, 
| —8, $1 u O. 


2. Demostrar que. a) |x| | —x]; b) 1 | xl. 
3. Demostrar que si |a!= 0; entonces a= 0. 
de 4. ¿Qué se puede decir de los números 0), .. , q,, si se sabe que la, | +...+ 
A 1= 0" 
15 $ Demostrar que la distancia entre los punlos a y b del eje numérico es igual a 
—a|. 
6. Resolver las desigualdades: a) |x—a] <b; bt) |x—ajzzb, donde ay ¿> 0 
son los números dados; dar una interpretación geométrica de las soluciones. 
Resotver las ecuaciones y las desigualdades. 


7. |3x-—4|= 1/2. 

8 lx+1[4+2=2. 

9. lx—1|42]-: 1 
1. |x—3|>—1 

M. 1344 2lx— xl — l. 
12, 4 —3x |e5 1/2. 

13. |x| +-:=0 


4, L—1|+x+10. 
IS. 12x—xi—3]|= 1. 
16. (1+3%>|1—xl. 
17. |A—6x+ 84 —x. 
518 [+ 4x4 31>x+3, 
19. [x—1—i | —I+4 
j 2. |lY—1|=eé+x+!l. 
21. |*—4x 4 2| = (5x — 4):3. 
22. (+ (xl —1)= — 172 


26. |x—1|7>=(x+ 1 1/2. 
27. |r—2]|< x/2 

28. |X—2x— 3] < 3x—3. 
29. —|3x4- 214.30. 
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30. + 21x+3]|— 105 0. 

31. Resolver el sistema de ecuaciones 
¡y—2|x]4+3=0, 
l Hyi+r—3=0. 


Resolver las ecuaciones para cada número real a: 

92. *+|x]4a=0. 

33. (441%) — 2.1214 00. 

a 

35. Demostrar que si los números x, y son de un mismo signo, entonces 


E AV | = 11911 


xy + 


86. Simplificar las expresiones: ¿15 Vx; Y Ae; VA Va: 
$/ x1EgTS, 
37. ¿Es siempre correcta la igualdad aY b= Y aTb> 
38. Simplificar la expresión 
VI FdE+ Y 9+6a + d, si a<—3, 


39. Simplificar la expresión para |< x< 2: 


t : 1 
34 e 
VIiF2 31 Vx—2Vx—1 
40. Simplificar la expresión: 


Y (T— cosacos P).— senta: sentó. 
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La definición lógica de los números complejos y de las reglas para 
las operaciones con éstos, es una de las dificultades fundamentales 
de este tema. 

Por ejemplo, los números complejos “se definen” a menudo asi: 
“a] número complejo se le llama número de la expresión a+ bi, 


donde a y b son números reales e ¿¡=Y —1". En realidad, esta 


definición es incomprensible, porque el signo del radical Y se utiliza 
(véase el $ 4) para designar la raíz cuadrada aritmética de un 
número real positivo. ¡ Y qué significa Y —Í, no se sabe! 

Los estudiantes pueden formular las definiciones principales de 
los números complejos asi: 

Llámaose número complejo a la expresión a + bi, donde a y b son nú- 
meros reales e i es un simbolo. Dos números complejos a + bi y c+de 
se consideran iguales, según la definición, si a=c y b=d. 

Partiendo de la definición, las operaciones algebraicas con los números 
complejos se efectúan según lus mismas reglos que siruen pura las opera- 
ciones con números reales, cun todo eso hay que sustituir siempre 1* por— 1. 
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Luego conviene presentar las fórmulas de adición, sustracción, 
multiplicación y división que se deducen de esta definición. 


Hay que hacer la observación de que la definición citada arriba por nosotros, no 
es absolutamente exacta. En efecto, seria muy útil si cada estudiante se familiarizara 
con la teoria de ls números complejos, lógicamente rigurosa. Por lo tanto, considera- 
mos útil exponer aquí uno de los conceptos rigurosos posibles de esta teoría. 

Para construir lns números complejos vamos a considerar las cxpresiones formales 
de la forma a+ bi, donde a y b son números reales. Denominando formales a estas 
expresiones, subrayamos que no les damos ningún sentido, no planteamos un problema 
sobre su significación, no pensamos cómo estas expresiones están relacionadas con algo 
práctico. Las entendemos como puramente formales: para obtener tal expresión hay 
que tomar dos números reales, diferentes o iguales, a y b y con ayuda de los símbolos 
auxiliares + e í componer de estos números la expresión de la forma impuesta. Por 
ejemplo, estas expresiones serán: 


2 +31, 2 + (30), 24 01, 04 le, (—m+V 31. 


Tampoco hablamos aquí del sentido de los símbolos suxiliares +e ¿. Aquí el 
signo+ no es un signo de adición, como siempre lo hablamos considerado. ¡En efecto, 
hemos sabido adicimiar sólo números realest Por esto, aquí el signo + es simplemente 
un signo formal, su sentido único es que con su ayuda se lorman expresiones formales 
que ahora estamos analizando. 

En vista de que cestas expresiones son objetos absolutamente nuevos, tenemos 
que, ante todo, penernos de acuerdo de cómo distinguirlas una de otra, en cuáles 
casos considerar idénticas e iguales dos de estas expresiones. Subrayamos que nos 
acordaremos de esto. no deducir de unos axiomas o teoremas precedentes síno dar una 
definición. En cuanto a estas expresiones, no tenemos ningunos teoremas porque los 
introducimos recientemente y el asunto de cómo hay que distinguirlas es cosa nuestra. 

De esa manera, demos la definición siguiente. 

Definición 1. Vamos a considerar que las expresiones a+ bi y c+ dí son iguales 
cuando y sólo cuando a= € y b=d simultáneamente. La (gualdad de las expresiones 
at bl y c+ di la escribiremos como a+ bi= c+ di. 

Después de esta definición podemos decir que cuando dos expresiones son dife- 
rentes. a-+ bi y c+ dí son distintas si se cumple aunque sea una de las dos desigualda- 
des añc. bid. 

Eli problema sigusente consiste en aprender a operar con estas expresiones: adicio- 
narjas, multiplicarlas, etc. Somos nosotros mismos los que tenemos que determinar 
cómo hacerlo. 

Vamos a basarnos en la misma idea de la operación aritmética: el adicionar o el 
multiplicar das números significa que, según una regta, hay que construir un tercer 
número, llamado suma s producto, respectivamente. De esa manera, para aprender 
a adicionar o multiplicar nuestras expresiones, hace falta imponer unas reglas según 
las cuales es necesario realizarlo. 

Definición 2. A fa sumu de las expresiones a+ bi y c+ di la llamaremos expresión 
(a+ c)+(0+d) i. Designemos la suma de las expresiones a+ bl y c+ di por medio de 


(a+ 50) + (c+ dí). 
Notemos que en la última expresión el signo + entre Jos paréntesis tiene un nuevo 
sentido: es el signo de adición de las expresiones formales. 

Definición 3, Al producto de las expresiones a+ bi y c+ dl vamos a llamar expresión 
(ac— bd) + (ad—+ be) i. Designemos el producto de las expresiones a+ bi y c4-di por 
(a+ b0) (c+ di). 

Ahora introduzcamos una terminología corriente. 
Las expresiones a+ bi, que se diferencian según la regla expuesta en la definición 


| que se adicionar según lu definición 2 y se multiplican según la definición 3, se deno- 
minan números complejos. 
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Aquí surge una pregunta natural: ¿por qué hemos introducido el término “núme- 
ros complejos” no al principio, sino ahora mismo, después de tres definiciones prece- 
dentes? Sería incorrecto hacerlo antes El hecho consiste en que en la base de las ex- 
presiones a-+ bí se pueden también elaborarse otras teorias, en nada parecidas a la 
teoría de los números complejos. Y la teoría que vaya a claborarse, dependerá preci- 
samente de las reglas con las cuales vamos a operar con estas expresiones. Por lo fanto, 
cuando hablamos de los números complejos, no se trala simplemente de un conjunto 
de expresiones del tipo a+bf, sino que suponemos siempre que pasa sumarlas y multi- 
plícarlas se debe proceder de conformidad corr las definiciones 2 y 3, 

Con esto termina la definición de los números complejos, y ahora estamos en con- 
diciones de poder desarrollar la teoría. Así, por ejemplo, se puede definir la diferencia 
de los números complejos a+ bi y c+ dí como un número cumplej:, el cual en la 
suma con c-+ di da a+ bi. y demostrar que esta diferencia (a+ bh) — (c+ dí) es igual 
a (c—c+(b—d) 1; luego se puede definir el cociente de la división de abi cntre 
€ + dí como un número complejo, cuyo producto por c+ di es igual a u-+ be, y demos- 


trar que para c+ dí e 0+ 01 este cociente Cr es igual a 
uc+bd, —ad+ be 


apaátoaza 


Se puede dar también una interpretación geométrica de los números complejos, etc. 

Pero, gueda no aclurada una cuestión de principio: ¿Coma están relacionados los 
números reales y los complejos? Vamos a considezar las expresiones furmáles de la for- 
ma a +01. Calculemos (según las definiciones 2 y 3) la suma y el producto de los dos 
tuúmeros siguientes: 


(a+ 01) + (b+ 01) = (a+ b)+(0+ 01 = (a-+ d) 4-01, 
(a+ 0069 +00)= (ab —0 -0) + (a -040 -5)=ab +02. 


Vemos que para hallar la suma de los números complojas a+ 0 y h+ 01 se pueden 
sumar los números reales a y b y luego añadir al resultadu Or, es decir, formar una 
expresión (a+ b)+0i. El caso es análogo cuando se refiere al producto. 

De tal modo, las operaciones con los númeras complejos de la forma u-— 0í 
se efectúan esencialmente como si se tratase de números reales Por eso, cada múmero 
complejo a+ 0í es natusal identificarlo con el número real a. 

Cómo resultado de esta identificación obtenemos que el conjunto de números 
reales forma parte del conjunto de números complejos, ya que cualquier núrmero real 
es a la vez un número complejo. Por lo tanto, en lo ulterior, los números a y a+ Di 
no se diferencian. 

Examinemos aún más el número 0 + li. Este número juega un papel fundamental 
un toda la teoría, el cual, para abreviar el concepto, se consigna sintplemente por i. 
Después de esto se ve que el número complejo a+bi, que se entendia hasta ahora 
conin una expresión formal, se le puede comunicar el sentido siguiente. es la suma del 
número complejo a (es decir, a+ 0í) y del producto del número complejo b (es ducir, 
h+ 01) por el número complejo i (es decir, 0+ 1¿). Efectivamente, 


(a+ 00+(0+O000+ 10 (a+ 00 +1[( -0—0-1)+ (b 170 01] =5 
(a+ 00+ (04-50) =- (a-E0)— (0-1- bdu= a+bl. 


Por consiguiente, de estos razonamientos hemos dado un sentido al signo + en la 
expresión formal a+ bi. se le puede untender como el signo de aclición de los números 
cumplejos. 

Ahora es preciso aclarar la propiedad fundamental det número complejo ¿, Es 
fácil comprobar que 


P= i-i= (04 UF 1) =—1 +01 —1. 
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De tal modo, se puede actuar con los números compleios según tas mismas reglas 
que se aplican Para las operaciones con los números reales, en este caso hay que susti- 
ivir siempre 1% pur. 

La igualdad 2: --- 1 se puede interpretar como sigue: el múmero í es la raiz 
de la ecuación x3- ]:= 0. Precisamente este problema consistente en la solución de l: 
ecuación 24 1 = 0 que no tiene raíces reales, sirvió de motivo para crear la teoría de 
los números coniplejos 

A causa de la divergencia existente en la terminología citaremos 
aquí unas cuantas definiciones. 

El número complejo a-+bi se llama real (o matertal), si b=0. 

Ejemplos de números reales: 1; —3; 0. 

El número complejo a+ bi se llama imaginario, sí b40. 

Ejemplos de núnieros imaginarios: 21; 1|—i; VI—iV 3. 

El número complejo a =- bi se llama puramente imaginario, si a=0. 

Ejemplos de números puramente imaginarios: —2i; su; O. Aquí 
hay que señalar que el número OQ es real y puramente imaginario, pero 
no es un número imaginario. 

A la parle real del número complejo a + bi se le llama número a. 

A la parte imaginaria del número complejo a+ bi se le llama nú- 
mero b. 

Durante la solución de muchos problemas se utiliza a menudo la 
rai geomélrica de los números complejos como puntos de un 
plano. 

En este caso, juega un papel importante el concepto de módulo 
del número complejo z=u + bi, que se determina por la igualdad 


era 


|z|=Y a+ 62. (1) 


Es evidente que el módulo es un número real no negativo que se 
determina, según esta fórmula, unívoca mente para cada número com- 
plejo 2= a + bi. El módulo tiene un simple sentido geométrico: |z | es, 
evidentemente, la distancia desde el origen de las coordenadas hasta 
el punto correspondiente al número 2. En esta interpretación geomé- 
trica se basa una gran cantidad de problemas. 

1. En un plano está dado un punto que representa el número complejo 
2=4+bi. ¿Dónde se encuentran los puntos: a) 2 +1, b) 2-2 í? 

a) Ya que el número z+ 1 =(a+1)+ bi, entonces el punto que 
presenta el número complejo 2-+ [, tendrá las coordenadas (a+ 1, bh), 
es decir, la ordenada ha quedado la misma y la abscisa ha aumentado 
en 1. Por lo tanto, el punto z+ l resulta del punto 2 desplazándose a 
la derecha en 1 (fig. 4). 

b) Ya que el número 2—2+i=(a—2)7— (b+1)í, entonces el 
punto que presenta el número complejo 2—2-/-¿, tendrá las coordenadas 
(a—2, b+1), es decir, la abscisa ha disminuido en 2 y la ordenada 
ha aumentado en 1. Por lo tanto, el punto 2— 24 resulta del 
punto 2 desplazandose a la izquierda cn 2 y hacia arriba en 1 
(fig. 4). 
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y 2. ¿Dónde se encuentran en el plano los puntos para los cuales 
z|= 1? 

Según la interpretación geométrica del módulo de un número 
complejo, todos los puntos que representan los números complejos 
con |z|=1l, se encuentran a una misma distancia, igual a |, desde 
el origen de las coordenadas, o sea, se 
hallan (según la definición) en una cir- 
cunferencia de radio | con ej centro en 
el origen de las coordenadas. 

3. Sea |zl| =2. ¿Dónde se encuentran 
los puntos 3 2? 

Los puntos z que satisfacen la con- 
dición |z|==2, se hallan en una cir- 
cunferencia de radio 2 con el centro en 
el origen de las coordenadas (véase el 
problema anterior). El punto 3z se en- 
cuentra en el mismo radio que el punto Fig. 4 
z, pero dista del origen de las coordena- 
das a una distancia tres veces mayor que el punto z. (¿Por qué» 
Hagan el dibujo.) Por eso, los puntos 3z, donde |z|=2, se en- 
cuentran en una circunferencia de radio 6 con el centro en el ori- 
gen de las coordenadas. 

4. Sea ll =1. ¿Dónde se encuentran los puntos 1 + 22? 

Los puntos z que satisíacen la condición |7|-=1, se encuentran 
en una circunferencia de radio 1 con el centro en el origen de 
las coordenadas. Todos los puntos 2z, donde |z|= 1, se encuentran 
en una circunferencia de radio 2 con el centro en el origen de las 
coordenadas. El punto 22+1 resulta del punto 2z desplazándose 
a la derecha en 1 (véase el problema 1). Por lo tanto, los puntos 
1+2z, donde |z|=1, se hallan en una circunferencia de radio 2 
con el centro en el punto (1, 0) (fig. 5). 

5. ¿Dónde se encuentran los puntos para los cuales 2<X 12] <3? 

Sabemos que los puntos que satisfacen la condición |2]=2, 
se encuentran en una circunferencia de radio 2 con el centro en el 
origen de las coordenadas. Y los puntos para los cuales |2]|>2 se 
encuentran más distantes del origen de las coordenadas que los 
puntos de esta circunferencia, es decir, fuera de la misma. Análo- 
gamente, los puntos que satisfacen la condición [z|<Z3 se encuen- 
tran en el interior de una circunferencia de radio 3 con el centro en el 
origen de las coordenadas. Quiere decir que los puntos que satisfacen 
la condición 2< [z21<3 se encuentran dentro de un anillo acotado 
por las circunferencias concéntricas con el centro en el origen de las 
coordenadas y los radios r, =2 y r¿=3 (fig. 6). 

El número complejo se puede considerar también como un vector 
cuyo origen se encuentra en un plano, en el origen del sistema de coor- 
denadas, y su extremo se halla en el punto que representa este 


2-2ol 
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número. Mediante taj interpretación es fácil explicar geométrica- 
mente las operaciones de adición y sustracción. 
. —> á ota 
Si el vector OM, representa el número 2, =a+ bi, y OM, es el 
vector que representa el número 22 =C + di, la suma de estos vectores, 


Fig 5 Fig. 6 


OM, +0Ma, es la diagonal OM, del paralelogramo OM,My¿M,. El 
extremo de esta diagonal, el punto Ma, tiene, evidentemente, las 


coordenadas (a+c, b+d) (fig. 7). De tal nodo, el vector OM, es 


Fig. 8 


el que representa el número complejo 2; =2, + 2, = (a+) + (b+ 4) i. 
. => e . 
Si el vector OM representa el número z, entonces el número — 2 


a 
se representara por el vector ON No extremo es un punto simétrico al 
punto M respecto al origen de las coordenadas. Debido a esto, la 
operación de sustracción de los números complejos admite también 
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una simple interpretación geométrica. Justamente: ya que 2, —2, = 
E ——» 
== 2, -+(—Zz2), entonces, en lugar del vector O4., que representa el 


número za, vamos a analizar el vector OM, simétrico al primero res- 
pecto al origen de las coordenadas (fig. 8). Sumando, como hicimos 


arriba, el vector OM, que representa el número 2,, y el vector OM 
obtendremos el vector OM, que representa la diferencia z,—2,. 
Está claro que la longitud «del vector OM, es igual a la del vector 
MM o sea, a la longitud de la diagonal M,M, del paralelogramo 


OM,M¿M,. Porque la longitud del vector OM, es igual al módulo de 
la diferencia 2,—2Zz, la longitud de la diagonal M,M. es tambien 
igual a [2,—22|. Resultó una simple interpretación geométrica del 
módulo de la diferencia de dos números complejos: |z,—z2| es una 
distancia entre los puntos M, y M, que representan los números 
complejos z, y 2¿- Esta interpretación se aplica a menudo para la 
solución de los problemas. 

6. ¿Dónde se encuentran los puntos que representan los números 
complejos 2 para los cuales |2—1|=2>? 

Si el punto z es un punto incógnito, la distancia entre z y l es igual 
a 2. Pero, los puntos que se hallan desde | a una distancia de 2, 
están en la circunferencia. En ese caso, los puntos que representan 
los números para los cuales |z—1|=2, se encuentran en una cír- 
cunferencia de radio 2 con el centro en el punto (1, 0). 

Se puede razonar de otra manera. Designamos 2— | = w. Entonces 
obtenemos una igualdad lw|=2. Por consiguiente, los puntos w se 
encuentran en una circunferencia de radio 2 con el centro en el 
origen de las coordenadas. Pues 2=wW>+l, los puntos 2 resultan 
de los puntos w desplazándose a la derecha en 1. De tal modo, los 
puntos incógnitos se hallan en una circunferencia de radio 2 con 
el centro en el punto (1, 0). 

7. ¿Dónde se encuentran los puntos que representan los números 
complejos 2 para los cuales |24+2¿| < 1? 

Copiemos esta condición asi: |z—(—251]<t. Esta quiere decir 
que la distancia desde los puntos z hasta el punto — 2í no es mayor 
que 1, o sea, todos los puntos que la satisfacen, se encontrarán en 
el interior o en el límite del círculo de radio 1 con el centro en el 
punto (0, —2), que representa el número complejo — 2i. 

8. Los números complejos z satisfacen la condición 1<lz+2— 
—3i|<2. ¿Dónde se encuentran los puntos que representan estos nú- 
meros? 

Copiemos nuestra condición así: 1<|2—(—2 +3: ]<2. Todos 
los puntos que satislacen esta condición se encuentran dentro de un 
anillo acotado por las circunferenciasconcéntricas con el centro en el 
punto (—2, 3) y los radios r,=1l y r=2. 
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9. Los números complejos z satisfacen la condición 
Iz=il=]|2+2] 


¿Dónde se encuentran los puntos que representan estos números? 

El módulo |7— | es la distancia entre los puntos z y un punto fijo 
que representa el número ¿. El módulo |2+2|= |2—(—2)| es la 
distancia entre los puntos 2 y un punto fijo que representa el núme- 
ro — 2. 

La condición del problema exige hallar los puntos para los cuales 
estas distancias sean iguales. Es decir, la solución del problema 


Fig. 9 


será el lugar geométrico de los puntos equidistantes de dos puntos 
fijos del plano: de un punto que representa el número complejo :, 
o sea, del punto (0, 1), y de un punto que representa el punto 
—2, o sea, del punto (— 2, 0). 

Se sabe de la geometria que el lugar geométrico es una recta pes- 
pendicular al segmento que une los dos puntos señalados, y que pasa 
por su centro. Esto quiere decir que los puntos que representan los 
números complejos z, que satisfacen la condición |2—if=|z2+21, 
se encuentran en la recta perpendicular al segmento que une los pun- 
tos con las coordenaidas (—2, 0) y (0, 1), y que pasa por el centro de 
este segmento. 

10. ¿Dónde se encuentran los puntos que representan los números 
complejos z para los cuales |z—|1|= |2—2]= |2—¿ |? 

El conjunto de puntos que satisfacen la condición |2—1| =|2—2]' 
es una recta que pasa por el centro del segmento 4B, donde A (1, 0) 
y B(2, 0), perpendicularmente a éste. El conjunto de puntos que 
salisfacen la condición |z—1|=|z—i| es una recta que pasa por 
el centro del segmento AC, donde A (1, 0) y C(0, 1), perpendicutar- 
mente a éste (véase la fig. 9). 

Ahora está claro que a la condición 


[z—=1|=|2-2|=|2—i] 


le satisface solamente un punto D que es el de intersección de estas 
dos rectas. Es fácil calcular que las coordenadas de este punto se- 
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rán x=y=3/2. En otras palabras, un solo número complejo z= 
= 3/2 + 3/2 satisface la condición del problema. 

A menudo es conveniente escribir los números complejos, distintos 
de cero, de otra manera, llamada forma trigonométrica. 

Ante todo, introduzcamos para estos múmeros el concepto de 
argumento: argumento de un número z=a+bi30 se llama a cuales- 
quiera de los números q que son la solución de un sistema de ecuaciones 


ú E 
cosp = TS 
sen q = Var ) 


Para el número 2=0 el argumento no se determina. 

Se sabe de Trigonometría que esle sistema de ecuaciones tiene un 
conjunto infinito de soluciones; además, si y es una de sus soluciones, 
todas las demás soluciones se deducen de la primera según la fór- 
mula: 


p = Qa + 2kx, k es un número enlero cualquiera. (3) 


De esa manera, cualquier número complejo 2750 tiene una 
cantidad infinita de argumentos y todos ellos pueden ser obtenidos 
de uno solo, según la fórmula señalada (3). 

Notemos que entre los argumentos del número complejo z siempre 
hay uno que satisface las desigualdades 0< y < 21; a veces, a este 
valor de q se le denomina argumento del número z. No obstante, 
esta limitación resulta a menudo incómoda. Vamos a seguir la de- 
finición arriba expuesta aplicando el término “el valor principal del 
argumento” para el valor de y en el intervalo de O a 2n. En co- 
rrespondencia con esto, a continuación, siempre que sea necesario 
hallar un argumento de cualquier número complejo 2, nos limitamos a 
buscar uno de sus argumentos (no es obligatorio que sea el prin- 
cipal). Este argumento incógnito se designa frecuentemente por el 
simbolo arg 2. 

El argumento de un número complejo 2 adquiere el siguiente sentido 
geométrico. Si consideramos al número complejo 2 =a + bi 0 como 


el vector OM, el valor principal del argumento del número 2 será 
un ángulo q, al cual hace falta girar en sentido contrario al del mo- 
vimiento de las agujas del reloj el semieje positivo Ox hasta que coin- 


cida con el vector OM (fig. 10). El argumento del número consideracio 
2 es una magnitud de cualquier ángulo que difiere de éste en un nú- 
mero entero de ángulos completos. 

11. ¿Dónde se encuentran los puntos que satisfacen la condición 
arg 2 =3/3> 


1) Se ve de esta interpretación geométrica que es imposible introducir, de un 
modo racional, el argumento del número z== O. Precisamente por eso no lo hacemos. 
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Todos los puntos que se encuentran en el radio saliente del origen 
de las coordenadas bajo el ángulo x'3 respecto al eje Ox, satisfacen 
esta condición. Conviene subrayar, que no toda la recta sino que 
un solo rayo, sin su origen, satisface esta condición (¿Por qué?). 


Fig. 10 


Ahora, sea 2=a+bi5£0 un número complejo. Designando por + 
su módulo, calculado según la fórmula (1), y por «q uno de sus 
argumentos, podremos escribir este número en la forma 


z= r(cos«p + ¿sen qp). (4) 


El segundo miembro de esta igualdad es la forma frigonométrica 
del número z. La forma trigonométrica del número 2=0 no se 
determina. 

La forma trigonométrica de Jos números ad está ligada estre- 
chamente con su interpretación geométrica: naturalmente, la fór- 
mula (4) se deduce de las consideraciones geométricas (fig. 10). 

Cuando nosotros definimos el módulo y el argumento del número 
complejo, su forma trigonométrica (4) se dedujo automáticamente. 
A menudo unos proceden de otro modo. Precisamente, el módulo y el 
argumento de un frmúmero complejo se introducen partiendo de las 
consideraciones geométricas, y luego se demuestra la fórmula (4). 
Prestemos atención a que esta fórmula se deduce, en este libro de 
texto, valiéndose del dibujo en el cual el punto M(a, 5) $e encuentra 
en el primer cuadrante. Sin embargo, esta fórmula es válida para 
cualquier situación del punto M; el estudiante tiene que saber demos- 
trar su validez en cada caso. 

Por ejeniplo, el punto M (a, b) se encuentra en el segundo cua- 
drante, según se señala cn la fig. 10. En este caso OM,=rco0s«, 
OM, =rsena y a=n—« . Ya que para los puntos del segundo 
cuadrante ¿<0 y b>0, entonces OM, =—a, OM, = b y, por con- 
siguiente, 

— (4 =YFC0SA = FCOS (HN — (p) = —Frcosep, 
b =r sena = r sen (1 — p)=rsen«, 
es decir, 
a+ bi =rcosq + ir sen = 1 (vos q + ¿sen p ); 
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ta fórmula es válida si el punto M se encuentra en el segundo cua- 
drante. Es fácil ver, por lo demás, que no hay necesidad de revisar 
los cuadrantes: las fórmulas a=rcosp y b=rsen« pueden ser 
deducidas directamente de las definiciones del coseno y del seno del 
ángulo «q, de donde se deduce inmediatamente la validez de la 
fórmula (4) en cualquier posición del punto M. 
Las fórmulas 
a =rcCcosq, 
b = r sen p 


son las fórmulas de transición de la forma trigonométrica de un 
número complejo a la algebraica, porque sabiendo r y q, es fácil 
hallar a y b. ; 

Con más frecuencia se necesita resolver el problema inverso: sa- 
biendo a y b hay que hallar r y y. El módulo r se determina (véase 


la fórmula (1) fácilmente: r =V al-F 63, Sin embargo, al determi- 


Pig. 11 


nar el argumento y se cometen muchos errores. El más típico de 
éstos es el siguiente: del sistema (2) es claro que tg y = b/a; de 
ahí se deduce que y =arc tg b/a. En realidad, aunque tg q = b/a, 
no se deduce de ahí que pq =arc tg b/a. A fin de determinar co- 
rrectamente el argumento del número complejo z, es necesario saber 
en qué cuadrante se encuentra el punto z, para lo cual será mejor 
válerse cada vez de la interpretación geométrica del número com- 
plejo del mismo modo cómo se hace en el ejemplo que sigue. 

12. Hallar la forma trigonomélrica del número complejo 2 =—6— 
—31. 

Está claro que j2|=10 y tgp =b/a=4/3. Como se ve en ta 
fig. 11, arg2=x+a, donde a es un ángulo agudo tal que ig a = 
=4/3. Por eso a = arc tg 4/3, o sea, p =15x +arc tg 4:3, por razón 
de que la forma trigonométrica tiene un aspecto: 

2 =—6—81 = 10 (cos p + ¿senp), p=a +arc tg 4/3. 

Notemos que el concepto de la forma trigonométrica de un número 
complejo, distinto de cero, está definido con absoluta exactitud: 
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recisamente, esta es la anotación del número complejo 20 en 
a forma de 
z= r(cosQ + ¿sen «p), 


donde r, que es el módulo del número 2, es número positivo, y el 
coseño y el seno se toman del mismo ángulo «p, que es el argumen- 
to del número z; entre ellos está obligatoriamente el signo +. Por 
ejemplo, veamos los siguientes números complejos: 


n.. 3 T 4 r a n 
2 =cos q +isen( —F), 2, =—2 [cos =7 “E + sen 5), 


a E a 0s “ 
79 = (05 y — [SEN , 2, =sen 30”+i cos 30? 


que no son escritos en forma trigonométrica. La forma trigonométrica 
de estos números complejos serán formas de su anotación, que a 
continuación se dan: 


77 ; 17t 
2,= cos + ¿seno ; 


A - 4 : 
2,=2 (vos a+ iseng a); 


2 2 
2, == cos 607 + ¿sen 60*, 


Las cuestiones expuestas se plantean a menudo en forma de pro- 
blemas; además de esto, una serie de propiedades esenciales de los 
números complejos, que son muy útiles, se deducen al analizar las 
operaciones con números complejos en forma trigonométrica. 

Propiamente dicho, no hay dificultades en las reglas de multi- 
plicación y división de los números complejos, escritos en forma tri- 
gonométrica; solamente se aplican las fórmulas que son bien sabidas 
de la Trigonometría, Por eso recomendamos familiarizarse con estas 
reglas. 

De estas reglas se deducen, particularmente, las propiedades de 
los módulos «de los números complejos que siguen: 


7, =CU5 (22) -+ ¿sen (225) > 


l. [2-2 1=!l21- 27). 
¡0% 2 |- a 
Za 2, 


Estas propiedades se aplican con bastante frecuencia para resol ver 
muchos problemas. Adentás, resulta muy útil la fórmula que sigue: 

1IL. [2] =[2|", donde n es un número entero cualquiera. Se obtiene 
para cualquier número entero n940 como resultado de las propieda- 
des Í y 1 con ayuda de la inducción matemática (véase el $ 3). 
Para n=0 la validez de la propiedad 111 se deduce de la definición 


$ 5. NÚMEROS COMPLEJOS 59 
ll ns 


de uso genera): cada número complejo, distinto de cero, en la polencia 
cero es igual a 1. 

En definitiva, son válidas dos fórmulas más que expresan las 
propiedades del módulo de suma y diferencia: 


IV. |lz,+21<I|%1+ [za 1. 
V. la—2 |1=>!I1z, 1— 12211. 


Para demostrar la propiedad 1V supongamos que 
Zy =F,(C0SP y FESENQ y), 72 =Vf 2 (COS ps + ¿sen q). 
Entonces, aplicando la fórmula (1), tenemos: 
2, +2, |=| (1, COS Q, +72 005 y) + (7, SEN y +7, 5en 41 |= 
=Y [r, COS (p, + F, COS pa)? + (7, Sen q, + 1, Sen 4,)* = 
=VMri+r?9-2r,r,C08 (q, — (P2)- 
Si tenemos en cuenta que cos (q.— (p.)< |, entonces obtendremos 
2 +21 =V rE- er? 2r,5,C08 (q1— (2) < 
<Vryr+?r rr +r,¿=12,)+]2a1. 
La propiedad V se demuestra análogamente !”: 
| 2, —2,| =Y + ri— 2 ¡5,008 (1, — Po) > 
> Vr? ri—2r,r,=|1,—r,| =| 2, |—]2, Il. 
Resulta interesante señalar la interpretación geométrica de las 
propiedades IV y V. Sea el vector OM, un número z, y el vector 


OM,, un número z, (fig. 7). Entonces el vector OM; representa la 
suma 2, +2,. La propiedad 1V significa que la longitud de la diago- 
nal OM, del paralelogramo 0OM,M,M, no es mayor que la suma 
de Jas longitudes de sus lados OM, y OM.;. La propiedad V signi- 
fica que la longitud de la diagonal M,M, no es menor que el va- 
tor absoluto de diferencia de los lados OM, y OM.. 

Subrayemos que las propiedades análogas a las fórmulas 1— 
—V ya se han formulado en el párrafo anterior para el valor absoluto 
de los números reales. Está claro que el módulo de cualquier nú- 
mero real, considerado como un caso particular de los números 
complejos, coincide con el valor absoluto de este número real. Por 
lo tanto, las propiedades 1-— V recién indicadas son una generali- 
zación de las propiedades del valor absoluto. Pero sus demostracio- 
nes se hacen de una manera absolutamente distinta. 


1) La propiedad V se puede deducir también de la propiedad IV, Electivamente, 
la igualdad z,= z,-+ (22— 2,) es evidente. De ahí se sigue que ¡231 — ¡24 (22— 21) ¡a 
<|z +12 21), es decir. |23— 21l>1|22l —121]. De la igualdad z,-: 22+ (2,— 23) 
obtenemos a la vez que !z2]=|2.7 (2,— 22) | zo + 12— 22l. o sea. 12,— zel= 
=> 12, —/|Z2]. La propiedad y resulta como la unión de dos desigualdades oblenidas 
en una sola fórmula. 
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Recordemos una definición más referente a la teoría de los númeé- 
ros complejos, que es la definición del número conjugado. Al nú: 
mero conjugado con el número complejo a + bi se le llama número com- 
plejo a— bí. El número conjugado con el número complejo z se disigna 
por el simbolo 2. Ñ 

Es del todo evidente que (2) ==, es decir, no sólo el número z está 
conjugado con el número z, sino también 2 está conjugado con z. 
Por esta razón los números z y 2 sé denominan conjugados recipro- 
camente. 

Es útil guardar en la memoria las siguientes dos propiedades de 
los números conjugados: 

Il. 22=]z2|?, 

M. (2l=]J21; 
estas se obtienen directamente de las definiciones. 

Ahora pasemos a cxaminar varios problemas. 

13. ¿Dónde se encuentran los nmimeros complejos 2 =a+bi para 
los cuales 

log, | 2—2| > log, ,. | 2 |? 


Hay que señalar, ante todo, que el primer miembro de nuestra 
desigualdad tiene sentido para todos los números complejos 2, ex- 
cepto zZ=2, y el segundo miembro, para todos los números 230. 
Por eso, las expresiones que forman nuestra desigualdad tienen sentido 
simultáneo para todos los números complejos 2, excepto 2=0 y 
z=2, Precisamente entre estos números hay que hallar la solución 
de la desigualdad. 

Según las propiedades de los logaritmos (véase el $ 6), para todos 
o od nuestra desigualdad es equivalente a la siguiente: |2— 
—2[<]lz2)]. 

Sabemos (véase cl ejemplo 9 dado anteriormente) que a la igual- 
dad |z—2|=|2] le satisífacen todos los números complejos que 
se hallan en la recta (, paralela al eje Oy, que pasa por el punto A 
(1, 0), ya que todos los puntos de esta recta son equidistantes de 
dos puntos O(0, 0) y B(2, 0). Pero, nos hace falta hallar en el 
plano todos aquellos puntos que están más próximos al punto 8B(2, 0) 
que al punto O(0, 0). 

Claro es que éstos serán los puntos del plano que se encuentran 
por el mismo lado de la recta £ donde está el punto B. De tal modo, 
todos los puntos del semiplano situados a la derecha de la recta / 
satisfacen la condición [z—2|<|21| (fig. 12); los puntos de la misma 
recta / se anulan. 

A hora recordemos que para obtener la solución del problema plan- 
teado es necesario eliminar el punto B(2, 0) de este semiplano si- 
tuado a la derecha de la recta /. 

Pues, la condición del problema la satisfacen todos los puntos 
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del plano que se encuentran a la derecha de la recta paralela al 
eje Oy y la que pasa por el punto (1, 0), excepto el punto (2, 0). 
14. Sea 23+—1 un número complejo. Demostrar que: 


a) sí |z|=1, el número = es puramente imaginario, 
: . —1 : ia 
b) sí el número 51 es puramente imaginario, |2|=1. 
y 
0 A 


Sean z=a+bi y 2241. Entonces es claro que 24-130 y la 
expresión == tiene sentido. 


. 2] . s e... . 
El nú mero El es el cociente de la división de dos números com- 
plejos, por cuya razón su forma algebraica será: 


An E n vea] 


as at bt—1 A 2b 
G-TRFO TENER: 


De aquí se deduce que si |2[= Y a+ +6?= 1, entonces a? + bt — 
— | =0, es decir, el número + es puramente imaginario Y y con 
ello la afirmación a) queda demostrada. 

Demostremos la afirmación b). Sea; un número puramente 


PAS + 
AH =0, de donde a? + $2—1 =0, 
es decir, |2|=WM a? +5*=1 y con ello la afirmación b) queda de- 
mostrada. 
15. Hallar el argumento de un número complejo 2, =23—z, si 2 = 
= COS q + Esen q. 


imaginario. Entonces 


Qu 


2+1 
os igual a vero. Recordemos que, según la definición expuesta arriba, el número Y es 
puramente imaginario, 


1% Presten atención a que para 2= l, osea, para co=" 3), b= 0, el número 
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Unos cálculos sencillos muestran que 
2, =(c0S q + [sen q)? — (cos p 4- i sen q) == 
= cos” q —sen” q + 21 cos y sen q — cos y — ¿sen p = 
= (00S 2 — COS (p) + ¿(sen 2 —sen q) = 
= 2 sen $ [| —sen Y 41 cos Y] : 


De tal manera, 


2, ]= V 4se 


En correspondencia con la definición del valor absoluto tenemos 
que considerar tres casos: 


a) Si sen - =0, es decir, y =2k£x1, donde £ es un número entero 


cualquiera, entonces |72,|=0Ú y por eso también z, =0, De esta ma- 
nera, para (q = 2£x (k es un número entero cualquiera) el argumento 
del número z, queda indelerminado. 


b) Si sen +>0, lo que tiene lugar para 21 < E < (2 + lx, 
o sea, cuando 

4kxi <p< (4 + 21, (5) 
R es un número entero cualquiera, entonces |z,|=2sen z de 


donde se sigue que la forma trigonométrica del número complejo z, 
será la siguiente: 


2, =2:5en $ [cos 24% 4 ¿ sen 2430] y 


Por consiguiente, si «p satisface la condición (5), entonces 


=2| sen 2. 


43 Y 239 2H 
1 (sen 3 + COS > 


arg 2, = de E , 
c) Si sen L<0, es decir, 
(4R 4 21 <p< (4h + 4x1, (6) 
Rk es un número entero cualquiera, entonces |2,|=-—2sen E. de 


donde se deduce que la forma trigonométrica del número complejo 
z, será da siguiente: 


Bal. . a 
z, = —2sen $ [cos TG ¡sen EA |. 


Por consiguiente, si q satisface la condición (6), entonces 


argz, =2 
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Es curioso dar una interpretación geométrica de la solución que 
presentaremos sólo en el caso de 0<Zp<x. El número 2, =2*—2== 
= 21 + (—2) es una suma de dos números complejos 

23 =C082(p + ¿sen 2 1p 


y — 2 =—COSQ + ¿sen q =cos(x + q) + ¿sen (xt + q), 


cuyos módulos son iguales a l. Para determinar su suma hay que 
hallar la diagonal del paralelogramo construido a base de los vec- 
—> 


«ojo . e 
tores OM, y OM, que representan respectivamente los números 


Fig. 13 


22y—2 (fig. 13). Pues, este paralelogramo es un rombo. Por consi- 
guiente, la diagonal incógnita OM, es la bisectriz del ángulo entre 


los vectores OM, y OM, por razón de que el ángulo, que forma el 
vector OM, con la dirección positiva del eje Ox, es una semisuma de 
ángulos formados por los vectores OM, y OM, con esta dirección, 


o sea, 
arg 2,= arg (2? —2) e E, 


16. Hallar la forma trigonométrica del número complejo 
2=1+itga, 


donde —a<a<n, asa y 1/2. 
Es natural escribir el número dado en la forma 


: ] a 
z=l +1 tga = 77 (cos a + sena). 

Éste es el momento cuando muchos estudiantes cometen un error 
grave al afirmar que esta es precisamente la forma trigonométrica del 
número dado. Sin embargo, esto es correcto sólo cuando ).cosa > 0, 
es decir, cuando —1/2<0a<ní2 (según la condición se analizan 
los valores de a sólo en el intervalo de —a a +31). Si lícosa <0, 
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que tiene lugar para —a <a <—a/2 y para 1:2<a<x, entonces, 
presentemos la igualdad escrita anteriormente en la forma: 


] 
cos Y 


[cos (1 4-2) + í sen (1 +4)). 


(—cos a — (sena) = — 
COS a * á 


La última expresión es precisamente la forma trigonométrica del 
número 2 para —1n<a<—3g/2 y para 1n.2<a<n. 

Este problema se puede resolver también valiéndose de la regla 
general para hallar la forma trigomométrica; con este fin hay que 
hallar el módulo y el argumento del número 2. £l módulo de este 
número se halla según la fórmula (1): 


77 
ES — | : as 
r=|z|=) a E Ta 


y el argumento es cualquier solución del sistema (véase (2)): 


cos = |cosa |, 
senq =tga - [cosa |. f (7) 


Para la solución de este sistema necesitamos examinar dos casos: 
a) cosa >0, o seca, «4 se encuentra en el intervalo —1/2<a< 
<un/2. En este caso [cosa | =cose, y el sistema (7) toma un aspecto 


j cosp =CosGu, 
| sen q = sena, 


Es evidente que una de las soluciones de este sistema es p =a y, por 
consiguiente, para—1n/2<a<n/2 la forma trigonométrica” será: 


| , LA 
2= == (osa +i sen 4). 
b) cosa <0, o sea, a se encuentra en el intervalo — 1 <a <— 1/2, 
o bien, en el intervalo 12<a<n. En este caso |cosa | =— cosa, 
y el sistema (7) toma la forma 


f cosq. =—cos u, 


J cos p =cos(a—+ a), 
| sen q =-— sena, 


Jan, | sen q = sen (11 -- a). 
Su solución será, en particular, g=x.+«a. Por consiguiente, para 
—a<a<—22 y para ni2<a<ax la forma trigonométrica será: 


Z= Tus] [eos (14 02) + ¿sen (7-a)). 


17. Hallar las soluciones completas de la ecuación (| — * =2*, 
Suponga mos que un número entero k es la solución de esta ecua- 
ción. Entonces, de la igualdad de los números complejos (1 — ¿)k = 
= 2* se deduce la igualdad de sus módulos, es decir, |(1—¿)4] =2*, 


e 
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Tomando en consideración que |1—i¡|=Y 2, según la propiedad 
del módulo, tenemos 


R 
¿A 2 | 1 — ¿pt = (Y 2)* 27. 


En efecto, si k es la solución de la ecuación inicial, entonces 2%/? = 
= 2*, lo que es posible sólo cuando R=0. 

Ahora vamos a comprobar mediante una sustitución, si el número 0 
es la solución de la ecuación inicial. Recordando que el número 
complejo, distinto de cero, en la potencia cero es iguaj a 1], según 
la definición, deducimos que x=0 es la raíz de la ecuación inicial. 

18. Hallar todos los números complejos z, para cada número real 
az 0, que satisfagan la igualdad 


|z |2— 2iz 4-2a (1 +5 =0. 
Representemos el número 2 en la forma algebraica: 2=x + iy. 
Entonces f2|?=x?+ y?, y la ecuación tomará la forma 
1? 4 y — 2ix + 2y +2a.+ 2ai =0. 
Si los términos real e imaginario los igualamos a cero, obtenemos 
un sistema de ecuaciones 
AHF y42y 4 2a=0, 
— 2x + 2a = (). 
De ahí se deduce que x=a, y para la determinación de y tenemos 
una ecuación de segundo grado 
y + 2y + al +22 =0 
con el parámetro a. Hallemos las raices reales de esta ecuación. 
Según se sabe, las raices de una ecuación de segundo grado son 
reales si su discriminante no es negativo; por eso nuestra ecuación 


lleva raíces reales sólo para tales valores de u para los cuales D = 
== | —ag?—2a >0. Para estos valores de a obtenemos 


Yi. =— | +/y Í — 44— 2a. 


De tal modo, si el número a satisface la desigualdad 1—a— 
—2a>0, la ecuación inicial tiene dos soluciones 


Za =a+(—14V Ta 2%) (. 


(Para | — a?— 2a = 0 estas dos sotuciones.coinciden, es decir, hablan- 
do en rigor, para los valores correspondientes de a, hay una sola so- 
lución.) Para todos los demás valores de « la ecuación inicial no 
tiene soluciones. 

Nos queda por señalar los límites de variación de a para los cua- 
les existen soluciones. Según la condición a>0; además de esto, 
hemos obtenido que a ha de satisfacer la condición de la desigualdad 


3 m398 
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l—at—2a>0, o bien, a? + 22— 1 <0O, que es lo mismo. La solución 
de la última desigualdad es el intervalo — 1=VY 2 <a <—1+V ?; 
escogiendo de este intervalo los números az> 0, obtenemos 
0<aZ— 12 Y 2, 
La solución definitiva puede ser escrita en la forma siguiente: 
paralZa<—I+ V3a 21,1 =a+(— I=V [ —a=2a) í, 


paraa =—1-pY 2 =—1+MB—1, 
para a>—I1+Y 2 no hay soluciones. . 
19. Resolver en números complejos el sislena de ecuaciones 
2], 
2.0 =], 
24m =-—2, 


No debe ser motivo de asombro el hecho de que en el sistema dado 
hay tres ecuaciones y solamente dos números incógnitos: pero, no hay 
nada de particular en lo que dos números imcógnitos satisfagan £res 
condiciones. 

Para resolver este problema vamos a-recurrir a un niétodo más 
natural, que se aplica más frecuentemente: vamos a deducir de 
este sistema dilerentes corolarios y los resultados obtenidos les com- 
probaremos mediante sustitución, si satisfacen al sistema inicial 
o som extraños al mismo. ES 

Al elevar al cubo ambos miembros de la segunda ecuación 
y ál dividir el resultado por la primera ecuación, obtenemos que 2%w* = 1. 
Pues, de aquí se deduce que 2%0* =1 y, al dividir esta igualdad por 
la segunda ecuación, obtenemos z =w. Ahora, de la tercera ecuación 
se deduce que we =—1, de donde w, =1, we =— 1, es decir, 2, =í, 
q =—i. 

Aún es necesario hacer una comprobación. Esta se efectúa inme- 
diatamente y resulta que ambos pares obtenidos son las soluciones 
del sistema inicial. 

Respecto a esta solución puede, naturalmente, surgir Ja pregunta: 
ecómo nos ha ocurrido combinar la ecuación precisamente de este 
modo y cómo hemos llegado con tanta rapidez a la solución? A tal pre- 
gunta se pucde contestar así. Primero, se puede resolver el sistema 
propuesto más brevemente (elevando la segunda ecuación a la octa- 
va potencia y dividiendo el resultado por la primera ecuación ele- 
vada al cuadrado, obtenemos directamente que z =w). Segundo, la 
brevedad no es una condición necesaria para la solución. Se podria 
solucionar este sistema al recurrir a un procedimiento habitual: elí- 
minando una de las incógnitas. 

Por ejemplo, es muy natural] la siguiente solución. Elevando la 
primera ecuación a la quinta potencia y dividiendo el resultado por 
la segunda ecuación elevada a potencia 13, obtenemos que 

wi = 1. 
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No conviene darse prisa para extraer la raíz o resolver la ecuación 
we— | =0; en este caso obtenemos cuatro valores distintos para y y, 
hallando los valores de 2 correspondientes a cada valor de w, lle- 
gamos a un gran número de pares diferentes de w, z, entre los cuales 
hay que buscar soluciones mediante Ja comprobación. Es más fácil 
elevar la primera ecuación del sistema a la séptima potencia, y la 
segunda, a potencia 19 dividiendo la segunda por la primera; enton- 
ces obtenemos que 

=1, 


Después de esto se puede escribir la primera ecuación en la forma 
zw = 1, de donde z = 1/ww*, o sea, z=w (tengan en cuenta que ¡wit == 
=1!). Luego la solución va terminando así mismo como la hemos 
realizado anteriormente. 

20. Resoluer en números complejos el sistema de ecuaciones 


2 +u=0, 
29- wa], 


Así, como en el ejemplo anterior, para resolver este sistema vamos 
a deducir diferentes corolarios. De la primera ecuación tenemos 


2 =—u; de la segunda, 2*= 1/0. De ambas obtenemos, respecti- 
vamente, 215 =-—w9*% y 216 = 1/9, por consiguiente, — we <= 1/4”, 
o sea, wWiyt=—l. 


De esta igualdad se desprende que |w**e| ==). Basándonos en 
las propiedades de los módulos y los números conjugados, obtene- 


mos |utgas | = fi)? -Jujes = |w | = 1, así que w=1. Volviendo a la 
ecuación 1! =— 1] escribamos su primer miembro: (u"e")g* == 
= (uno)oto? = ( |w|?)*%w* =w2 (aquí hemos utilizado una propiedad 
más de los números recíprocamente conjugados). De esta manera, 
hemos llegado a la ecuación w*=-— 1, es decir, ww, =é, 0, =—Í, 
de donde w,=—i, t02¿=Í. 

Ahora calculamos los valores correspondientes de z. Si w=—t, 
entonces, al tomar la primera ecuación del sistema inicial, hallamos 
que 

n= —i=i, 


y tomando la segunda ecuación, obtenemos que 
! 1 


ENTE? 
Dividiendo la segunda igualdad obtenida por la primera tenemos 
7? ==—] y, como z” = í, entonces 2 =—. En forma análoga hallamos 
que'z =i en el caso de que w= l. 

Teniendo presente que durante Ja solución hemos considerado 
no el sistema inicial sino sus corolarios, es necesario verificar si los 


2 = 


0 


3 


68 PARTE 1. ARITMÉTICA Y ALOEBRA 
A A ROM 


valores hallados de las incógnitas satisfacen realmente el sistema 
mencionado. Esto se verifica por una sustitución directa que nos con- 
vence de que el sistema propueíto tiene dos soluciones: 


21= il, WU) =—i Y 2 =Í U4=L0. 


EJERCICIOS: 


1. Sea |z|=5. ¿Dónde se encuentran los puntos que representán los números 
complejos: a) —42, b) 2— 2, c) —1-+ 32? E 

Señalar dónde se encuentran los puntos que representan tos números complejos 
z para los cuales: 


2. Iz|< ll. 

3. |2[22. 

4 1<|2z)]< 2. 
5. |2|< et 


6. |2+1|=23. e 7. lizl<l, 
8, |2+1-—2|=V y. 9. |i=-1—22|> 9. 


10. 2<|24-1|<)3. 11. lal= laz). 


12. o ST 
2|—2=J2—i]—|24 51 |». 0. 

14, al ll 

IS. [2—1|24-|2+ 1[%= 4, 
2—1|[24 )24- 1 [3 == 65. 


17, Hallar el número complejo 2 que satistace simultáneamente dos igualdades 
z— 12 24 


6 
als? [=3|=1. 


18. Se proponen dos números complejos z, y zz. Hallar el núméro complejo que 
cotresponde al centro del segmento entre 7; y 72. 

(9. Los vértices de un triángulo sow los números complejos z,, ¿z, 25. Hallar todos 
los números complejos 2 que compleien este triángulo hasta un paralelogramo. 

Representar en la forma trigonométrica los siguientes números: 

20. 2= —cos30+ ¿sen30”. 21. 2= 1+ c0840%74- ¿sén 40%, 

22. 2= —C080% 7 ÍSENA. 

23. 2= sena — ¡coso. 

24. 2=tgu —i, USO < 1, 0 ye 1/2. 


Señalar dónde se encuentran los puntos que representan los números complejos 
2 para Jos cuales: 


2 argz= 4. 28. argz= —5a/6. 

27. n/3<arg 2<3n12. 

28. agz=x", ESA 

29. $ |2—í|-" 1, 30. fO<argz< n/a, 
largz= n/2, Ll |z—61|= y 3. 


31. Hallac un número e tenga argumento positivo mínimo, entre los números 
complejos z que satisfacen la condición | 2— 25( |< 15. 

32. Hallar el argumiento del número complejo 2, =2*+Z si ¿=cos(p-+ ¿senp, 
00 <21. 
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33. Si los números complejos z, y zg son tales que su producto 2, :Z, es im número 
real, entonces, ¿son éstos números complejos conjuga dos? 

34. Si los números complejos 2, y zz son tales que su suma z, + 24 es un número 
real, entonces, ¿son éstos números complejos conjugados? 

35. Demostrar que 2, y 22 son números complejos conjugados, si los números 
complejos 2, y 23, con el miembro imaginario distinto de cero son tales que su producto 
2,22 y su súma 2,+2, son números reales. 

36. Demostrar que se puede representar el número complejo a + bi, cuyo módulo 
es igual a 1 y 5x0, en la forma que sigue: 


c+ i 


a 4- bi FP 
donde c es un número real. 
Resolver las ecuaclones: 
37. ¿=z. 38. 2=—2. 39. 2=2=—2, 40. ¿=-—42. 
41. 21+2=0, 42. 21+/1z)]=0. 


_ 43. ¿Para cuáles valores reales de x e y los números —3 + íxly y 24 y+4i 
serán ente conjugados? 
n 


4: e se hallan los números complejos 2=a4-bi para los cuales: 
[21144 —,. 
a) le pa > |; 


b) E y 3 A < 2? 

45. Para cada número real a > 1 hallar todos los números complejos 2 que satis- 
facen la igualdad E 
z+al24+1|4:4=0, 

46. Para cada número real u >> 0 hallar todos los números complejos z que satis" 
facen la igualdad 
2]2 | —4az+1+:i4=0. 


47. Resalver en números complejos el sisterna de ecuacicnes 
l 2 um=0, 


22. lb, 
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Al estudiar las propiedades de los logaritmos es necesario prestar 
atención particular a todas sus propiedades que se derivan de las 
potencias correspondientes; por lo tanto, para conocer bien los 
logaritmos hay que obrar bien con las potencias. La relación es tan 
estrecha entre la logaritmación y la elevación de potencias que la 
definición de logaritmo se da mediante el concepto de la potencia. 

Citemos la definición de logaritmo, dada por otro autor: “Llá- 
mase logaritmo de un número dado para una base dada al expo- 
nente a que debe elevarse esta base para obtener el número dado”. 
De tal modo; el número x es un logaritmo del número N de base q, . 
si ar=0PN, 
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En esta definición hay un detalle muy esencial: “la base dada” 
no lleva impuestas limitaciones algunas, a fuerza de que, si seguimos 
esta definición estrictamente a). pie de la letra (pues, siempre hay que 
seguir literalmente una definición), hemos de considerar, por ejemplo, 
que 3 es el logaritmo de— 8 de base — 2 (porque (— 2)? =-—38), 
2 es el logaritmo de 4 de base — 2 (porque (— 2)? =4), etc. Pero 
en lo que se refiere a la base 1 la cosa resulta más confusa: cualquier 
número xes el logaritino de | de base 1; efectivamente, 1* =1 para 
cualquier x”. 

Cualquier persona familiarizada con el curso escolar puede decir 
que todos los ejemplos citados arriba son absurdos porque tenemos que 
considerar sólo los logaritmos de base positiva distinta de 1. En efecto, 
tal concepto es aceptado para la escuela secundaria, pero es mucho 
mejor imponer esta limitación para la base directamente en la de- 
finición. De tal modo, la definición de logaritmo debe darse así: * 

Sea el número a>0 y as£l. El número x se denomina logaritmo 
del número N de base a, si a*=N,. 

Es probable que algunos lectores hayan advertido que ni una sola 
vez hemos escrilo la igualdad x = log, N, sino que siempre decíamos: 
x es el logaritmo de N de base a. Esto se explica fácilmente, ya 
que hasta que no nos convenzamos de que ningún número tiene dos 
logaritmos diferentes para base dada, no estamos autorizados a utili- 
zar el signo de igualdad. En realidad, supongamos por un momento 
que para una número N existen dos logaritmos de la misma base 
a, entonces, utilizando el signo de igualdad, podriamos escribir que 
a=1log, Ny f =l0g, N, de lo que resultaría que «a =f??. 

“Por esta razón, antes de que se introduzca la designación para 
el logaritmo hay que persuadirse de que ningún número puede tener 
dos logaritmos diferentes para una misma base. Efectivamente, sj los 
números diferentes a y $ son logaritmos del número N de base a, 
entonces, según la definición, se cumplen las igualdades " 


a=N y aAB=N, Ñ (*) 


de donde a* =a*. Por esto, secin la propiedad de las potencias de 
base positiva distinta de !, llegaríamos a la igualdad a =$. En 
consecuencia, el logaritmo de un número N de base a es rínico y se 
designa con el simbolo log, N. 


'> Además, cualquier número positivo es el logaritmo de 0, de base O, ya que 
0%*= Q para cualquier valor de x> 0. ; 

21 Recordemos que una situación muy similar tuvo lugar cuando definimos la 
raiz cuadrada (3 4). Alí introducimos también la definición sin el signo de igualdad 
y sólo más tarde se vio que la definición con la igualdad hubiera sido imposible, por- 
que, al introducir la designación para la raíz cuadrada, tendríamos que demostrar 

idamente “las igualdades” del tipo 2" —2 (ambos números habrían sido “iguales” 
a la raíz de 4, o sea, iguales entre sí). Precisamente por eso, la raíz cuadrada nunca 


tiene signo y existe solamente el radical Y" para.ta raíz cuadrada positiva de un nú- 
mero positivo. 
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De tal modo, según la definición, 
x=logrN, si at =N. 


“Por consiguiente, las igualdades x= log, N y a* =N (al cum- 
plir las limitaciones impuestas anteriormente en el número a) expresan 
con exactitud la misma relación entre los números x, a, N, escrita 
en el primer caso en “el lenguaje de los logaritmos” y en el segundo, 
en cel lenguaje de las potencias”. 

Es fácil demostrar que lus números negativos y cero de ninguna base a 
(claro está que a>0 y a=£l) no tienen logaritmos. En realidad, si N< 
<0 y x=log4 N, entonces a* = N <0, lo que contradice a la pro- 
piedad de las potencias de base positiva. 

- «En cuanto a los números positivos, aceptamos sin demostración 
que cada número positivo para cualquier base tiene un logaritmo. Esta 
afirmación en la escuela secundaria es aceptada cómo cierta, aunque 
no es fácil establecer: su validez (para esto sería necesario aplicar la 
teoría bien desarrollada de los números reales y la teoría de los límites). . 

Es natural que cada estudiante ha de saber no sólo las definiciones 
sino también las propiedades de los logaritmos y saber, desde luego, 
demostrarlas. 

Señalemos, ante todo, la llamada identidad logarítmica fundamen- 
tal 


alos N =N 


que es válida para cualesquier N y a, para los cuales a>0, aX], 
N=>0. Esta identidad se deduce inmediatamente de las igualdades(*). 

Citemos a continuación las fórmulas que se aplican más frecuen- 
temente para la sotución de los problemas *. 


I. log,MN =1l0g¿M+logaN (M>0, N>0). 
IL. logalh =loga M—logaN (M>0, N>0). 
111. log, N?==alog¿N  (N>0, a es un número cualquiera). 


1V. logas N* =--l0g, N (N>0, a0, B==0). 
108a N 
v. logy N==3 ¿5 (N > 0). 
VI. log, a-logab = 1. 
Demostremos la igualdad l. Elevemos el número a a potencia 
con el exponente log ¿M + loga N. Según la propiedad de las potencias 
y la identidad logarítmica fundamental tenemos: 


ala M + loZa N — QUA M E ala N == MN. 


-D Recordemos una vez más que, según la definición del logaritmo, les bases 
consideradas són siempre positivas y distintas de l. 
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La igualdad obtenida 
lts M+loga Y — MN 


podemos escribirla “en el lenguaje de los logaritmos” «así (véase (*)): 
Joga M + log, N =loga MN, lo que significa la validez de la fórmu- 
la 1, 


Así mismo se demuestra la fórmula 11. 

Para demostrar la igualdad 11] el número a elevémoslo a potencia 
cuyo exponente sea a logga N y utilicemos las propiedades de las 
potencias: 

qu log, N— (0) N ya = NN? 


De ahí obtenemos, según la definición de los logaritmos, la igualdad - 
que había que demostrar, ñ 
La igualdad IV se sigue de los cálculos: 


a , 
(a?) B loga pi = qe loBa N =r (alza Ma Na 


Es muy útil mencionar los siguientes dos casos particulares de la 
fórmula IV: 

IVa. logas NV =< l0g, N (N> 0, B=0). 

Vb. log,g: V:=lo0g¿N (N>0, a=0). 


Para demostrar la igualdad V la anotaremos primerameñte en 
la forma log, N=log,b-log, N. La validez de esta igualdad la de- 
_mostramos análogamente a la forma anterior: 


ala b-logo N — (aloga boga N = bios N — mM. 


Se puede razonar también de otro modo. Al anotar la identidad 
logarítmica fundamental 
bRN=N, 
obtenemos la igualdad | 
log, (6189 N) = log, N 


(¡los números iguales tienen iguales logaritmos!). Ahora, utilizando 
la propiedad 111, nos convencemos de lo justo de la fórmula V. 

La fórmula VI es el caso particular de la antecedente, la que 
resulta para b=N. Esta igualdad V se Mama habitualmente regla 
de transición a una nueva base. Debido a esta igualdad no hay tablas 
de logaritmos para todas las bases: es stificiente tener sólo. las tablas 
de logaritmos, por ejemplo, decimales. Efectivamente, sea necesario, 
por ejemplo, calcular log, 13. Valiéndose de la propiedad V podemos 
escribir: log, 13 Ad Al hallar en las tablas lg 13=1,1139 y 


lg5:= 0,6990 obtenemos que log, 13:= 1,5937, 
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Citermnos las propiedades de los logaritmos absolutamente necesa- 
rías para la solución de las desigualdades: 

ll. Sia> 1, entonces de 0< x, < x, se deduce que log a Xx, << l0B X=, 
y de log, x, < log, x. se sigue que 0<Zx, <x,. En otras palabras, para 
a> 1 las desigualdadesOó< x, < xo y 108. x1 < log, x, son equivalentes 
(véase el $ 10). 

Vil, Si 0<a<l, entonces de 0 x, < xa se deduce que log, x, > 
> loBa X1, y de log, Xx, > log, x, se sigue que OZ x,<xz. Es decir, para 
n= ] las desigualdades 0< x, < xa y 1084 x1 > log, x. son equivalen- 

es. 

Estas dos propiedades se demuestran análogamente y por ello 
sólo demostremos la propiedad VIII. 

a un número positivo y menor que l. Si se cumple la desi- 
gualdad 0<x, <xz, entonces existen los números log, x1 y loga Xx». 
Utilizando la identidad logarítmica fundamental, copiemos la desi- 
gualdad x,<xz en la forma 


ala < glWu e, 


De ahí concluimos, en virtud de las propiedades de las potencias 
para una base menor que l, que log, x,> log. X2. 

Al contrario, si se cumple la desigualdad log, x, > log, xz, enton- 
ces ambos números x, y x. son positivos. Esto es lo primero, Se- 
gundo, elevando el número a, 0<2< l, a potencia con los exponentes 
log, Xx, y log, xz obtenemos (una vez más en vigor de las propiedades 
de las potencias para una base menor que 1) la desigualdad 


01% 1 L 1% Ya, 


es decir x,<xz. Ya que, como ya hemos señalado, los números <x; 
y xa son positivos, entonces 0< x, < xa, lo que fue necesario demostrar. 

- De las propiedades demostradas en calidad de corolarios resultan 
las afirmaciones: 

Vila. Si a>l, las desigualdades log¿x<a y 0O<x<Za” son 
equivalentes. 

Vilb. Si.-a>1, las desigualdades log,x>a y x2>a? son equi- 
valentes. 

Vlila. Si 0<a<1I, las desigualdades log, x <a y x5>a* son 
equivalentes. 

VIIIb. Si 0<a<1, las desigualdades log,x>>ua y 0X<x<a* 
son. equivalentes. 

Para la demostración es suficiente señalar que a = log, a”. 

Se deduce con facilidad de estas afirmaciones que para una base 
mayor que l, los logaritmos de Jos números mayores que 1 son po- 
sitivos, y Jos logaritmos de los números menores que l (¡se  en- 
tiende, claro está, que seán positivos!) son negativos; para una base 
menor que 1, resultan ser a la inversa. 
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Ahora vámos a resolver unos ejemplos referentes a la aplicación 
de las propiedades fundamentales de Jos Jogaritmos. 


A base de la fórmula IV tenemos 


3 
log, y ¿ 27 = logg»,» 3? = 3/8 log, 3 == 2. 


2. Calcular ge vaz!i 
A base de la fórmula IVa tenemos 


logay3 15 =loga 15= log, 15. 


Utilizando ahora la identidad logarítmica fundamental, obtenemos 
9 Eyzló _ 92/3 loga15 — (2108015)3/ == |53/8 = Y 225. 


3. Calcular logs 5-log,, 27. * 
Á base de lu fórmula IV tenemos 


log, 5-log,, 27 =log, 5 : log, 3* = > log, 5 - log, 3. 


Ya que, según la fórmula VI, logs 5-log, 3= 1, entonces logs 5 Xx 
X log, 27 = 3/2. 
] 
4. Calcular (Y 5) m3. 


A base de la fórmula Vl tenemos 


l ] 
53 5 log, 5. 


Luego nos queda sólo utilizar la identidad logarítmica fundamental 
y las propiedades de las potencias: 


(Y 5)" = *-(Qua yo side (39/38 yy dde qe 


ma (Z 1080 6)2/3-1/5 25 59/18 = Y Z3 : 
OEy 13 


————_=7" 
5. Calcular V (5) Togo 


Utilizando sucesivamente las propiedades de los logaritmos y 
de las potencias, calculemos el radicando: 


log, 13 


l Ai 1 pe E dog 13 | j 
(73) = 77 * (Y 27) 9. => (3!ozs 13)3/8 373.]33/8, 


de donde resulta bien claro que el número dado es igual a 373/2. 139/20, 
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6. ¿ Cuál es mayor: log,5 ó logr/10 38? 
A base de la fórmula IVb tenemos 
log./10 2= log -» 5”"2= log, 5, 


por lo tanto los dos números propuestos son iguales. 
7. Calcular os »2-log, 3 ... log109-log1110. 
A base de la fórmula V tenemos 
log 2. log : 9 
log, 2 25; log, 3 q: co logj0 9 22 . 
De aquí se deduce que 


j | 3 | 
log, 2-log, 3... log,, 10= E 5 7 SE rd log,, 10= log, ,2. 


8. Demostrar que la relación de los logaritmos de dos números no 
depende de la base, es decir, 


! , 
oo Mi 1089 Ya (Ñ,>0, N,>0, N, 51). 


1084 Ñ 2 08» Na 
A base de la fórmula V tenemos 
log, N ] N 
A a logar, N, y Ea Y, nn logr,Ñ y, 


de donde se ve que nuestra igualdad es justa. 
9. ¿ Cuál es mayor: dog,3 ó6 log,,,0? - 
Ya que log3>0 y ldog1,,5<0, entonces loga 3 > loB1), $. 
10. ¿ Cuál es mayor: log,7 ó log, 3? 
Ya que log,7>1 y log,¿3< 1, entonces log, 7 > log, 3. 


11. Calcular log, YE , sé log. a = 4. 
yo 
A base de las propiedades de los logaritmos tenemos: 
a 
loga, pm loBa; a—> logap 0 == 53 log. 0. 
Nos queda hallar el valor de log,¿b. Ya que 
1 =1l0g,, 4b — log ,, A + 1082) 9 = 4 + l0ga) 6, 


entonces logayb =-—-3, por razón de que 
] 17 
logar 7 Ae => A (—3) = 16" yl v 
A Mé 


12. Calcular o si log1227 == a. 


E 
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Una cadena de transformaciones 


* 4 4 
log, 16= 4 log, 2 = 102,8 TFT 3 


muestra que para calcular log, 16 es necesario saber a qué es igual 
log:3. Lo hallamos de la condición log,, 27 = 4: 
E O A 
a == log,, 21=3 log, 3= log, 12 12 T7F2 100,2 
a E» es decir, log,3= 


2 
: E 


2a 
3= q 


(notemos: es evidente que a3£3). En definitiva tenemos: Jog, 16 = 


— U24) 5 


ia ” 
13. Calcutar log,, 24, si log,15=«a y log:,18 =P. 
Tenemos la siguiente igualdad: 


log, 24 = (log, 3 +3 log, 2) =2 log, 2 + y log, 3, 
la cual nos muestra que es necesario determinar log, 2 y log, 3. La 
igualdad log, 15 =«u presenta: 
a = log, 15 = A E E 
y la igualdad log,» 18=f nos da: 
$ =10g,, 18=108,,2421083=5+153 + 172003: 


Pasando a los logaritmos de base 5, según la iórmula V, obtenemos: 


paa 1 + ] al i de 1 Es i+1l0gs 3 ) 
e -+1lo0g3 2 * log, 24- [oi 3 y 4985 2 logs 2 logs 3 logs 24 logs 3 > 
logs 3 
l E 2 a j 2 __ log; 242 logy 3 
b= 703 PTFE 325 9 10853 y +9 1085 2 — Togs 3-+2 1085 2 * 
jog, 2 Toga 3 


Las últimas dos igualdades pueden considerarse como un sistema de 
ecuaciones para determinar log,2 y log,3: 
| a log, 2 +(a— 1)log,3= 1, 
(2B— 1) log, 2+ (B— 2) log, 3 =0. 
Si a(pB—2—(a—M (21) =-a—ap +2f4—1>0 (véase el 
$ 11) entonces este sistema tiene la solución: | 
28—1 


_ 2—b ds 
log, 2 araB—2P+l » log, 3 —a+ob—2B+1 Ñ 
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En definitiva obtenemos: 


log,., 24 = ORTA paar |: pato] 5 


Ahora comprobemos que la expresión a + ap — 2B + | es real mente 
distinta de cero. En efecto, tenemos que 


a + ap —28 + 1 =l0g, 15 + log 19: log1,18— 2 log,: 19+1=(log,15— 
— log¡218 + 1) + log 18- (log, 1S— 1). 


Aquí el segundo sumando es positivo porque log,,18 >0 y log,15> 1. 
En lo que se refiere al primer sumando podemos escribir, utilizando 
tas propiedades de los logaritmos: 

log, 15> 1, log¡,18<2 y por eso log, 15— log 18 + I>0. 
Por lo tanto, la expresión a +ap—2B +1 es positiva. 

Las propiedades de los logaritmos, en particular las 1 — VII 
expuestas arriba, se usan ampliamente para solución de los problemas 
más variados, incluso la solución de ecuaciones y sistemas logaritmi- 
cos, de desigualdades logarítmicas, eic. Aquí examinemos unos ejem- 
plos más sencillos dejando más complejos para los $ 9 y 10. 

14. Resolver la ecuación x+Ig(1 +2%) = xIg5 + 186. 

Permutando x lg 5 al primer miembro de la ecuación y utili- 
zando las propiedades de los logaritmos, ubtenemos 


x+18(1 +2) —x1l85=xl8 10—x1g5+18(1 42%) = 1g2:(1 + 2%). 


Por consiguiente, la ecuación puede ser expresada asi: lg 2*(1 + 
+ 2%) =1g 6, de donde se deduce que 


(2%)? + 2—6 =0, 


Designando z = 2*, llegamos a la ecuación cuadrática 2* + 2—6= 
“=0, que tiene ralces z, =—3, 2, =2. Ya que la igualdad 2* =—3 
es inadmisible (porque 2* para cualquier valor de x es positivo) queda 
para resolver la ecuación 2*=2. Esta ecuación tiene la raíz x= 1 
que es única para la ecuación inicial. 

15. Resolver la ecuación 


log, (ax) - log, (ax) = lo8 2 >, donde 4>0, al. 


Es claro que las raíces han de satisfacer las condiciones x2>0, 
x= 1. A base de las propiedades de los logaritmos transforinemos las 
expresiones que figuran en la ecuación: 


log, (ax) =1-+ log, a=1 + 0 : 
! ] 
logs 7=—+y log4=— y; 
. log, (0x)=1-+1l08, *. 
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Ahora podemos representar nuestra ecuación así: 


loza ela Y A LS 
1087 X ¿des 


de donde (log, x)* +3 log. x + 1=0. Resolviendo esta ecuación, 
obtenemos 


l. ] 
sl a “= Y 


16. Resolver el sislena de ecuaciones 


ica log, y) =26, 
xy = 64. 


Es evidente que ha de tener lugar: x>0, y>0, x341, y=4l. 
Designando 2== log, y y aplicando la fórmula VÍ, obtenemos que la 
primera ecuación de nuestro sistema se puede representar así: 


S(2 + 1/2) =26, de donde z, =5, 2, “o. Es decir, hace falta hallar 
las soluciones del sistema inicial tanto entre las solucionse del sistema 


log. y =5, 
xy = 64, 
como entre las soluciones del sistema 
log. y = 1:5, 
xy = 64. 


Resolviendo estos sistemas y eligiendo las soluciones que satisfa- 
gan Jas condiciones x>0, x34 1, y >0, y 1, obtenemos el resultado: 
el sistema inicial tiene dos soluciones x, = 2, Y, =32, x¿ =32, ya =2. 

17. ¿Qué se puede decir del número x si se sabe que para cualquier 
número real a(aze0) ; 


log, (a* + 1) <0? 


Para cualquier valor de a340 el número 1 +a* >]. Pero, a causa 
de que el logaritmo de un número mayor que | es negativo sólo cuando 
la base es menor que l, entonces x< 1. Luego, va que los logaritmos 
se consideran sólo cuando su base es positiva, entonces x>0. De tal 
modo, en definitiva obtenemos que el número x, de que se trata en 
cuestión, se toma del intervalo OÓ<x< 1. 

18. Hallar todos los x tales que 108,72 x > l08,. x. Según la fórmula V 
tenemos que 
lo, x 
A log,.:, 5 . log,,5X. 
LB 72 3 


logr;a x= 
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Por eso se puede representar nuestra desigualdad así: 
1 , 
log 1/2 X (1108119 y) > U. 


Puesto que 1 — 108173 y > 0, obtenemos de la última desigualdad: 


log,yax>0, de donde x< 1. Pero se tiene sentido considerar la desi- 
gualdad inicial sólo para x>>0. Por esta razón, todos los valores de 
x que satisfacen la desigualdad inicial, se encuentran dentro del in- 
tervalo O<x<l. , 

19. Resotuer la desigualdad ¡¿>l, a>l. 

La fracción l/p es smayor que | cuando su denominador p está 
comprendido entre cero y 1. De esa manera nos hace falta hallar tales 
valores de x que sus logaritmos (de base a>> 1) estén comprendidos 
entre cero y 1, es decir, que se satisfagan simultáneamente dos condi- 
ciones: 0O<log¿x y log,x< 1. La primera significa que los valores 
de x han de ser dl que | y la segunda, menores que a. Por consi- 
a el intervalo 1<x<au es la solución de la desigualdad ini- 
cial. 

Se puede analizar de otro modo. El primer miembro de la desi- 
gualdad propuesta tiene sentido sólo para los valores positivos de x, 
distintos de 1, y por eso se puede representar esta desigualdad en 
la forma log,a>1. Dicha desigualdad es válida solamente para los 
valores de x, mayores que 1 (porque para 0<x<1l tenemos log, a< 0 
para a> 1), pero menores que a (porque para x>a>l, según las 
propiedades de los logaritmos, tenemos log, «a<1). 

En los ejemplos anteriores, las fórmulas | — Vl se aplican eficazmen- 
te para las transformaciones de diferentes expresiones tanto de núme- 
ros concretos como dados por letras. Tales translormaciones se hacen 
necesarias, ante todo, para resolver ecuaciones y desigualdades. 

Sin embargo, estas fórmulas son insuficientes para la solución 
de muchas ecuaciones y desigualdades. En primer lugar, esto se 
explica, porque las letras que figuran en las fórmulas han de satisfa- 
cer limitaciones muy grandes. Además, las fórmulas 1-—IV tienen 
imperfecciones aún más grandes: sus primeros y segundos miembros 
tienen sentido con diferentes limitaciones para los valores de las letras 
que entran en aguéllas. 

Por ejemplo, la lórmula 1, log,MN tiene sentido, tanto en el 
caso cuando los números M y N son positivos, como en el caso en 
que éstos son negativos. En contraposición a esto, el segundo miembro 

e dicha fórmula tiene sentido sólo en el primer caso. Pues, esto signi- 
fica que si, durante las transformaciones de una ecuación, sustitui- 
mos el logaritmo del producto de dos expresiones M y N que contie- 
nen una incógnita, por la suma de los logaritmos de estas expresio- 
nes, entonces, para los valores de las incógnitas que convierten M y N 
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en números negativos, de la expresión tog¿M N obtendremos una 
expresión absurda log, M + log, N. Como resultado de tal transfor- 
mación, según se explica en el $ 9, podemos perder algunas raíces 
de la ecuación que busca lnos. 

Lo mismo sucede en las fórmulas Il y 111. | 

Por estas cuusas, para la solución de diferentes problemas que 
contienen valores incógnitos, es necesario aplicar fórmulas más gene- 
rales: 

I*. log, MN = log. [M4 + loga |N 1(M N >0). 


J*. log, $ = log, 1M |—log, IN | (MN >0). 
I1*. log, N*==2R log 1IN| (V>=0, k es un número entero). 
IV". logzn N=-y log [N | (N>0, 720 es un número 


entero, x$£0, |xl>21). 

Conviene señalar que en las fórmulas 1* y T1* tenemos los mismos 
defectos indicados arriba: sus primeros y segundos miembros tienen 
sentido con diferentes limitaciones para los valores de las letras o sím- 
bolos que entran cn éstas. Precisamente, los segundos miembros tienen 
sentido para cualesquiera que sean los valores de M y N, distintos 
de cero, y Jos primeros miembros, sólo cuando M y N son de signo 
igual, es decir, están afectadas por las limitaciones más rigurosas. Por 
lo tanto, al resolver, por ejemplo, ecuaciones, la sustitución de 
log, MN por log, M|-+logz |N| puede dar lugar a soluciones 
extrañas; en este caso las soluciones no se pierden como puede ocu- 
rrir al aplicar las fórmulas I— IV. Como la obtención de soluciones 
extrañas de una ecuación es preferible a su pérdida (¡ las soluciones 
innecesarias pueden omitirse mediante la comprobación, y las perdi- 
das no se hallarán!), para las transformaciones de expresiones de 
letras deben aplicarse las fórmulas 1*— IV*, 

A continuación proponemos unos problemas que muestran la im- 
portancia que tiene la aplicación acertada de estas propiedades. 

20. Simplificar la expresión 


log, 7—2 log, 4x* 


y calcular, seguidamente, su valor para x=-—2. 
En este ejemplo se observa bien que los cálculos según las fór mu- 
as | y HI! 


log, =-2 log, 4x* = 2 log, x— log, 4—2 log, 4 —8 log, x= 
=— 3—6 (08, X 


son erróneos, porque para x=—2 la última expresión no tiene sen- 
lido y es igual a —£6. 

Este resultado paradójico se obtuvo debido a que las fórmulas 
[ y lII son sólo utitizables para los valores positivos designados 
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por letras. Así, aplicando las fórmulas [* y 111* recién expuestas, 
en las cuales los valores de las letras pueden ser también negativos, 
obtenemos 


log, 7—2 log, 4x* = 2 log, |x] —1—2—3 log, | xj =- —3—6 log, )x]. 


Es evidente que para x =—-2 la última expresión es igual a — 6. 
21. Resolver el sistema de ecuaciones 


log, xy =5, 
lo Z=1 
Bu: y . 


Aplicando las fórmulas 1* y JI*, representemos este sistema así: 
| log¿1x|+log,|y]=5, 
log.:] x]—1081/21g4|= 1. 
Designando z, = logs] x |, 72 = log: ly 1, obtendremos 
| [ z2172:=8, 
2¿—2=—!l, 
de donde z,=2, z2=3, es decir, |x| =4, |y|=8. 


Pero este resultado no quiere decir que el sistema inicial tiene 
cuatro soluciones: 


x =4, Ya =8); Xx =_—4, Ya == — 8; 

x=4, Ya =—£8; x=—4 y 8, 
porque en la condición se requiere que tengan sentido las expresionés 
log, xy y log, 1e=. Es claro que éstas tendrán sentido sólo cuando x 
e y tengan signos iguales. Por consiguiente, nuestro sistema tendrá 
sólo dos soluciones: 
E x=á, y=8 y Xy =-—4, ya = —8, 

De tal modo, al aplicar las fórmulas .I* y 11%, hemos obtenido 
soluciones de sobra, de las cuales nos hemos librado fácilmente du- 
rante ta comprobación y si hubiéramos utilizado las fórmulas | y Jl, 
es decir, hubiéramos representado este sistema así: 

f  log,x+log,y=5, 
1 toga x—log,/24= Í, 
habríamos perdido la solución xXx, =-—4, y. =—8. 
Además, notemos que el sistema inicial se puede resolver también 


de otro modo, reduciéndolo al sistema 


X J 
xy == 32, Y “Sy 


de donde. obtendríamos el resultado adecuado. 
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En conclusión de este párrafío examinaremos un problema más: 
la resolución de la desigualdad logarítmica y su interpretación geo- 
métrica. 

22. En un plano esta dado el sistema de coordenadas cartesianas. 
Representar el campo de este plano lleno de todos los puntos cuyas coor- 
denadas satisfacen la desigualdad 


log, log, x> 0. 


Señalemos que x e y, que satisfacen la condición del problema, 
son tales que x2>>0, y2>>0, x3ele y361. Dado que las propiedades 


y 


Fig. 14 


de los logaritmos son diferentes para bases mayores o menores que la 
unidad, es natural analizar dos casos: A 

a) Sea x>I. Entonces, en virtud de las propiedades de los lo- 
garitmos, la desigualdad inicial será válida si se cumple la desigual- 
dad log,x> 1. Como se sabe, los logaritmos de los números mayores 
que la unidad, de base menor que la unidad, son negativos. Por eso, 
la desigualdad log,x>!1 no puede cumplirse para y del intervalo 
0Zy<I. | 

Por consiguiente, la desigualdad log, x>1 puede ser válida en el 
caso en que y > 1. Pero, si y>> |, la solución de la desigualdad log,x > 
> l.serán todos los valores de x>y. 

De tal modo, si x>>1, entonces y debe ser obligatoriamente 
mayor que la unidad, y> 1, para que se cumpla la desigualdad ini- 
cial. Los puntos del plano, para cuyas coordenadas será cumplida 
también la condición x> y, van a satisfacer la desigualdad inicial. 

Si representamos este campo en un dibujo, veremos que éste es 

la parte interna del ángulo infinito CBD (fig. 14). 
" b) Ahora sea O<x< 1. Si razonamos de manera análoga, obtene- 
mos que la condición del problema será satisfecha por aquellos puntos 
del plano para cuyas coordenadas se cumplen las condiciones 0<x< l, 
O<y<l e y<x (en la fig. 14 este campo es la parte interior del 
triángulo AOB). 
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El campo que da la solución de nuestro problema, consta de dos 
partes: la interior del triángulo 40B y la interior del ángulo infinito 
CBD (fig. 14). 


EJERCICIOS: 
Calcular: 
1. (a=)”B loga sNT. 2. —1ogs log, log. 16. 
3. log. tg (0,251). 4. log, te. 
3 1 

-% 6. Y Togs 5 e A 

5. logo,76 log, Y Y 0,125 5 tv= 0 
logs lora N 

7. a Va 


8 letgl+igtg2-+...+ lg tg 89. 
9. rigor... ig te 80. 


14 1+Jlo0g, 2 - log ? 
logs 6 __rniogs, 2 ] BA 1/5 
10. 210% 6_gloga 2, 11 (7) +5 
_ 1 l 
12. Hallar x, si 1—Ig5= 3 lg y +lgx+ 3185). 
¿Cuál es «mayor? 


13. loga2 6 -log,3. 14. log,5 6 loga5. 

15. log3 6 logy1!. 16. log u 0 logya. 
A A 

17. log, 2 6 log, 3. 18. Y/ 0,01 6 ¡/ 0.001. 


19. Demostrar que si «= log, 18 y B= log,454, af + 5(a —P)= 1. 
20. Hallar logs, 168, si log,12== a y log,224 =0. 
21. Hallar log3p8, si logy49 = a y loga05=0. 
Jog,, Y 
22. Demostrar la fórmula 5 2 
- l0Zab 
de los simbolos. 
23. Demostras Ja identidad 


log, N-loga N + logo N-log. N-+logs N-logy N= Ea A ogo MLN 
logude N 


= 1+ log, d y mostrar los valores admisibles 


24. Calcular la suma 


l ] l , 
lo 1 Fig Prog NT Toi , donde A = 1967. 


25. Demostrar que si a y b son longitudes de los catetos y c es la longitud de la 
hipotenusa de un triángulo rectángulo, cuando ¿—bHX 1 y c+0 A 1, entonces 


log. +9 G+ log; -yu=2 10g¿4+p 0: 108; p A. 


a q Demostrar que | logs a+ loggb | =>2 (a y b son números positivos distintos 
e . 


27. Demostrar que logjoy, y 7 >0. 


28. Demostrar que logs 17-108, y, 2-10ga y >2. 
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29. ¿Para cuáles valores de a y 6 tiene Jugar Ja desigualdad 


E ] 
log (226) > log, (q) 


30. Demostrur que Jog¿3 cs un número irracional. 
31. Hallar todos los valores reales de x para los cuales la expresión 


Aa 


es un númera real. 
Resolver Ins ecuaciones: 


yd 8 Y 
too (5) 
(logs 4)" 
33. Y Toga -+ 4 log, yz =2, 


34. Igix* — 20lg Y 5-10. 
35. log¿ 1—38 log, 2 2:=3. 


36. log, 2 +4 log, x*4-9.=0. 
37. log, 3-log , 3+10g , 3:=0. 
FR y 
88. log, (4x) «log x=" 1 +108 5 Y a. 
: 39. log a—log, a=log, a 
EJ 
40. x((0%s x)*-3 log, OS loz, vé 1... 


Resolver los sistemas de ecuaciones: 


I xy 
ú 9 E pg EL 2 50 EN 
1. 


does x= log, y >. 
o. | log, y =2y?, 
] 
log, V xa+2 log, 0 A 
a OB? Va 2 
loy a Y I , o —3, 
82 "y: 102 y 


L NA -= 5, 
a? 19 ir 30 =2, 
e 


45. j log, x— log,ry=m, 


43. 


44. 


log? y —l0g,3 y =N. 

logax + logyy + Jogyz = 2, 
logsy — loggz +  logax= 2, 
log¿2 — lugrex + logruy = 2. 


46. 
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2 —x-Y mm |, 
41. logay =Y x. 
48 x11=1-+6 log, y, 
; 2 y 25 +l, 


49. Resolver Ja desigualdad log, ,,x +logyx> 1. 
) 


50. Resolver la desigualdad Jer, lgx< 1. 
os ¿Para cuáles valores de a Jas raíces de la ecuación 1? —4x— logg 2= 0 son 
reales 
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Si el concepto de progresión aritmética no presenta ningunas di- 
ficultades, en la definición de progresión geométrica a veces hay 
confusión. Por lo tanto, es útil detenerse en esta más detallada mente. 

Algunos estudiantes citan esta definición de la manera siguiente: 
“Llámase progresión geométrica a una sucesión de términos de la 
progresión cada uno de los cuales, a partir del segundo, es igual al 
precedente multiplicado por un número constante para la sucesión 
dada y distinto de cero”. Otros, al definir esta sucesión, no estipulan lo 
destacado con letra cursiva. Desde el punto de vista de la primera 
definición, la sucesión 


20.00 0 «203: 50% 10057 (1) 


no es una progresión geométrica, mientras que la segunda definición 
admite considerarla como una progresión geométrica “con razón nula”. 

Claro que en la elección de la definición siempre hay cierta diber- 
tad. No vale la pena discutir si la definición es correcta o no, porque 
la definición no se demuestra. Pero, si damos una nueva definición, 
ésta debe regirse por la racionalidad. 

Desde este punto de vista analicemos la segunda definición, es 
decir, admitamos que la razón de la progresión tiene valor nulo. 

La introducción del concepto general de progresión geométrica 
se originó por la aspiración a estudiar las sucesiones de términos posi- 
tivos que se encontraban en diferentes problemas, en las cuales cada 
término consecuente es mayor, una cantidad de veces completamente 
determinada, que el precedente. Mientras tanto, para la sucesión (1), 
el problema de cuántas veces el tercer término es mayor que el segundo, 
no tiene sentido. Es muy deseable que la progresión geométrica se 
'restablezca unívocamente por cualesquier término y razón. Sin embargo, 
si se sabe que la razón de la progresión es igual a cero y su tercer tér- 
mino es también cero, es imposible determinar unívocamente su pri- 
mer término. Además, si (para la razón nula) el tercer término es 


-- 
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distinto de cero (por ejemplo, es igual a 1), no existe ninguna progre- 
sión geométrica que satisfaga estas condiciones *. 

De lo dicho se deduce que las sucesiones de la” forma (ft) poseen 
propiedades anómalas en absoluto, debido a que es infructuoso consi- 
derar estas sucesiones como progresiones geométricas. Por eso es ló- 
gico exigir que la definición de progresión geométrica contenga la 
razón distinta de cero. 

No obstante, esta definición tampoco posee la racionalidad sufi- 
ciente. En los límites de esta definición nada nos impide considerar 
la sucesión 

0,0,0,0, ...,0, ... (2) 


como una progresión geométrica con la razón 2 o la razón 1/3. La 
posibilidad de que la razón de una progresión dada no sea unívoca 
constituye un fenómeno indeseable. *, 

Para eliminar esta posibilidad es mejor formular la definición 
de progresión geométrica del modo siguiente: “llámase progresión geo- 
métrica a una sucesión de números en la cual el primer término es distinto 
de cero y cada uno de los consecuentes es igual a su precedente multiplicado 
por cierto número, distinto de cero, que es constante para la sucesión dada. 
Según se deduce de esta definición, entre los términos de una progre- 
sión geométrica no puede haber ceros. 

De esta manera, si en un problema a resolver, el primer término. 
b, de una progresión geométrica es una expresión de una magnitud 
incógnita, para la incógnita resulta un valor que convierte b, en cero, 
y según la definición recién aceptada, omitimos este valor de la incóg- 
nita porque no satisface la condición del problema. 

Para la comprensión de la definición de las progresiones se plantea 
también .Jla siguiente pregunta que a veces presenta dificultades: 
¿es una progresión aritmética o la geométrica la sucesión 1, 1, 1, ..., 
1,...? En realidad, esta sucesión puede considerarse como progresión 
aritmética (con diferencia de 0) y como geométrica (con razón de 1), 
simultánea mente. 

Es útil prestar atención al hecho de que las definiciones de las 
progresiones y las fórmulas conocidas del término general y de la 
suma de 2 términos son válidas hasta en el caso cuando los términos 
de la progresión son números complejos. 


2) Puede citarse también otros “efectos indescables” que se deducirán de la segun- 
da definición mencionada arriba. Notemos que todos estos efectos no tienen similares 
en la teoría de la progresión aritmética. Mientras tanto, es razonable que las teorías 
de las ono aritmética y geométrica sean análogas. 

22 Notemos también que de la misma definición de la suma $ de una sucesión 
infinita es fácil hallar la magnitud de la suma de Jos términos de la sucesión (2): S=0, 
Por lo tanto, si consideramos (2) como. una progresión geométrica cuya razón es 2, 
obtendríamos un cupo de progresión geométrica que fiene una suma, pero que no 
es una progresión infinitamente decreciente, 
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Los conceptos de progresiones aritmética y geométrica se asimilan 
bien y sus ejemplos se resuelven con bastante seguridad ". No obstante, 
a menudo se proponen problemas que requieren aplicar, junto con las 
progresiones, otros conocimientos del curso algebraico. Es razonable 
detenerse más detalladamente en tales problemas “combinados”. 

l. « Para cuáles x los tres números: lg 2, lg(2*— 1) y le(2* + 3), 
considerados en la sucesión indicada, van a presentar una progresión 
aritmética? 

Para resolver este problema, aparte de las progresiones, es nece- 
sario saber propiedades de los logaritmos. 

Valiéndose de la definición de la progresión aritmética, podemos 
reducir este problema a una ecuación 2 lg (2*— 1) = 1g2 + lg (2* + 
+3), la que debemos solucionar. Vamos a representarta asi: (2*— 
—1):=2(2* +3), o bien, designando 2*—1=2, obtenemos 2-—— 
— 22—8 =0, de donde z, = 4, z2=—-2. La raíz z, es extraña ya que 
se ha de cumplir la desigualdad 2% —1>0 (la desigualdad 2* + 3>0 
queda cumplida por sí misma para cualquier x). La raíz 2, reduce a 
la ecuación 2*— 1=4 de la que hallamos: x+.= logs 5. 

2. Dadas las progresiones aritmética y geométrica de términos posi- 
tivos. Los primeros términos de estas progresiones coinciden, así como 
los segundos. Demostrar que cualquier otro término de la progresión arit- 
mética no es mayor que un término respectivo de la progresión 
geométrica. : 

Este problema es died interesante porque denuncia una relación 
curiosá entre la progresión aritmética y la geométrica. 

Así tenemos dos progresiones: —a4,, dz Grm..., An, +. y 
— bi ba bs...» bn, -»., donde a,=6b,, a,=b,. Todos los tér- 
minos de la progresión aritmética son positivos, entonces a, >0 y.la 
diferencia d>0. La igualdad az=b, en este caso muestra que la 


diferencia q = - +11. 


Hay que demostrar que br+1>U2+11 1=2, 3,..., o sea, que 
a" —a,—nd>0. No es dificil obtener esta desigualdad si utiliza- 
mos la fórmula del binomio de Newton 


a, —a,—nd=a, (1 +7) —a—nd= 
d d3 de d? 
=4, (1 as Ca + e +) —nd=Ci + ...=0, 


donde los puntos suspensivos sustituyen los términos positivos no 
escritos. De aquí se comprende que la igualdad a, =b, para todos 


1) Préstese atención especial al hecho de que todas las fórmulas y definiciones 
que se demuestran en la teoría de las progresiones son válidas hasta en los casos 
en que los términos de las preerctiónea son números complejos. Sin embargo, en todos 
los problemas referentes a las progreslones se entiende (si no se especifica lo contrario) 
que los términos de éstas son números reales. 

/ 
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los valores de n es sólo posible cuando d = Ó, es decir, cuando todos 
los términos de la progresión aritmética son iguales entre sí. 

Se puede ofrecer otra solución sin recurrir a la fórmula del binomio 
de Newton. Según lo hallado anteriormente, g>1 y está relacionada 


con la diferencia d mediante relación d = a,q—a,. Por lo tanto, 


419" — a,— td = 419 —4a,—a11q + an =0a, (q — 1) —an x 
x(q—1)==a (q—b lg +3 02+...4+7+1—n)>0, 


porque a1>0, q>1 y la expresión entre los corchetes tampoco es 
negativa, ya que de g>1 se desprende que g2>1!, 9 >l, ..., 
ql, es decir, 9 71+9"2+...+9+q+1>mnm, La igual- 
dad a, =b,, para todos los valores de n es posible sólo cuando q = 1, 
o sea, sí todos los términos de la progresión geométrica son igua- 
les entre sí. 

3. Demostrar que tos números Y 2, Y 3, VW 35 no pueden ser tór- 
minos de una progresión aritmélica. 

En este problema hay que utilizar el concepto de los números ra- 
cionales e irracionales. Pero, al principio citaremos una demostra- 
ción que frecuentemente se propone a partir de la afirmación enuncia- 
da: “Dado que M3—V 2 1,732—1,414=0,318 y VE—V3 = 
= 2,236 — 1,732 =0,514, los números propuestos, por consiguiente, 
no forman una progresión aritmética.” Notemos que los cálculos 
aproximados, sin tener en cuenta su exactitud, na son probatorios en 
las Matemáticas. Pero, si verificamos la exactitud de los cálculos 
(lo que no presenta dificultades), esta demostración es incorrecta, ya 
que muestra que los números dados no pueden ser tres términos 
sucesivos de una progresión aritmética. Sin embargo, no se ha demos- 
trado que éstos no puedan ser tres términos no contiguos de la misma 
progresión aritmética. | 

Aqui será correcta la demostración de lo absurdo. Supongamos 
que en una progresión aritmética, con el primer término e, y la di- 
ferencia d, tenemos 


V2=4a"=a+(i—bd, V3=a47=4+Hm—1)d, 
VA=a,=40+(n—1)d. 


Restando la primera de la segunda de estas igualdades y luego la 
segunda de la tercera, obtenemos 


VIV 2=(m—kjd, V¿—V 3=(n—md; 


dividiendo la primera entre la segunda de las relaciones obtenidas, 
tenemos la igualdad 


V3I—_yY2 mk 


O (3) 


Y 5—YyY3 nm” 


$ 7. PROGRESIONES 89 
ee A ai 


Parece evidente para algunos estudiantes que esta igualdad es 
imposible, porque “a la izquierda se encuenira el número irracional 
y a la derecha, el racional” *. Sin embargo, para que este caso sea más 
riguroso, es necesario demostrarlo, lo que exigirá ciertas consideracio- 
nes complementarias que analizaremos a continuación. 

Examinemos la igualdad obtenida (3). Su segundo miembro es 
un núníero racional, ya que m, k, n son números enteros (recordemos 
que se llaman racionales a todos los números reales de la forma p/g, 
donde p y q son números enteros, 9740). Designemos este número, 


para abreviar, por r y escribamos la igualdad (3) en forma de Y 3— 


Y 2=rnVW 5—Y 3), de donde, al elevar ambos miembros al cua- 
drado, obtenemos 


y VB V5=E2. 


El segundo miembro de esta última igualdad es también un número 


racional; designémoslo por s. Elevemos al cuadrado ambos miembros 
pe E AE 4 $ 

de la igualdad r2 Y T8—V 6=s, obtenemos VT0== 42. 

Esta igualdad demuestra que V 10 es un número racional, pero esto es 

incorrecto ”. La contradicción obtenida demuestra que la igualdad 

(3) es imposible, o sea, los números Y 2, 443, M5 no pueden ser 

términos de una progresión. aritmética. 

Antes de pasar a considerar algunos problemas de progresión geo- 
métrica nos detendremos en un problema teórico. Sucede con Írecuen- 
cia que para la resolución de los problemas es necesario escribir la 
condición a que los números dados presenten una progresión geomé- 
trica. Por lo común, esta condición se inscribe así: los números 6, 
ba ba presentarán una progresión geométrica en el caso, en que 


. b4:b, = Us: ba, 
o bien 
b 
.. de 


D En este caso los estudiantes parten simplemente del aspecto exterior del nú- 
mero, considerando que una combinación compleja de números irracionales será 
obligatoriamente un número irracional. Es fácil convencerse que esto nu siempre es 

; V3+ y2 ci 
correcto. Por ejemplo, el número Vi-V7 —2VY 6 no es el número frracional, 


porque un cálculo sencillo muestra que es igual a 5. He aquí un ejemplo más com- 
plejo: el número , 

V T+V5D+ Y 5Y.2—7, a pesas de su aspecto “irracional” complejo, en 
realidad es racional e igual a 2. Puede convencerse en esto, ul notar que los radican- 
dos son cubos exactos. 


27 El hecho de que Y 10 es un número irracional se demuestra asimismo como la 
irracionalidad del número Y 2. 
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Es fácil darse cuenta de que la última igualdad no es equivalente 
a la definición de la progresión geométrica b.=6b,q, bs=bx4. En 
realidad, los valores de tres cifras 2, 0, O y O, O, O son progresiones 
geométricas (en el primer caso la razón es igual a cero, en el segundo, 
es ub número arbitrario), sin embargo, para cada una de éstas la 
igualdad (4) pierde su sentido. Por eso, la utilización de la igual- 
dad (4), como criterio de la progresión geométrica, es incorrecta, 
especial mente en los casos, en que b, y b, son expresiones de una mag- 
nitud incógnita, por razón de que no se sabe de antemano si siempre 
son o no distintos de cero. 

Es más correcto presentar la condición requerida no en la forma 
(4), sino en la forma bi =b,b3 que tiene sentido para todos los valo- 
res de 6b,, bz, ba (incluso los valores nulos). Se puede enunciar esta 
condición en una forma más generalizada. Como se sabe es válida 
la siguiente propiedad: en la progresión geométrica, el cuadrado de 
cualquier término (exceptuando, naturalmente, el primero, y el último) 
es igual al producio de sus términos contiguos. Es fácil comprobar que 
es correcta también la afirmación inversa: si n números situados en 
un orden determinado son. tales que el cuadrado de cada unño de ellos (ex- 
ceptuando el primero y el último) es igual al producto de los números 
contiguos con éste, entonces estos números presentan una progresión geo- 
métrica. Valiéndose de esa afirmación podríamos seguidamente es- 
cribir esta condición (n constituye dos igualdacdes) con. el cumpli- 
DS de la cual los r: números dados presentan una progresión geo- 
métrica. 

Esta propiedad de la progresión geométrica los estudiantes la inter- 
pretan a veces así: cualquier término (exceptuando los extremos) de 
la progresión geométrica es una media geométrica de los términos 
contiguos. No obstante, está claro que la afirmación en tal forma es 
válida sólo para las progresiones con términos positivos reales. Si la 
representamos, por ejemplo, para la progresión geométrica 1,— 3, 9, 
entonces resultará una igualdad incorrecta: — 3 =Y T.9. 


4. Demostrar que los tres números == cosa, tga tomados en la 
sucesión dada, presentan una progresión geométrica solamente para a = 
=> 591/3+231%, R=0,+1, +2, ... 

Aunque el problema está formulado en forma trigonométrica, su 
solución se reduce al análisis de las raíces de un polinomio de tercer 
grado. 

Los números dados presentan una progresión geométrica si se 
cumple la igualdad 


costa — nn : (5) 


De tal modo, los tres números señalados en la condición del pro- 
blema presentan una progresión geométrica sólo en el caso cuando «u 
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satisface la ecuación (5) que se puede escribir así: 
6cos*a + costa— 1 == 0. (6) 


Comprobemos si los números dados para a = 3 1/3 + 2nk presen- 
tan realmente una progresión geométrica. Con este valor de a tene- 
mos: cosa =1/2 y por medio de una sustitución nos convencemos 
de que esto constituye la raíz de la ecuación (6). 

Algunos estudiantes reducen su solución precisamente a tal razo- 
namiento. Sin embargo, este razonamierito no ofrece una demostra- 
ción completa de la afirmación dada en la condición del problema. 
Hemos comprobado que para los valores mencionados de « los 
números dados forman una progresión geométrica; nos queda por de- 
mostrar que para ningunos otros valores de a: esto resulta cierto. De- 
signemos cos a. = 2 y consideremos el polinomio 62? 4- 2*—- 1. Sabemos 
que 2=1/2 es una raiz suya, y debemos descomponer en factores 
este polinomio !': 


62 + 2—1 =(2— 1) (32 + 22 + 1). 


Como el discriminante del trinomio cuadrático obtenido es nega- 
tivo, la ecuación (6) no tiene otras raíces reales, excepto cos a == 1/2, 
Por consiguiente, la igualdad (5), equivalente a la definición de la 
progresión geométrica, se satisface sólo con los valores de a expuestos 
en la condición del problema. 

5. Haltar todos los números complejos x e y tales que los números x, 
x + 2y, 2x +y formen una progresión aritmética, y los números (y + 1), 
xy +5, (x +1)? presenten la progresión geométrica. 

Según se expresa en la condición ahora debemos considerar las 
progresiones con números complejos. : 

Dado que los números x, x+2y, 2x +y forman una progresión 
aritmética, tenemos la igualdad (x + 2y) — x = (2x + y) — (x + 24), 
de donde se deduce que: x =3y. Ya que los números (y + 1)?, xy +5, 
(x + 1)? han de presentar una progresión geométrica, debe cumplirse 


la igualdad 
(xy +5) = (x + 1) (y + 1)". 


En esta igualdad sustituimos x= 3y y aplicamos la fórmula de dilfe- 
rencia de cuadrados, entonces obtendremos una ecuación para deter- 


minar y 
(y— 1) (Oy? + 2y +3)=0, 
la cual tiene tres raíces: una real y dos imaginarias. Deesa manera, 
la condición del problema la satisiíacen tres pares de números: 
x,=3, Xy =—1 +2V2 5, Xy = —1 —2P7 1, 
—14+2Y 24 —1-2V 2: 
y=!, yy VE a yea E, 


1» Por ejemplo, al dividir el polinomio 64+ 2— 1 por 2 — 1/2 se puede conseguir 
que sean enteros todos los coeficientes en la descomposición resultante. 
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Por ejemplo, en el primero de estos casos la progresión aritmética 
tiene la forma 3, 5, 7 y-la geométrica 4, 8, 16; en el segundo caso 
la progresión aritmética tiene la forma 
14210 5, Sl y ad ¡ 
an 
8 


( la diferencia es igual a y la geométrica 


—3+8V2 B-4V 2: 8 
a es e o 


(aquí la razón es igual a —2—Y Zi). Análogamente, pueden calcu- 
larse las progresiones en el tercer caso. 

6. Hallar una progresión geométrica real si se sabe que la sumá de 
sus primeros cuatro lérminos es igual a 15 y ta suma de sus cuadrados 
es igual a 85. 

Este problema no presenta dificultades en lo que se refiere a las 
progresiones; sin embargo, merece un análisis especial la ecuación 
que resulta de este problema. | 

Designemos el primer término de la progresión que se busca por a, 
y su razón, por q. Entonces, los otros tres términos son iguales a ag, 
aq* y ag”. Según la condición expuesta tenemos el sistema de ecuacio- 


nes 
f e0d +++) ==15, 
Y (e (14-9+q*+q*)=85. 
Elevando la primera ecuación al cuadrado y dividiendo el resultado 
entre la segunda, obtenemos una ecuación para q: 


Dl Dl e RE 
I+g9+a+ go 17 > 


Si simplificamos esta ecuación, resullará una ecuación de sexto 
grado. Pero podemos proceder de otro modo. Transformemos el pri- 
mer miembro: 


gr 2 
od nl Ad 1 Wa ) = AO gol gel glo 
a ar 
qa— 1 
(PAHO +9+ Dg + l)_ 9%+29* 4294291 
+1 ESA ses dd: 
De tal manera obtenemos la ecuación 


q + 29429942941 45 
+! 47? 


que puede ser reducida a una ecuación de cuarto grado 
1444—= 17 1794— 177 + 14 =0. (7) 
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La ecuación obtenida tiene una forma especial, la llamada ecua- 
ción reciproca de cuarto grado: sus coeficientes equidistantes de Jos 
extremos son iguales. La forma general de la ecuación recíproca de 
cuarto grado se representa asi: 


Ax +Be+Cx + Bx4- A =0; 


mediante un procedimiento artificial, se puede resolver cualquier 
ecuación de esta forma. Señatemos cómo actúa este método en nuestro 
caso concreto *, aunque su generalización será evidente en seguida. 

Está claro que g =0 no es una raiz de la ecuación (7). Por consi- 
guiente, ambos miembros de esta ecuación se puede dividir entre 
q" y transformar luego el primer miembro del modo siguiente: 


(ee) re) era [fo+4) 3] 
—17 (q+2)-17= 14 (a+) —17 (9+7)—45. 


Designando ahora a q +1/g por t, obtendremos la ecuación 14(1— 
—17f—45=0 cuyas raíces son f, =5/2, l¿ =—9'7, Quedan por 
resolver dos ecuaciones: 


t__ 09 


Las raíces de la primera ecuación se hallan sin dificultades: q, = 2, 
qa=1/2; la segunda ecuación no tiene raíces reales. Sustituyendo 
sucesiva mente los valores hallados de q en la primera ecuación del 
sistema inicial], obtenemos que a,=1, a, =8. 

De tal modo, las dos progresiones geométricas siguientes satisfacen 
la condición del problema ”: 


1,2,4,8, 16, ... y 84,2,1, 12, ... 


A veces con el concepto de la progresión se relaciona un caso de 
Geometría. Así sucede, por ejemplo, en los problemas siguientes. 


1) En nuestro caso resultó, además, que B= C;, en el caso general los coeficientes 
8 y C son distintos. 

2 No es casual ej hecho de que resultó recíproca la ecuación (7) durante la reso- 
lución del problema. El asunto es que las ecuaciones recíprocas poscen la siguiente 
propiedad: si el número a.es una raíz, entonces Ya también lo es; eslo se demuestra 
mediante ta comprobación directa. La ecuación (7) determina la razón de la progre- 
sión. Siv. embargo, en la condición del problema el orden de números incógnitos 
no tiene importancia; por esto, si cualquier número q es la razón de la progresión que 
satisface la condición, entonces |/y será también la razón de la progresión que satis- 
face la condición (esta progresión está compuesta de los misnros túmeros que la pro- 
gresión correspondiente an la razón q, peto escritos en el orden contrario). Por consi- 

guiente, es de esperar que la ecuación para q ha de ser recíproca, 
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7. ¿Para qué válores de la razón, tres términos contiguos de una pro- 
Ae geométrica pueden hacerse de longitudes. de los lados de un trián- 
"ULO: 

Es absolutamente evidente que, con la razón igual a 1, cuales- 
quiera tres términos de la progresión geométrica (siendo positivo el 
primero) pueden ser las longitudes de los lados de un triángulo 
equilátero. 

Supongamos que nos han propuesto tres números positivos desigua- 
les a, ag, aq?; ¿para qué valores de q estos números pueden ser 
las longitudes de los lados de un triángulo? : 

Se sabe que tres segmentos forman un triángulo cuando, y sólo 
cuando, cada uno de éstos es menor que la.suma de los otros dos. 
En realidad, para aclarar si los tres segmentos dados forman un trián- 
gulo, es suficiente comprobar si el segmento mayor es menor que la 
suma de los otros dos. 

Utilizando esta propiedad vamos a resolver este problema. Ne- 
cesitamos aclarar para cuáles valores de q, el mayor de los tres nú me- 
ros a, ag, ag* es menor que la suma de los otros dos. Claro está que 
para q >|! cl número mayor será ag?, y para q<l, el mayor número 
será a. Por eso examinemos dos casos: 

a) Sea qg>l1. En este caso debe cumplirse la desigualdad 


aq? < aq +4. 


Ya que a es un número positivo, de ahí obtenemos que la razón 
q satisface la desigualdad g?*—q—1-<0. La solución de esta desi- 
gualdad serán todos Jos valores de q que se tienen en el intervalo 


AAA << EH, 


Tomando en consideración que en el caso q>1 obtenemos que q 
puede variar en el intervalo 
VE -+! 


[<< —— 


para cualquier valor de q de este intervalo los tres números a, aq, ag? 
pueden ser las longitudes de los lados del triángulo. 

b) Sea 0O<g< 1. Puede hallarse un intervalo dentro del cual debe 
variar la razón q. Sin embargo, procederemos de un modo diferente. 

Escribamos la progresión a, aq, ag? a la inversa: ag?, aq, a y 
designemos su razón, igual a 1l/g, por g'. Ya que q<l, entonces 
q =1/q>!. Por eso llegamos al caso anterior y obtenemos que q' 
ha de variar dentro del intervalo | <q < E 

ro 

comprendido dentro del intervalo |< E De ahí demostramos 


, es decir, 1:g está 
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que en el caso que se examina q puede variar dentro del intervalo 
LA <g<l. 

Reuniendo todos los casos considerados más arriba, obtenemos 
que la razón q de la progresión puede variar solamente dentro del 
intervalo _ a 

Bl . l 
V , Leg< 54 , 

8. Una recta pasa por el centro del cuadrado ABCD y interseca el 
lado AB en el punto N, AN:NB=1:2, En esta recta tomamos un 
punto arbitrario M que se encuentra dentro del cuadrado. Demostrar que 


las distancias desde el punto M hasta los lados del cuadrado AB, AD, 
BC, CD, tomados en la sucesión indicada, forman una progresión arit- 
mética. 

Designémos por x (fig. 15) la distancia desde el punto M hasta el 
lado AB y por y hasta el lado AD; entonces, las distancias hasta los 
lados BC y CD serán respectivamente iguales: a—y y a—x, donde 
a es el lado del cuadrado. 

Si a través del punto A trazamos ÁS||NP, será fácil comprender 
que tg / SAD =1/3. Prolonguemos NP hasta la intersección con 
la prolongación de AD en el punto R y analicemos ARML. Ya que 
PD= 25D, según la propiedad conocida de las paralelas, concluimos 
que RD =2AD =2a, por lo cual RL = 24u—(a— x) ==. a Lx. Segui- 


damente tenemos: 45 = tg [/MRL, de donde y= 5. 


| ER 
Ahora nos queda por comprobar que para cualquier 0<x<Aa los 
. a+x a+x 24 — x 
cuatro números: Xx, <=, 4 7 = ——, 4—x forman la pro- 


gresión aritmética. Esta comprobación procede directamente de la 
definición de la progresión aritmética: 
a+4x 2Za=x  a-4+x 20—x 


Durante la resolución de este problema algunos estudiantes co- 
meten un error grave. Afirman que los cuatro números MQ, ML, 
MK, MT forman la progresión aritmética simplemente ya que la 
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suma de los términos extremos, MQ +MT =a, es igual a la suma 
de los términos medios ML +MK=a. Es evidente la falta de 
argumentos de esta afirmación. Efectivamente, si los cuatro números 
forman una progresión aritmética, la suma de los términos extremos 
es igual a la suma de los términos medios. No obstante, aunque esta 
propiedad resulta satisfecha para los cuatro números éstos no están 
obligados a formar una progresión aritmética (por cjemplo: |, 6, 5, 
10). 

Notemos que en algunos problemas la aplicación de ciertas fórmu- 
las para las progresiones aritmética o geométrica es posible sólo 
después de algunas transformaciones especiales. | 

9. Hallar el término general de la sucesión 2, 4, 7, Ll, ..., cuya 
propiedad es que las diferencias entre los términos contiguos forman una 
progresión aritmética. 

Examinemos un procedimiento para hallar el término general 
de cualquiera que sea la sucesión, en la cual las diferencias entre los 
términos contiguos formen una progresión aritmética. 

Designemos la sucesión dada por a,, 4,, 83, ...; entonces, 

da— a =P, 
Ay— (y = Fa, 
04 (%3=fa3, 


Ana ln -1—€f2a-1 


y según la condición, los números r,, fa, fs ... forman una progre- 
sión aritmética. Sumando todas las igualdades escritas y reduciendo 
todos los términos semejantes obtenemos que 


E E ES 
En nuestro caso el primer término de la sucesión es igual a 2 y 


la suma de la progresión aritmética (su primer término es 2, la di- 
ferencia es igual a 1) se halla fácilmente: 


Ot.s Hgo E (—ÑÁ o LN 
Por eso 
a =24 MD 0+D 7 2ED, 


10. Hallar la suma 
l-+2-24-3.224-4.294+ 5.214 ...+100-2%9. 


_ La suma propuesta no es una suma de progresión geométrica. 
Sin embargo, si se manifiesta cierta maestria”, la solución se 
logra sin mucho esfuerzo partiendo de las fórmulas ya conocidas. 
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Vamos a escribir la suma propuesta, designándola por S, en la forma 


S=1424+2:2423+4+,..4 2% 4 29 4 
q 24 234235... +29 4290 + 
+ 2424... +2% +29 4- 
+24... 42% 4 29 4 
o os 
Zas, 
Es evidente que en cada uno de los renglones hay una suma de cierta 
progresión geométrica; aplicando la fórmula adecuada, obtenemos que 


PQ), 2D) 2829), 29 (2071) 
ar a de] As 


3B01_ 99 peña 
4 LA EA (219 1) 4 (21992) > 
+ (2109... 23) + (2109.23) +... + (2100 298) + (Q10é_— 9oo) SS 
== 100 -2—(14+ 24 224... + 29) =100. 21%. 
| (291 99.910,14 
e A 

11. Hatlar el coeficiente para todos los valores de x" en la descorn- 
posición (14+x+21430ñH...+nx)?. 

Lo primero es comprender de qué modo pueden aparecer en la 
descomposición los términos con x”. Según la fórmula del cuadrado 
del polinomio, la descomposición incógnita va a contener: primero, 
los cuadrados de todos los términos de lá suma propuesta por la con- 
dición; segundo, todos Jos productos de pares duplicados de estos 
términos. Es fácil observar: si el número r. es impar, los términos 
con x” de la descomposición pueden ser obtenidos sólo de los pro- 
ductos dobles, si el número n es par, los términos con x” de la des- 
composición también pueden ser obtenidos de los productos dobles; 
pero, el mismo término puede obtenerse, además, como resultado de 


e 3 
la elevación al cuadrado del sumando 3 x a 


Por consiguiente, para resolver este problema es natural considerar 
por separado dos casos: cuando n es par y cuando r es impar. 

Examinemos al principio el caso en que n es par. Entonces la 
suma propuesta tiene n+1 términos, es decir, su húmero es impar 
y la expresión dada puede anotarse en la siguiente forma, elimi- 
nando el término medio: 


P E (5—1) ui 
n 2 
+(Prijo + +h(0—1)x0=1 4 nar , 


4 N 38958 
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Es evidente que entre los cuadrados de los términos de nuestra suma 
sólo el cuadrado del término medio nos proporciona el término con 
x”, y a partir de los productos dobles la potencia desconocida la darán 
solamente los productos de los términos equidistantes de los extre- 
mos. Por consiguiente, el coeficiente incógnito será igual a: | 


S= ($) +2-1:042-1-(0—1)+2-2-(0—2) + dl 
+2 (31) (9+1)=(3)'+2042-1:1+ 
4 2.2.1n4+92:3R+4... +2(5-1) l— 
A A. E (51) (F-1)= 
n? fn 
=2 4+2n +20|14+243+ 7 +(3-1)]- 
—2 [19429433 qe +(5-1)]. 


La suma entre los primeros corchetes se calcula como una suma de 
progresión aritmética; la suma entre los segundos corchetes se deter» 
mina por la fórmula de Ja suma de cuadrados de números enteros: 


114 2H... ph ALARMA 


Es muy útil saber y poder demostrar esta fórmula. Un cálculo simple 
muestra que cuando n es par el coeficiente de x” es igual a: 


_ním4l, 
O 


Ahora tenemos que 2 es un número impar. En este caso la suma 
propuesta tiene n-+ 1 términos, es decir su número es par, y en la 
expresión dada hay dos términos medios: 


n-1 n+1 


[espana e Ae 


AN 2190014 noel ; 


Es fácil comprender que los términos con x” pueden aparecer ahora 
sólo como resultado de los productos dobles de los términos equidis- 
tantes de los extremos. Por consiguiente, el coeficiente buscado es - 
igual a: 


S=2-1-04+2-1-(n—1)+2:2-.(n—24+...42 7 La 


n—] 


= 214 2-1.n4+2-2:n42-3-n4-... + 2- ai 
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E E A A A, A 


=2n +4 2n [1+24+3+...+ : 
—9 [12224 dci A 


De este modo se ve que la fórmuia definitiva no depende de la 
paridad o imparidad del número r. 

Son muchos los problemas referentes a la composición de las ecua- 
ciones que están relacionados con las progresiones, mas la mayoría 
de éstos sólo utilizan las definiciones de las progresiones. Conside- 
remos aquí un solo problema con respecto a la composición de las 
ecuaciones del tipo de “problemas de soluciones químicas”. Los proble- 
mas de tal tipo, en los cuales la progresión geométrica está presente 
con poca evidencia, se encuentran con bastante frecuencia y presen- 
tan dificultades. | 

12. De un depósito que cuntiene 729 | de un ácido puro, se ha extraido 
al y se ha rellenado con agua. Después del mezclado total (hasta que 
se obtenga una solución hornogénea), del déposito se ha extruido de nuevo a 
] de la solución y se ha rellenado con agua revolviendo la mezcla escrupulo- 
samente. Después de repetir 6 veces tales operaciones, el liquido de de- 
pósito contenía 64 | de ácido puro. Delerminar el valor de a. 

Después de que del depósito se haya extraído por vez primera a | 
de ácido puro y se haya repuesto con agua, en éste quedo, natural- 


mente, 729 — a | de ácido puro. Es evidente que un litro de la solu- 
0 — 
ción ahora contiene Et 2 | de ácido puro. Por segunda vez del de- 


pósito se extrae a: == | de ácido y en éste queda 


120—a _ (129—a)Y? l 


129 409 = —g> 


de ácido. Por consiguiente, al reponer el depósito con agua por 
segunda yez, un litro de la solución contiene A :729 == CARA 
de ácido. Por lo tanto, la tercera sustracción distminuye la can- 
tidad de ácido en el depósito más en aL 1, es decir, 
después de la tercera operación en el depósito quedan 


(129—ay _ , (729—aj? _ (729—aP y 


729 729* 
de ácido. 


41 
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No es dificil notar que la cantidad de ácido en el depósito, después 
de la sexta operación, ha de ser igual a 


(729— ajo y 
—— 1. 


Pero, esta suposición no sustituye, como es natural, la demostra- 
ción. Para que la rigurosidad sea más completa, convendria repetit 
seis veces los razonamientos expuestos arriba, y convencerse de que, 
después de la sexta operación, en el depósito quedará precisamente 
tal cantidad de ácido puro ”. la ecuación 

(729— ay? = 64 


sl anotamos que 21 =64 y 39=729, se determina inmediatamente 
que a=243, De tal modo, en cada operación se extraían 243 litros 
del líquido. 

Sacando la conclusión de este párrafo es necesario decir algunas 
palabras respecto a la progresión geométrica infinitamente decre- 
ciente. Aquí se debe, sobre todo, tener una idea clara de la diferencia 
de principio entre la definición del concepto de la suma de tal progre- 
sión y el cálculo de la cantidad de esta suma. 

Si tenemos una cantidad finita de números, entonces la suma us + 
+us+us +... +u, de estos números tiene un sentido determinado 
por completo, de acuerdo con los conceptos aritméticos. Tenemos que 
hallar el número S¿= 1, + ds, adicionar al número obtenido S, el 
tercer número dado y obtener S¿=S,+ 441 + 4, + us, a éste adi- 
cionarle el cuarto número dado y obtener S, =S¿+ u,, etc., hasta 
que queden agotados tados los números dados. 

Sin embargo, si la cantidad de números es infinita es evidente 
que la determinación de la suma recién dada, es inaplicable, porque 
nunca podemos agotar todos los números dados. Por esta. causa, la 
anotación 4, +4 +us +... +Fin+... hasta ahora no tiene sen- 
tido: en efecto, no sabemos qué significa adicionar una cantidad in- 
finita de números. 

En este caso procedemos del modo siguiente. Calculemos las lla- 


1 Es fácil demostrar lambién que las cantidades de ácido en el depósito después 
de cada operación: 
(729—ay? (729 —a)? 


729—u, — AS + — 97 7 * ... 


729 —a 
72 
si después de a-ésima operación en el depósito queda R,, 1 de ácido puro, entonces 1 Í 


representan una progresión geométrica con la razón == ]— 735 . En realidad, 


de la solución tendrá se | de ácido y, como resultado de la + | operación, la canti: 
Z) 


] AL a =p UR a 
dad de ácido disminuye cn 525 l y será igual a Rari= Kn 729 = ff! 5) 1. 
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madas sumas parciales, o sea, las sumas de un número finito de 
sumandos: 


Si ¡= 4; 
Sy = 11 + uy; 
Sa = 4 + Us + Us; 


Sauru ++... ua; 


pues calcularse (de un modo habitual) para cualquier valor de k. 
ara la sucesión numérica obtenida de este modo 


Sr Si NA S»» ... 


hay dos posibidilades: una, que tenga límite, otra que no lo tenga. 
Si esta sucesión de las sumas parciales no tiene limite cuando k—«<o, 
entonces la suma de los números 4,, Us, Us... ; Un, ... no se deter- 
mina. Si el limite existe, entonces ésta, según la definición, se denomina 
suma de los números dados; si este límite es igual a S: 


timS,=S, 
kw 


entonces se escribe que 
7 E O 


De tal manera, la suma de un conjunto infinito de números es un 
concepto absolutamente nuevo, distinto por su esencia de la noción 
de la suma que existe en las Aritméticas. 

Si ahora consideramos una progresión geométrica infinitamente 
decreciente Y 


a, q,ag,..., aq, ...Iql<l, 
entonces la sucesión de las sumas parciales en este caso tiene eviden- 
temente un límite que es igual a: S == De tal modo, fa progre- 
sión geométrica infinitamente decreciente tiene una suma que es igual a: . 


s=. 
—4 
Conviene tener muy presente que antes de calcular la suma de 


sucesión infinita de los números, hay que convencerse de su exis- 
tencia. Esto se ve claramente en el ejemplo que a continuación se 


»M La progresión geoméfrica con un número infinito de términos y una razón menor 

que | por su valor absoluto, se denomina infinitamente decreciente. Sin embargo, esta 

enominación no es del todo exacta: la progresión infinitamente decreciente puede no 

ser decreciente y será en renlidad decreciente solamente en el caso cuando su primer 

término sea positivo y la razón satisfaga la desigualdad 0<y< I. Por ejemplo, la 

progresión geométrica infinitamente decreciente 1, —5/2, 1/4, —1/8, ... no es decre- 
ciente según la terminología admilida. 
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mm 


menciona. Tratemos de hallar la suma de la siguiente progresión geo- 


métrica infinita: 2, 4, 8, 16, ...,2”, ... Si planteamos el problema, 
designando la suma por $: 
Su24 ho... 287172 ...4 


entonces, multiplicando por 2 ambos miembros de esta igualdad, ob- 
tenemos 
4484...424 214... =28, 


de donde se desprende que 2 +25 =S y, por consiguiente, S =—2. 
El resultado extraño obtenido, — la suma de una cantidad infinita 
de números positivos es negativa —, se puede explicar muy fácil mente: 
la sucesión inicial no liene suma debido a que nuestros cálculos son 
absurdos. En realidad, la sucesión de sumas parciales 


S,=2, S,=2+44=6, S,=244+4+8=>)14, .... $, =2M=2, ... 


ara >< no tiene límite. 

13. Hallar una progresión geométrica infinitamente decreciente cuya 
suma es dos veces más que la suma k de sus primeros términos. 

Este problema es interesante ya que por ello nosotros no llegamos a 

a una solución única. Tal situación resulta a veces durante la resólu- 

ción de los problemas con progresjones. 

Designemos el primer término de la progresión por a, y la razón, 

por q; entonces, según la condición, podemos representar la igualdad 

a _ 2a(1—qk) 

E E 


, 


donde k es el número propuesto por condición del problema. De esto 
obtenemos que 


l 
l =2(1—q*, qe ga 


Si k es impar, esta ecuación tiene la raiz única (nos limitamos 
a hallar progresiones solamente con términos reales) 


q=V 1/7. 


la que en este caso es precisamente la razón de la progresión; en caso 
de que £ es par, entonces resultan dos raices 


q=+*V 1/2; 


estas raíces pueden ser razones de la progresión desconocida. De tal 
modo, para k par la razón de la progresión no se determina uníivo- 
ca mente. 

En lo que se refiere al primer término de la progresión, es imposible 
hallarlo porque nos faltan condiciones. Esto significa que cualquier 
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progresión geométrica, infinitamente decreciente, con uno de los va- 
lores indicados en la razón y con el primer término arbitrario, dispone 
de la propiedad enunciada en el problema. 


EJERCICIOS: 


1. El primer término de una progresión geométrica es igual a x—2, el tercer 
término es igual a x-+6, y la media arilmética de los términos primero y tercero 
se refiere al segundo coma 5:3. Detesmínar x. 


1 t da , a 
2. Sea rn Y y 4 tres lérminos sucesivos de una progresión aritmética. 


Demostrar que b?, a? y e? son también términos sucesivos de una progresión aritmética. 
3. Tres números reales distintos de cero fórman una progresión aritmética y los 

cuadrados de estas números tomados en la misma sucesión, forman una progresión 

geométrica. Hallar todas las razones posibles de esta última progresión. 

4. Los lados de un triángulo rectángulo forman una progresión geométrica. 
Hallar las tarigentes de sus ¿ngulos agudos. 

5. Sean xy y xg las raices de la ecuación x—3x4- A=0, y xa y xy, las raíces 
de la ecuáción 1?— 12x+4- WB= 0. Se sabe que los números xy, Xy, Xa, X, (en la sucesión 
dada) forman una progresión geométrica creciente. Hallar A y B 

6. A do largo de un camino se encontraba un número impar de piedras, a 10m 
una de la otra. Habla que recoger estas piedras en el lugar donde se encontraba la 
piedra media. El hombre puede llevar una sola piedra; las trasladaba sucesivamente. 
empezando por uno de los extremos. Al recoger todas las piedras, el hombre cami- 
nó 3 km. ¿Cuántas piedras había en el camino? 

7. Tres hermanos, cuvas edades forman una progresión geométrica, reparten entre 
sí una suma del dinero directamente proporcional a su edad. Si lo hacen dentro de tres 
años, cuando e? menor será dos veces más joven que ed mayor, entonces el menor habrá 
recibido 105 rublos y el mediano 15 rublos más gue ahora. ¿Cuántos años tiene cada 
uno de tos hermanos? 

8. Sean dy, by, by, tres términos sucesivos de una progresión geométrica con la 
razón q. Hallar todas aquellas q para las cuales es válida la desigualdad 6, > 45 —3b,. 

9. Las cosechadoras de cereales de que dispone una granja son capaces de reco- 
lectar la cosecha durante un día (24 horas). Pero, según el plan «e trabajo, durante 
la primera hora de recolección funcionaba solamente una cosechadora, durante la 
segunda hora, dos, durante la tercera, tres, etc., hasta que no se pongan en acción 
todas las cosechadoras; lodas las máquinas trabajaban solamente unas horas antes 
de finalizar la recolección. Fi tiempo de trabajo previsto por el plan se habria reducido 
en 6 horas si al principio hubiesen trabajado permanentemente todas las cosechadoras 
menos cinco. 

¿Cuántas máquinas tenía la granja? 

10. Un depósito se llenaba de gasolina durante un número cnlero de horas con 
la que la relación de la cantidad de gasolina depositada en cada hora consecutiva a la 
cantidad de la misma, vertida en la hora precedente, es una magnitud constante. 
Ántes de una hora del llenado cn el depósito había 372 1. Si scextrac del depósito com- 
pleto aquella cantidad de gasolina que fue depositada durante la primera hora, que- 
daría 186 1; si más tarde se extrac aquella cantidad de gasolina que fue depositada du- 
rante la segunda, la última y la penúltima horas a la vez, en el depósito quedaria 
721. ¿Qué cantidad de gasolina fue echada en el depósito durante la primera hora? 

11. En un recipiente con agua pura se ha llenado 6 | de vna solución al 64% 
de alcohol, después de revolverla totalmente se ha extraido una cantidad determi- 
nada (es decir, O |) de la solución obtenida. 

¿Qué cántidad de agua habia al principio. si después de esta triple operación 
en e) recipiente hay una solución de alcohol cuya concentración es del 37%? 

12. L sabe que los números 3, 3 log, x. 3 108, y. 7 log, 2 fornion una progresión 
aritmética. Demuéstrese que xM= gU= ee, 
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13, Resolver el sistema de ccuaciones 
| 24=y4 zw, 
| xyz= 8, 
anbiendo que los logaritmos log, x, logs y, dog, 7 forman una progresión geométrica. 
14, Se sabe que para la progresión aritmética Q,. G2, ... , Ag» -.« tiene lugar 
una igualdad S/s, =m*/n? (sy es la suma de los primeros k términos de la progresión). 
2m— 1 
2n—1 ” 
15, Sean Q,, Gy. ... » €, ls números que forman una progresión geométrica. 
Sabiendo tas sumas 
$=0/+02+...+9g Y T=— 
t 


hallar el producto P= q,09,...a,. 

10, ¿Para cuáles valores de x los números 2x?, xi, 24, tomados en la sucesión 
indicada, forman uns progresión aritmética? 

17, ¿Para cuáles valores de x Jos números l, x*, 6 —x?, tomados en la sucesión 
indicada, forman una progresión geométrica? 
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Este párrafo está dedicado al análisis de demostración de las 
desigualdades tanto algebraicas como numéricas. Desde luego, sería 
buerio señatar un método único de demostración: de todas las desigual- 
dades. Lamentablemente, no existe tal método. Sin embargo, a 
continuación serán expuestos algunos procedimientos con ayuda de 
los cuales se logra demostrar un gran número de desigualdades. 

Señalemos unas cuantas desigualdades que son «de uso frecuente 
para la solución de muchos problemas. Se puede considerar como tales 
desigualdades la desigualdad entre la media aritmética y la media 
geométrica, su corolario de la suma de cantidades recíproca mente 
inversas, así como la siguiente desigualdad trigonométfrica: 


=—Vafbo<a sen x+bcos x<V a Fb?. (1) 


A continuación nos aprovecharemos de la desigualdad entre la media 

aritmética y la media geométrica para dos números por razón de que 
la citamos. 

Para cualesquier números no negativos a y b es válida la desigualdad 

Vaso, (2) 

con esto el signo de igualdad tiene lugar sólo en el caso en que a=b. 


Un caso particular de la desigualdad (2) lo representa la desigual- 
dad 


a 
Demostrar que — = 
a, 


l l 
ATTE es Ur, 


Xx +> 2 


la que es válida para x>0. El signo de igualdad se logra en. esta desi- 
gualdad solamente para x=1l. Es útil retener el enunciado de esta 
desigualdad: 
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La suma de dos números positivos reciprocamente ¡nuersos no es menor 
gue dos, siendo igual a dos sólo en el caso cuando ambos ntimeros son [gua- 
les a la unidad. 

Nofemos también que para cualquier x3£0 es válida la desigualdad 


1 
perz]> 2, 
o bien, 
ly? 
| 2x 


21. (3) 


, ] 1 
1. Demostrar la desigualdad anta? 2. 


Fundamentándonos en las propiedades de los logaritmos 1/log, 2 = 
== logy1 > 0, es decir que, en el primer miembro de nuestra desigual- 
dad se halla la suma de dos números positivos recíproca mente inver- 
sos, distintos de 1 (log, 11). Y esta suma es mayor que dos. Por 
consiguiente, la desigualdad inicial es valida. 

2. Demostrar que si a>0, b>0, c>0, entonces 


bc ac ab 
CA 


Utilicemos las siguientes desigualdades: 


lt / be ac a 
a 
(estas desigualdades son válidas, porque a Ja izquierda de cada una 
de éstas se encuentran las medias aritméticas y a la derecha, las me- 
dias geométricas de los números positivos). Sumando estas desiguatda- 
des, término a término, obtenemos la desigualdad que fue necesario 
demostrar. 

3. Demostrar que sí a>0, b>0, ec>0, entonces 


(a+o1b +c) (a+c) >Babc. 
Al tomár las siguientes desigualdades (véase la fórmula (2)): 
arb>2V 10, b+c>2V de, asc 2 ae 


y multiplicáandolas, término a término, obtenemos la incógnita. 

Es posible demostrar esta desigualdad de otro modo, utilizando 
la desigualdad entre la media aritmética y la geométrica para 8 nú- 
meros positivos (véase fórmula (5) pág. 114). Efectivamente, eli- 
minando los paréntesis del primer miembro de nuestra desigualdad 
conseguimos representarla asi: 


ab + bc + cb atc+Y ba +4 ca + ale + abc be 
ARE OA A 


En esta desigualdad, a la izquierda se encuentra la media aritme- 
tica de 8 números positivos y a la derecha, su media geométrica lo 
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que = fácil comprobar, con esto queda demostrada la desigualdad 
inicial. 

Antes de pasar u los ejemplos ulteriores hagamos una observación 
general, El error típico que se comete a menudo durante la demostra- 
ción de las desigualdades consiste en lo siguiente. El estudiante es- 
cribe la desigualdad que ha de ser demostrada, luego hace algunas 
transformaciones (¡absolutamente legítimas!) y llega, al fin y al 
cabo, a una desigualdad evidentemente justa (por ejemplo, 1<26 
(a— bY">0) después de lo cual Mega a la conclusión: “por consiguien- 
te, la desigualdad queda demostrada”. En esto consiste el error ló- 
gico: ¡de esta desigualdad correcta obtenida no se deduce aún que la 
desigualdad inicial sea correcta! Hablando más precisamente, hemos 
demostrado lo siguiente: si supunemos que la desigualdad propuesta 
para la demostración es justa, la desigualdad obtenida por transfor- 
maciones también es justa. Pero, que esta desigualdad final es justa, 
lo sabemos sin estas conclusiones y en nada nos hemos enterado de 
la desigualdad que habría de ser demostrada. 

Sería lógicamente justo razonar en sentido contrario. Es necesa- 
rio tomar una desigualdad, evidentemente válida, y realizar con 
esta tales transformaciones (legítimas, claro está, desde el punto de 
vista de las reglas del Algebra y Trigonometría) que nos conduzcan a 
la desigualdad que tenía que ser demostrada. Este razonamiento ya 
es de pleno valor; hemos partido de la desigualdad justa y por medio 
de unas transformaciones legítimas hemos llegado a una nueva desigual- 
dad que por eso también es justa. 

Desde luego, nos queda una pregunta fundamental: ¿de cuál de- 
sigualdad hay que partir y cómo debe transformarse para llegar a la 
desigualdad requerida? Para responder a esta pregunta puede reali- 
zarse la transformación de la desigualdad propuesta que nos con- 
duce a una desigualdad evidentemente justa. Sin embargo, esta 
etapa de la solución del problema ha de considerarse no como la de- 
mostración sino como la búsqueda de la demostración, como el intento 
de encontrar una vía correcta. Si como resultas de esta búsqueda, es 
decir, de estas transformaciones, hemos logrado llegar a una desi- 
gualdad evidentemente válida, puede iniciase la demostración verda- 
dera: hay que tomar esta desigualdad y realizar con ella todas las 
transformaciones que se hacian durante la búsqueda, pero en sucesión 
inversa, por así decirlo: “invertir” el curso de los cálculos. Si este 
curso de cálculos inverso va siendo legítimo todo el tiempo, entonces 
la desigualdad a demostrar es realmente válida. 

Por lo demás, a menudo se procede de otra manera. Si en el 
transcurso de la búsqueda de la demostración, en el proceso de 
reducción de nuestra desigualdad a la evidente, hemos sustituido 
cada vez la desigualdad por otra, equivalente (véase $ 10, Parte 
1), entonces la última desigualdad es igual a la inicial y por razón 
de su validez se deduce inmediatamente que la desigualdad inicial 
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es válida. Por consiguiente, no se requiere ningún “curso de cálculos 
inverso”, si en cada elapa de la transformación hemos cumprobado 
y subrayado especial mente la equivalencia de las desigualdades respec- 
tivas. 

Precisamente, aprovechemos estos razonamientos para la demostra- 
ción de las siguientes desigualdades. 

4. Demostrar la desigualdad 


en > (3) donde a” 0, b ;- 0. 


Sustituyvamos esta desigualdad por una equivalente: 
Eo 3 
A >0. 


Sacándola del paréntesis y rcagrupándola puede escribirse en una forma 
equivalente: 


F (a+b) (a—b):>0. 


Ya que a>0 y b>0, esta desigualdad es evidente con lo que queda 
demostrada la validez de la desigualdad inicial equivalente a la pri- 
mera. 

5. Deimostrar que si a>0, b>0, entonces para cualesquier x e y 
es justa. la desigualdad 


AE QA A 


Según la condición del problema, ambos miembros de esta desi- 
gualdad son positivos, por Jo cual es equivalente a la siguiente (véa- 
se $ 10, Parte 1): 

(a: 2 +b-3Y + 19 < (44 + 9 +1) (a? + b?— 1), 
o bien, a la siguiente: 
a?.4* +p2.9Y + | +2ab2:3 + 242% + 203 < 4 a? 4 44D" + 4H 
+ gai + 9br + at bf lo. 
Permutando todos los terminos de esta desigualdad al primer miembro, 


reduciendo en él los términos semejantes y reagrupándalos, la  es- 
cribiremos en .una forma equivalente: 


(az9y — 2ab2"37 + 4*b*) + (4* — 2a2* + a?) + (9 — 2b-3 + b39>0. 


En vista de que cada paréntesis es un cuadrado exacto, obtenemos enton- 
ces que la desigualdad inicial es equivalente a la siguiente desigual- 
dad evidente: 

(14 — b2%)* + (2% — a)? + (Y— b)* 30. 


De tal modo, la desigualdad inicial es válida. 
Notemos que esta desigualdad es también válida para cualesquier 
a y b (al lector se-le deja la demostración de este caso). 
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6. Demostrar que para cualesquier x es válida la desigualdad 


Vi senx 
=1x% ii le 

Esta desigualdad es equivalente (véase $ 4, Parte 1) a la desi- 
gualdad |(W 3 sen x)/(2-+c0s xI< 1. Como ambos miembros 
de esta desigualdad no son negativos, entonces, al elevarla al cua- 
drado y multiplicaria por la expresión positiva (2 +cosx)?, obtenemos 
la desigualdad equivalente 3 sentx<(2+»c0sx)!. Sustituyendo 
sen?x por l — cos*tx y haciendo la agrupación pertinente, obtenemos 
que (2 cosx+ 1):>0. Esta desigualdad es válida para todas x y 
por tanto, que es equivalettte a la desigualdad inicial, esta última es 
también válida; lo que era necesario demostrar. 

La desigualdad inicial se puede demostrar también de otro modo, 
al utilizar la desigualdad (1). En realidad, ya que 2 +c0sx>0 para 
toda x, entonces, al multiplicarla por 2+cosx, obtenemos la 
siguiente doble desigualdad, equivalente a la inicial: 


—2=cos x<V 3senx< 2 +c0s x. 


La primera de estas desigualdades se puede anotar en la forma 
—2<YV 3 sen x-F l+cosx. 


Ahora se ve que esto es un caso particular de la desigualdad (1), es 
decir, es una desigualdad válida. Análogamente se demuestra la 
validez de la segunda desigualdad. 

7, Demostrar que para cualquier a es válida la desigualdad 4 senx 
x3Ja+5>4c08s20 + 5sen a. 

Durante la demostración de esta desigualdad resultó uno de 
los errores más graves: “la demostración” se realizó por sustitución 
de algunos valores. 

Algunos estudiantes razonaban más o menos asf: “Paraa = 0? 
esta desigualdad es válida, porque 5>4; para a =30" esta desigual- 


dad es válida, porque 4+ 5>4-7+ 5. y , para a =45", 60%, 90” es 


evidentemente válida. Por lo tanto, esta desigualdad es válida tam- 
bién para todas a”. 

En realidad, el estudiante ha demostrado la desigualdad sólo te- 
niendo presente algunos valores particulares de « y nada ha demos- 
trado para las demás a. Y la demostración correcta se la puede rea- 
lizar, por ejemplo, así. 

Como se sabe, sen 3a =3 sena—4senta, cos2a = 1-— 2sen? a. 
Por esto, la desigualdad inicial se puede anotar del modo siguiente: 


4(3sena — 4senta) +5 >4(1—2senta) + 5sena, 


o bien, 
J6 sen? a — 8 senta — 7 sena — 1<0. 
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La última desigualdad tiene que ser satisfecha para cualquier 
a. Al designar sena por x, la anolaremos en la forma 


16xr —8x=7x—1<0. 


Nos hace falta demostrar que esta desigualdad es justa para cual- 
quier x en el intervalo—1<xx<l. 
- Apliquemos a esta desigualdad el método de agrupación ya utili- 
zado anteriormente. La última desigualdad puede representarse asi: 


8 (x—=1) + 7x(14— 1) + (11—1)<0, 


o bien, de esta otra forma: (x— 1) (4x + 1)? <0. Esta desigualdad es 
evidentemente válida, quedando demostrada la desigualdad inicial. 


Para la demostración de unas desigualdades es preciso utilizar 
con habilidad las propiedades de las funciones que forman parte de una 
desigualdad a demostrar, 

- 8. Demostrar que para todas x es justa la desigualdud 


cos (cos x) > 0. 


Para todas x tenemos — l|<cosx< l. Designemos 2 =cC0S X. 
Entonces obtenemos que —1 <a < 1. Ya que —112<—l1 y 1<a/?, 
es mucho más que a satisface la condición —311/2 <a <x/2, De la 
propiedad de la función y =cosx se desprende que cos a es positivo 
para todas estas a, lo que era necesario demostrar. 

* 9. Demostrar la desigualdad cos (sen x) > sen x (cos x). 
La desigualdad a demostrar se puede representar en la forma 


cos (sen x) — cos (F—cos x)>0, 


o bien, 
2 sen (PA EE) sen (Gsm 2) SN 


Mostremos que los factores del primer miembro de esta desigualdad 
son positivos. 
Ya que 


¡sen x—cosx] = y 2 sen (x—x3/4)1<Y 2<n2, 


entonces 
x sen X — COS X 4 
y por eso, 
T sen X-— COS x yt 
o 


Por consiguiente, 
sen Xx — cos 2) 


sen (q EG) > 0 
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para lodas x. Así mismo se demuestra que 
T sen x +cos xY . 
sen (PEA > 0. 

En los siguientes ejemplos la aplicación de las propiedades de 
una función exponencial y==a* es decisiva: sí «>l, entonces al 
mayor valor del argumento le corresponde el mayor valor de la función y, 
por consiguiente, al mayor valor de la función le corresponde el mayor 
valor del argumento; sí a< 1, entonces al mayor valor del argumento le 
corresponde el menor valor de la función y, por consiguiente, al mayor 
valor de la función le corresponde el menor valor del argumento. 

10. Demostrar que para los números positivos c y d y para cualquier 
a >0, las desigualdades a ale son equivalentes. 

Sean c y d números positivos y a>>0. Consideremos la función 
y = (cld)*. 

Si £<Zd, entonces 0<c/d<1. Según la propiedad de la fun- 
ción exponencial en la base menor que |, obtenemos 


sE ' e” fe z 

(a) (a 

de donde se deduce que e*/d:< 1, es decir, et <dz. 
Al contrario, si c” <d*, entonces c”/d«<l, o sea, 


A 
Er) < (7) 
Esto significa que al mayor valor del argumento (a>0) de nuestra 
furición le corresponde el menor valor de la función. Pero, así resuJta 
sólo en el caso en que su base es menor que 1, es decir, cuando 
cld< 1, de donde c<d. 

La afirmación demostrada se enuncia corrientemente del modo 
siguiente: la desigualdad entre los números positivos se puede elevar 
a cualquier potencia positiva; en particular, se puede extraer la 
raíz de cualquier potencia. 

11. Demostrar la desigualdad 


(a? + b7)1/4 E (a? + p*)uB 
para a>0, b>0, an >fo>o. 
Sia=0 ó b=0, entonces la afirmación a demostrar es evidente. 
Ahora bien, sean a>0 y b>0. Está claro que uno de estos números 


no supera al otro. Por ejemplo, sea O0<a< 6. En este caso 0 < ab< 
<Zl, y ya que a>>B, entonces 


O < (aby <(afoy y 1+(aj09< 1 + (aJby. 
De la última desigualdad se deduce (véase el ejemplo 10) que 
[1 + (a/b)9J1B < [1 + (a/0)F] 08. 
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Luego, ya que 
I+(a/by>1 y 0<1l/a<I1, 

obtenemos que 
[+ (a/b)] 19 < [1 + (a/6)] U?. 


Ahora se puede escribir que 
[1 + (ajoy]"* < [1 + (a/by]B< [1 + (a/6y*] UB, 
de donde se deduce que 


ar yy 1/0 At 1 B 
( pa ) <( 36 ) 


Ya que b>0, de la última desigualdad se deriva la desigualdad que 
fue propuesta para la demostración. 

12. Demostrar la desigualdad 0< sent x++cos'x< 1. 

Absolutamente claro que sen? x-+cositx>0. Sin embargo, la 
igualdad sen? x + cos'*x =Ó0 puede cumplirse solamente cuando simul- 
táneamente sentx=0 y cos '"x=0, lo que es imposible, sin duda. 
Por esto es justa la desigualdad rigurosa sen? x 4 cos!t x>0. 

De las propiedades de las funciones trigonométricas se desprende 
que senix< 1 y co*rx<!l para cualesquier x-reales. Pues, ya que 
8>2 y 14>2, se deduce de aqui que 


sentx<sentx y  cositx < cos? x. 


Sumando, miembro a miembro, estas desigualdades y tomando en 
consideración que sen? x +costx=1, obtendremos 


seni x + cos *x< l. 


Es evidente que para x=x1/2, por ejemplo, en esta desigualdad 
se logra una igualdad, es decir, es imposible sustituir una desigualdad 
no estricta por una estricta sen*x+costx<l. 


Uno de los procedimientos de demostración de la desigualdad 
consiste en lo siguiente. Por ejemplo, es necesario demostrar que la 
desigualdad A<B, donde A y B son ciertas expresiones. 5i logramos 
hallar la expresión C cuando A<Cy C<8B simultáneamente, en- 
tonces quedará demostrada la desigualdad A<B. 

13. Demostrar que para cualquier número entero positivo n es vd- 
lida la desigualdad 

A l sal 
CI e 
Ai deducir que 
2 És l 
CORP DS 2 2RP2" 


sustituimos la suma del primer miembro de la desigualdad a demos- 
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trar por una expresión mayor, 
Lo] E | (fa 1 
A <7[(5—3)+ 
fr 1 1 ] 
+3) ++ 3)]. 
No obstante, esta última expresión es igual a 
UNA A J 
2 [+71] e 
y es, evidentemente, inenor que 1/4. Por consiguiente, la suma 
Lo, 1 | 
TB TT 
será mucho menos de 1/4. 
14. Demostrar que para cualquier número natural n>1 es válida 
la desigualdad 
1 , 
iS 75+- +77>2Wn+ 11). 


Para la demostración vamos a reducir cada sumando de la suma del 
primer miembro: 
E 
VER" VEi+Vi+I 
Por eso, el primer miembro de la desigualdad a demostrar puede ser 
ia 
l+— 


=2(0 k + I-—V 2). 


e. += >UVIV1 DD 42 UVM 3—V 2) + 


+... +2 n—Vn—=D+2(VayI—V n). 
Ya que el segundo miembro de fa última desigualdad es precisa mente 
igual a 21/71 7 1—2, entonces la desigualdad a demostrar es justa. 
En el siguiente ejemplo, nos lleva a la solución una combinación 
acertada de los factores. 
15. Demostrar que ni < (3 
que 1. 


Lo justo de esta desigualdad va a deducirse de la validez de la 
desigualdad siguiente, que es igual a la primera: 


(nt < (=)” 


Multipliquemos el número rs! =]1-2. .-(n—1)n por el 
número a! =ni1—1)...(a—k+-1)...2- 1 disponiéndolos uno de- 


| 
7 +7 


n>+l 


y, donde n es un número entero mayor 
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bajo del otro: 
E Doxa ER .. (a—Iia 
nia—1)... (n—k+)) ... 2 
Al multiplicar los números de cada columna, obtendremos que 
da (2 (a—1)1...lk(r—4£+1)...[(n—1)-2) - (1-1). 
Para obtener (nt)? es necesario multiplicar tos miembros de este 


renglón. Aplicando a cada miembro de este renglón la desigualdad 
(2), obtenemos 


VERDS ES, k=l, 2, ...,A, 


con la cual el. signo de desigualdad se logra aquí sólo cuando £ = n—- 
—=k+1, es decir, para k=(n-+1)/2. En otras palabras, solamente 
para los 11 impares, y sólo dns un miembro de nuestro renglón de 
esta desigualdad es posible el signo de igualdad. Por esto, para todos 
los paréntesis y corchetes, con excepción de uno, son válidas las 
desigualdades 


[kím—r+1)1< (E). 


Puesto que en el renglón hay n miembros, obtenemos que 


ao < (EE) 


Por el método de inducción matemática se puede demostrar una 
gran cantidad de desigualdades. 

16. Demostrar que para cualquier número real a>— | y cualquier 
número entero positivo n es válida la desigualdad 


(14+ayr>Il+n.4. (4) 


La desigualdad pan n=1l es, evidentemente, válida. Suponga» 
mos que es válida la desigualdad (1+u)*>1l+%a y demostremos 
que lo es también la desigualdad (1+0a)***>1-+(«-+ Da. Efec- 
tivamente, (| + a)**! =(t + ay - (I+a)>(1 + ka) (l + a) = 
=1+(£+1)a+kat>1+(+1l)0. De tal modo, la desigualdad 
inicial es justa. 

17. Demostrar que para cualquier número entero positivo n tiene lugar 
la desigualdad |sennx] <njsenx |. 

La desigualdad para n= 1 es, evidentemente, justa. Suponiendo 
que sen kxI<k- |senx], demostremos que ¡sen (% + 1)x1< (€ + 


314 PARTE l. ARITMÉTICA Y ALGEBRA 
DO ECT o Pu E CQQ0E DK e 


+1). |senx]. Efectivamente, utilizando la desigualdad [coskx 1< 
< |, tenemos 

sen (k + 1) x] = |sen kx-cosx +senx+coskx |< |sen kx |]. [cos x | + 
+ |senxi- |coskxl< sen Rxl+|senx| <A |senx | + |senx |] = 
=(%+1)- Jsen x |. 


Por consiguiente, la desigualdad requerida es justa. 

18. Demostrar el teorema: sí el producto 1 2 de los números positivos 
es igual a 1, su suma es mayor o igual a n, es decir, Si X¡X3...X=1, 
XxX. 0>0, x230>0, ..., Xn>>0, entonces Xx, +FxaF... xp >n. 

Si n=2, entonces hay que demostrar la afirmación: si x,x¿= 1, 
entonces x, -+x,>2. Pero, esto es evidente ya que la media arit- 
mética (x, + x,)/2 de dos números positivos es mayor o igual! a la 
media geométrica Y x,x.= 1, es decir x, 4-x¿2>2. Además de esto, 
la igualdad x, + x.=2 resulta sólo en el caso en que x, =x2=1. 

Tomemos la hipótesis de la inducción y cualesquier números 
positivos Xi ..., Xu Xp que satisfacen da condición x, 
coo Xp XnNga == 1. Si cada uno de estos números es igual a 1, 
entonces la suma Xxi+F...FXxot+Xi. =A-PF1, por razón de que 
la desigualdad demostrada es válida. 

Si resulta que esto no es así, entonces entre ellos se encontrará 
un número mayor que | y un número menor q 1. Supongamos que 
Xx 3>l y xp, <1l. Entonces tenemos la igualdad 


Lp 1) = 1 


Esto es el producto de £ números, a causa de que es aplicable la hipó- 
tesis de la inducción y, podemos afirmar que 


e ad SE 
Pues, entonces 
x.+ ... A TE ES RA EX RH 1 
=R+ 14 (A DO—% ¿1 > +1, 


porque x4—1>0 y lI—x,+1>0, lo que era necesario demostrar. 
Notemos que hemos establecido el hecho de que el signo de igual- 
dad de la relación a demostrar es posible sólo en el caso cuando todas 
xi=1:; si todos x, no son iguales a 1, entonces en la relación a 
demostrar está el signo de desigualdad rigurosa. 
De este teorema resulta una desigualdad generalizada entre la media 
aritmética y la media geométrica de los números positivos para n>2: 


EZ SV o 1 0 0 (5) 


Efectivamente, designemos Y X, . . - Xp por c y xy/c por y,. Entonces 
Y-- Ya =(6...Xn)/c” =1. Según lo demostrado, y +... + Yn > 
>n, de donde (x,+...+Xp)/n3=cC; esto es lo que era necesario 
demostrar. 
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Esta desigualdad se aplica ampliamente para la demostración 
de otras desigualdades. Por ejemplo, si la aplicamos a los nú- 
meros 1, 2, ..., ti, obtenemos inmediatamente la desigualdad 


VTA se 142+...-21 
e n > 


o bien, ni< (a + 1)/2, de donde n! <[(n + 1)/ 2)”. Esta desigual- 
dad la hemos demostrado en el ejemplo 15 por un procedimiento 
especial. La nueva demostración es evidentemente más fácil. 

Los ejemplós examinados muestran que el método de inducción 
matemática se ao con éxito para la demostración de diferentes 
desigualdades. Al mismo tiempo, no hay que exagerar el poder del 
método de inducción matemática: hay muchos problemas para cuya 
resolución el método de inducción parece muy conveniente, pero los 
intentos de aplicarlo tropiezan con dificultades insuperables. 

Por ejemplo, tratemos de demostrar una desigualdad valiéndonos 
del método de inducción matemática: 


t l 1 l 
E LS 


Para n= 1 esta desigualdad tiene la forma 1/9< 1/4, o sea, es justa. 
Supongamos que la desigualdad a demostrar es válida para n=k: 


J 1 | 1 
a 


Para n=k-+1l el primer miembro es igual a 


to, 1 A LT l í 
tato tara ++e+  +anml tar 


Según la tesís de la inducción, la suma entre corchctes es menor que 
1/4, por lo que 

lo 4 di ls a t l 
CN O E E (2% + 3) * 


Está claro, que es absolutamente imposible deducir de la desigual- 
dad que su primer miembro es menor que 1/4. De tal modo, la de- 
mostración según la inducción entró en un callejón sin salida. Al mismo 
tiempo, esta desigualdad se demuestra muy fácilmente de otro modo, 
como fue hecho en el ejemplo 13. 


En resumen, proporcionemos dos desigualdades para cuya demostra- 
ción se utilizan tanto los procedimientos mencionados como algunos 
otros; estas desigualdades pueden ser resueltas por procedimientos que 
se basan en Algebra, Trigonometría y hasta en Geometría. 


19, Demostrar que st el número x* + y? =1, entonces —V2<x-+ 
+y<V 2. 
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Resolución algebraica. Anotemos una desigualdad evidente: (x— 
—y)*>0, o bien, x*+y!>2xy. De aquí se deduce: 2( + y!) > 
> + 2xy + y*. Por cuanto x"+y=1, entonces de la última de- 
sigualdad tenemos (x + y)?<2, de donde (véase fórmula 3, $ 4, Par- 
te Il) Ix+y!1<)Y 2, es decir, A AA 

Resolución trigonométrica. Si x e y satislacen la condición x* + 
+ y? =1, entonces se puede hallar tal angulo a que x=cosau, 
y=sen a. En este caso nos hace falta 
demostrar que para cuaiquier a 


—Y 2<cosa + sena <V 2. 


Ya que cosa + sena = V 2 sen (a + 1/4) 
y —1<sen - (a+1/4)<!, entonces 
—V2<V 2sen(a + 1/4) <V 2 para cual- 
quier a, lo que demuestra la desigualdad 
requerida. 

Resolución geométrica. Examinemos 
x e y como las coordenadas de los puntos 
en un plano con el sistema de coordenadas 
dado. Entonces, a lá condición x? + y? = 1 
le satisfacen los puntos (x, y) que se encuen- 
tran en la circunferencia de radio 1 con 
el centro en el origen de las coordenadas (fig. 16). Los puntos que 
satisfacen la desigualdad x-+ y<V 2, se encuentran en la recta y = 
OS y por debajo de esta recta (compárese el ejemplo 27, $ 13, 
Parte 1). 

Sean B un punto de intersección de esta recta con el eje de abs- 
cisas, y OA una perpendicular bajada del origen de las coordenadas 
a la recta. Resulta entonces que OB =Y ?, ZABO=45” por ra- 
zón de que OA =1. Por consiguiente, el punto Á se encuentra sobre 
la circunferencia, y la recta y =V 2—x es perpendicular al radio OA 
en su extremo, es decir, es tangente a Ja circunferencia. 

Análogamente, a la desigualdad — Y 2<x+ y le satisfacen los pun- 
tos que se encuentran en la recta y =—W 2—x y por encima de 
ésta: esta recta es también tangente a la circunferencia x* + y?= 1. 

Por lo tanto, a la desigualdad doble que se demuestra, le satisfa- 
cen los puntos situados en la faja entre las rectas paralelas y =Y 2— 
—xey=—V2—x (incluyendo a estas rectas). Sin embargo, la 
circunferencia x*-+y*=1 se halla por completo en esta faja, y, 
por consiguiente, las coordenadas de cualquier punto suyo satisfacen 
la desigualdad —V 2<x+y<V 2, Jo que era necesario demostrar. 

90. Sea a+b=2, donde a y b son los números reales. Demuéstrese 
que at + b*>2. 
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Notemos que si uno de los números a y b es negativo entonces 
la desigualdad es casi evidente. Por ejemplo, sea b<<0. En este 
caso a>2 y la desigualdad at + b*>2 es correcta, porque bi>0 y 
at> 16. Por lo tanto, consideremos en lo ulterior que «>0 y b0. 

Primera resolución. Ya que a+b=2, entonces (a 4- h)* =4. Va- 
liéndose: de la desigualdad entre la media aritmética y la media 
geométrica ab< (a? + b?)/2, tenemos 4 = (a +0)? =a? -+ b* + 2a0< 
< 2 (a? + b*), es decir, 2< a? + b?, Al elevar al cuadrado esta desigual- 
dad (cosa que es justa porque en ambos miembros se hallan números 
positivos) obtendremos: 

4< (a? + b3)?. 


Sobre la base de la desigualdad entre las medias aritmética y geo- 
métrica a2b?< (a* + b*/2. Por eso tenemos 4< (a? + b3)? = at + b*-+ 
+ 2a2b1 < 2 (a* + b*), de donde 2< at +b*, lo que era necesario de- 
mostrar. 

Segunda resolución. Consideremos de nuevo que a>0 y b>0. 
Ya que a+b=2, entonces (a+b)'=16, o bien, 


(a+ by =(a + 2ab + 0%) (a? + 2ab + b?*) =0* + b* + 440 (a? + 
+ b*) + 6a%b? = ]6. 


Puesto que a? +5?=4—2ab, puede expresarse la última desigual- 
dad así: 
| at + bt = 16— 16ab + 2a?0*. 


Si podemos demostrar que 16—16ab +2a%b*>2, entonces nuestra 
desigualdad quedará demostrada. 

_En las condiciones del problema teriemos ab <1l. Efectivamente, 
Vab<(a+b)/2. Ya que a+ b=2, entonces l'ab< 1, de donde 
abZ1. | 

De esa manera, nos hace falta demostrar la desigualdad 16— 16ab+ 
+20a*b?>2 a condición de que ab<1l. 

Designemos x= ab. En este caso es necesario demostrar la desigual- 
dad x?—8x +70 a condición de que x< l. Las raíces del trinomio 
de segundo grado x2—8x+7 son: x,=1, x.=7. Por lo tanto, la 
última desigualdad puede escribirse así: (x—1) (x—7)>0. 

Pero, para x< 1 esta desigualdad es evidente. Por esto hemos 
obtenido 16— 16ab + 2a*h4*> 2, lo que era necesario demostrar. 

Tercera resolución. Sean a=1+c, b=1l1—c. Ya que hemos su- 

uesto más arriba que a>0 y b2>0, se deduce que—1<c< l. 
Bor esto podemos aprovecharnos de la desigualdad (4) (véase el ejemplo 
16): | 

| (1+ogt>1+4c, (1—c >1—4c. 

De tal modo, 
a+b=(1+0*+(1—0* >(1 + 40) + (1— de) = 2. 
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En conclusión, señalemos que tiene lugar una afirmación más 
general: sí a+ b=2, entonces a"+-b" >2 para cualquier número entero 
positivo n. Es fácil demostrar esto, por ejemplo, por el método 
expuesto anteriormente, 


EJERCICIOS: 
l. Demostrar que para cualesquiera números reales a, b y e 


a+ ty abbr ca. 


2. Demostrar que si a, b, c son números positivos y no iguales entre sí, entonces 


a) (a+b+4-<) (an34b-+c-!*) > 9; 
b) (a+ bc) (a? + b*4-c*)> Babe. 


3, Demostrar que «¿+ h4 c243>2(a-+ b-+ c). 

4. Demostrar que para todas x del intervalo 0< x < 1/2 es válida la desigualdad 
lgx+<colgx=-2. 

5. Demostrar que si a y 5 son tiúmeros positivos distintos de 1, entonces 
log ¿0 -+lo8p «| =2. 

$. Demostrar que (l/loga1) + (1/loga 4 11) < 2. 

7. Demostrar que para cualesquier x e y reales se satisface la desigualdad x?3+ 
+ 2x4 + 3y4* + 2x+6y+32>0. 

8. Demostrar que sen tx —6 senix+ 50 para todas x. 

9. Demusirar que el polinomio x* —x*+1x%—xm+ les 
positivo para todos los vulores reales de x. 


10. Demostrar qui si a+b==c, a > 0, b >0, entonces a?/? 4 6113 > (1/3. 
11. Sea 7 un número positivo. Demostrar la desigualdad 


(1413 < (141/22). 


12, Demostrar que qara cualquier múmero entero positivo n es válida la 
desigualdad 


l J l 
e ld rr E 


13. Demostrar que (nt)? > n*, donde n > 2 es un número entero positivo. 

14. Demostrar que n! >2%-!, donde n >2 es un número entero positivo. 

15. Demostrar que es válida la desigualdad (a4+b) < 2%.(a? 7-9") para 
cualesquier a y 6 positivas y cualquier número entero positivo n. 

16. Demostrar que la sumá de los catetos de in telángulo rectángulo no 
es mayor que la diagonal de un cuadrado construido sobre la base de la hipo- 
tenusa. 

17. Demostrar que la suma de cubos de los catetos de un triángulo rectán- 
gulo es menor que el cubo de la hipotenusa. 

18. Demostrar que el cuadrado ticne mayor área que cualquier rectángulo 
del mismo perimetro, 

19. Dernostrar que cl área de un triángulo arbitrario no supera un cuarto 
del cuadrado de su medio perímetro. 

HaJlar los valores máximo y minimo de las funciones: 
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20. y= 5cos2x—4sen2x. 
21. y=3*-173=*=1, 


x* 
22, y== 1 
2x 
23. 1= 471 


1 


AAA 
24. Demostrar que 2%? * 4 90%6X 2 Va para todas x. ¿Con cuáles valo- 
res de x se logra la igualdad? 
25. Demostrar que es válida Ja desigualdad cotg (x/2)> 1+cotgx para todas 
x« del intervalo 0< x< n/2. 
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Los problemas de ecuaciones no se consideran, por lo común, 
difíciles: de esto testimonia el hecho de que la mayoría de los 
estudiantes (según su opinión) cumplen esta tarea. Al mismo tiempo, 
muchos problemas encierran en sí dificultades y los estudiantes co- 
meten graves. errores. 

Tal situación parece extraña, aunque sólo a primera vista. Para 
muchos graduados de la escuela secundaria hay una distancia énorme 
entre los hábitos de cálculo práctico obtenidos y la comprensión 
consciente de los fundaimentos teóricos lógicos, sin los cuales” es 
imposible resolver acertadamente una ecuación (quizás por casuali- 
dad, pero contar con esto sería, desde luego, absurdo). 

Esto se manifiesta durante las resoluciones: la mayoría de los 
estudiantes pueden simplificar una ecuación con ayuda de cálculos 
infalibles, pero no cada unio puede percibir cómo y por qué estos cálcu- 
los conducen a la pérdida o la adquisición de las raices, y muchos 
hasta no reflexionan en esto. Otros, aunque conocen bien las tesis 
teóricas respectivas, empero las conocen formalimente, como una 
instrucción, expresan una incapacidad absoluta en una situación un 
poco variada. | 

Digamos que los escolares saben bien que al elevar ambos miembros 
de una ecuación irracional al cuadrado pueden aparecer raices extra- 
ñas. ¡Pero, cuántas veces se puede ver cuando la elevación al cuadrado 
se aplica a una ecuación trigonométrica sin omisión siguiente de 
las raíces extrañas! Aunque no es difícil evitar este error sabiendo por 
qué la elevación al cuadrado da origen a la aparición de raices extra- 
ñas. Veamos el problema referente a la comprobación. Entre los 
estudiantes existen dos opiniones del todo opuestas. Unos consideran 
que la comprobación es un capricho de los profesores a que debe obede- 
cerse a la fuerza, otros piensan que la comprobación es siempre obli- 
gatoria y comprueban todo, incluso las raíces de la ecuación de se- 
gundo grado. Estas opiniones se basan en la incompreusión absoluta 
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de la comprobación, del lugar que ésta debe ocupar durante la resolu- 
ción. 

En pocas palabras, cada cual tiene que poseer aquel mínimo de 
conocimientos teóricos que se requieren para la resolución de ecua- 
ciones. Nos detendremos brevemente en este mínimo. 

Expongamos las definiciones: 

l. Llámuse recinto de valores admisibles (RVA) de una ecuación al 
conjunto de valores de una incógnita para los cuales tienen sentido (son 
definidos) sus primero y segundo miembros. Todo número x del RVA. 
de una ecuación se considera admisible para la ecuación dada. 

2. Llámase número a la solución o la raíz de una ecuación sí sustitut- 
mos por ésle la incógnita y la ecuación se transforma en una igualdad 
numérica correcta. 

De acuerdo con esta definición, la solución de una ecuación entra 
obligatoriamente en su RVA; de otra manera, durante la sustitución 
resultaría no una igualdad numérica correcta sino un absurdo. 

3. La resolución de una. ecuación consiste en hallar todas sus. raíces o 
demostrar que no liene raices. 

4. Si todas las raices de una ecuación son también raices de otra ecua- 
ción, entonces la segunda ecuación se denomina corolario de la primera. 

5. Dicese que dos ecuaciones son equivalentes si cada una de éstas es el 
corolario de otra. De esta definición se deduce que las ecuaciones 
equivalentes tienen las mismas soluciones. 

6. Dos ecuaciones en un conjunto de valores dé la incógnita son equi- 
valentes si tienen las mismas soluciones pertenecientes a este conjunto. 

Para ilustrar estas nociones daremos dos éjemplos. 

El recinto de valores admisibles de la ecuación x=-3 =Y x, 
según la definición consta de los valores de x para los cuales tiene 
sentido su primer miembro x—3 y el segundo miembro Y x. Es evi- 
dente que el primer miembro está definido para cualquier x, y el 
segundo miembro, cuando x> 0. Por Jo tanto, el RVA de la ecuació 
consta de x >0. E 

Mientras tanto, muchos estudiantes afirman incorrectamente que 
el RVA consta de x>3, porque “para x<3 el primer miembro 
es negativo y el segundo miembro no puede ser negativo”. La afirmá- 
ción entre comiltas es justa PA en el curso de la resolución de la 
ecuación dada, se emplea: la afirmación muestra que las raices de la 
ecuación no son menores que 3. Pero, de ninguna manera se de- 
duce de aquí que todos tos valores admisibles son menores que 3: 
¡porque no todos los valores admisibles son raices! 

Consideremos dos ecuaciones 


log, (x—2) + log. (x+3)=2 y log, (1—2) (x + 3) =2. 


Es cierto que toda raíz de la primera ecuación es raíz de la se- 
gunda, por lo tanto, la segunda ecuación es un corolario de la pri- 
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mera. La segunda ecuación se resuelve con facilidad; sus raíces son: 
x=6 y x=--7. La raíz x, no satisíace la primera ecuación ni 
siquiera entra en su RVA. De tal modo, las dos ecuaciones en cues: 
tión no son equivalentes, pero si lo son en el RVA de la primera ecuación 
(en este RVA tienen una sola raiz x= 6). 

Es fácil comprender por qué esto es así. El RVA de la primera 
ecuación consta de x>>2 y el RVA de la segunda ecuación es más 
amplio: en éste entra, además de estas x, también x <— 3. Es natural 
que al pasar de la primera ecuación a la segunda ya ha aparecido 
la raíz extraña x =-—-7 que no pertenece al RVA de la primera ecua- 
ción. 

¿Y cómo se aplican los conceptos introducidos durante la resolu- 
ción de las ecuaciones? El hecho es que en la mayoría aplastante 
de los casos la solución resulta sólo después de una serie de transíor- 
maciones y pasos de una ecuación a otra. De tal modo, durante la 
resolución, cada ecuación se sustituye una por otra nueva, y la nueva 
ecuación puede tener, naturalmente, nuevas raíces. El problema de 
la resolución correcta de las ecuaciones consiste precisamente en se- 
guir esta variación de las raíces, no perdarlas y saber omitir las 
extrañas. | 

Está claro que el mejor procedimiento es el de sustituir cada vez 
la ecuación siguiente por una equivalente a ésta; entonces, las raíces 
de ta última ecuación serán raíces de la inicial. Sin embargo, esta 
vía ideal es irrealizable habitualmente en la práctica. Como regla, la 
ecuación se sustituye por su corolario, diciendo en general, que no 
es equivalente; en este caso, según la definición del corolario, todas 
las raices de la primera ecuación son las de la segunda, es decir, no 
tiene lugar una pérdida de raices sino que pueden aparecer raices extrañas 
(aunque pueden no aparecer). Y en el caso cuando la ecuación, 
durante las transiormaciones, se sustituye, aunque una sola vez, 
por el corolario que no es equivalente, es obligatoria la investiga- 
ción de las raices obtenidas, siendo ésta la comprobación. Notemos 
en seguida que esta investigación, como lo veremos a continuacion, 
no exige obligatoriamente la sustitución directa de las raices obte- 
nidas en la ecuación inicial. 

De tal modo, si la resolución se efectuaba sin análisis de la 
equivalencia y fuentes de aparición de las raíces extrañas, entonces 
ta comprobación es parte integrante de la resolución, sin la cual 
aquélla no puede ser considerada como válida, aunque no hayan apa- 
recido, en realidad, las raices extrañas. Si éstas han aparecido y per- 
_manecen no omitidas, la solución es realmente incorrecta. Por otra 
parte, si en cada oportunidad la ecuación se sustituye por una equi- 
valente (como ya: hemos dicho, esto sucede muy raramente), entonces 
no: hace falta realizar la comprobación, con todo eso, de este hecho 
y? se habló especialmente en el curso: de la resolución. De tal modo, 
a comprobación durante la resolución de ecuaciones juega un papel 
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muy esencial, y de ningún modo se reduce a un control simple de los 
cálculos. En lo que se refiere al control de los cálculos, eso es un asunto 
particular de los que resuelven la ecuación; que se realice o no este 
control depende del procedimiento del cálculo, de la seguridad en si 
mismo. 

Vamos a subrayar que no se puede sustituir una ecuación por otra 
que no sea su corolario, porque en este caso hay una raíz de la primera 
ecuación que no es de la segunda, por lo cual, al resolver esta segunda 
ecuación, no hallaremos todas las raíces de la primera. Y como 
resultado, tendrá lugar la pérdida de una raíz, la que será irreparable. 
En esto consiste la diferencia esencial entre la pérdida de raíces y la 
adquisición de raíces extrañas. 


Estas son las tesis teóricas. Pero, en la práctica hay que saber 
precisa y concrelamente cuáles son las fuentes de adquisición y de 
perdida de raices. Estas fuentes son, por lo común, de dos tipos: 
Jas asi Mamadas “transformaciones idénticas” y la toma de ambos 
miembros de la ecuación de ciertas funciones (elevación a potencia, 
logaritinación, potenciación, etc.). 

“Las transformaciones idénticas” parecen e primera vista inofensi- 
vas, aunque en realidad conducen frecuentemente a las ecuaciones no 
equivalentes, por cuanto aquéllas cambian el RVA. En efecto, al 
sustituir V(2x-FT)? por 2x+1 en la resolución de una ecuación 
irracional extendemos el RVA, porque 2x + 1 tiene sentido para todas 
las x, y (V 2x +1)" sólo para x>-—1/2. Así se procedió en el ejem- 
plo considerado por nosotros anteriormente: la aplicación de la'fór- 
mula del logaritmo de un producto nos condujó a la extensión del 
RVA y, como resultado de esto, a la aparición de una raiz estraña. 

No hay nada de particular en esto, porque la mayoría de las fór- 
mulas que nosotros aplicamos para las transformaciones son tales 
que sus primero y segundo miembros tienen sentido para los dife- 
rentes valores de las letras que los integran. Por ejemplo, así 
sucede con las fórmulas que siguen: 


Vab=V aV E (Vx)=x lge.xy=lg8,x+1l8, y, 108, x” = 1.108, x. 


a tgr+tg y 
ty lx + y) = ¡—textey 


Por lo tanto, la sustitución de una parte de la fórmula por la otra 
origina una extensión o reducción del RVA. Está claro que, debido 
a la extensión del RVA, es posible adquirir raíces extrañas y, como 
consecuencia de la reducción, es posible perderlas; por eso es inad- 
misible la reducción del RVA. En lo que se refiere a las raíces extra- 
ñas, en el caso cuando éstas se han adquirido a cuenta de la exten- 
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sión del RVA, no es necesario sustituirlas directamente en la ecua- 
ción inicial para la separación de las raíces de esta última, sino 
que es suficiente comprobar si entran o no en su RVA,; si resulta que 
no entran, se han de omitir y si entran, hay que dejarlas. 

Este hecho tiene importancia excepcional para la práctica de 
la resolución de ecuaciones por lo que merece destacario especial- 
mente. 

A. Si en el curso de las transformaciones de una ecuación pueden 
surgir raices extrañas solamente a costa de la extensión del RVA, enton- 
ces en Calidad de raices de la ecuución inicial van a ser aquéllas, y sólo 
aquéllas que entran en el RVA. 

La utilización de esta afirmación nos libera de la sustitución 
directa de las raices obtenidas en una ecuación, y de la comprobación 
técnica de las igualdades numéricas correspondientes, la que resulta a 
veces muy difícil o bien imposible debido a una cantidad inti- 
nita de números a comprobar. 

De esta manera, en lugar de la sustitución direcla se puede utili- 
zar la comprobación de si entran uv no en el RVA las raices extrañas, 
aunque esto sólo se hace en el caso cuando la fuente de su aparición es 
única: la extensión del RVA. Por consiguiente, para utilizar tal 
comprobación es obligatorio señalar, en el curso de la resolución, 
dónde y por cuenta de qué pueden aparecer las raices extrañas. 

En cuanto a la toma de las funciones de ambos iniembros de las 
ecuaciones, consideremos solamente dos ejemplos de los más impor- 
tantes: fa elevación al cuadrado y la potenciación. 

Con frecuencia sucede pasar (muy en particular durante la reso- 
lución de ecuaciones irracionales) de una ecuación f(x) =g(x) a 
la ecuación [f (191 = lg (x)1*. ¿Y qué ocurre con las raices durante este 
paso? Es evidente que la segunda ecuación es un corolario de la pri- 
mera: si el número a es una raiz de la primera ecuación, es decir, 
Ha) =g (0), entonces If(a)lt =1g(a)l*, o sea, a es una raíz de la 
segunda ecuación. Pero, hablando en general, lo contrario no es 
correcto: a la segunda ecuación le satisfacen también las raíces de 
la ecuación “extraña” f(x) =—£(x). De tal modo, con la elevación al 
cuadrado, las raíces no se pierden, pero pueden aparecer las ralces 
extrañas. 

En la práctica es muy útil la afirmación que se deduce de lo 
expuesto. 

B. Si los dos miembros de una ecuación no son negativos en un con- 
junto de valores del argumento, entonces, al elevarlos al cuadrado, re- 
sulla una ecuación equivalente a la inicial en el mismo conjunto. 

Efectivamente, en este caso la ecuación “extraña” no tiene, eví- 
denté mente, raíces, a no ser aquellas para las cuales ambos miembros 
se convierten en cero, pues tales raíces no son extrañas para nuestra 
ecuación. Mostremos con los ejemplos concretos que siguen, cómo 
se emplea esta afirmación en la practica. 
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Análoga mente se considera la potenciación de la ecuación, es 
decir, el paso de la ecuación log.f(x)=log.g(x) a la ecuación 
H(x) = g (x). Sea a una raíz de la ecuación inicial, es decir, log,f (a) = 
= log. g(a). Entonces, clrefta) =clogwg la), y sea, f(a) =g(a). Por 
consiguiente, toda raíz de una ecuación inicial es también raíz 
de la segunda. Por otra parte, el RVA de da segunda ecuación es 
más extenso que el de la primera debido a que es de esperar que sur- 
jan raíces extrañas, pero precisamente a cuenta de la extensión del 
RVA. Vale decir que para la solución es suficiente hallar las raíces 
de la segunda ecuación y comprobar si éstas entran o no en el RVA 
de ta primera ecuación. 

Tal esel “caudal” teórico de que debe disponer cada estudiante. Al 
mismo tiempo conviene subrayar que no siempre es rasonable la aplica- 
ción de esta teoría y durante la resolución de los problemas no hay que 
pasar el Jimite de lo necesario, aspirando siempre a una resolución 
más sencilla. Supongamos que durante la resolución se ha esclare- 
cido que la comprobación ordinaria de tas raíces obtenidas no pre- 
senta dificultades, entonces mo hay que enterarse de las fuentes, de 
adquisición de las raíces ni interesarse por la variación del RVA 
en el curso de la resolución, ni suquiera hallar el RVA; si esta com- 
probación presenta dificultades, nos ayudan precisamente razona mien- 
tos teóricos: en un lugar adecuado hay que analizar la transforma- 
ción que podría dar origen a las raices extrañas. 

Al mismo tiempo, durante la resolución cualquiera se debe estar 
seguro de que las raíces no van perdiéndose. Es útil señalar esto 
especialmente en los casos cuando la transformación es bastante 
complicada. 


A continuación, mostramos con ejemplos concretos algunos de 
los casos más típicos, así como los orígenes más insidiosos (no todos, 
claro está) de adquisición de raíces extrañas, entre las cuales podrian 
citarse fórmulas para la transformación de los radicales, identidad 
logarítmica fundamental y fórmulas para la logaritmación del pro- 
ducto y de la potencia, omisión del denominador, eliminación re- 
cíproca de los términos semejantes, sustitución de la ecuación por 
un conjunto de ecuaciones más simples, ciertas consideraciones “ver- 
bales”. Luego examinemos las fuentes de pérdida de las raices, y 
ciertos ejemplos ulteriores, los más difíciles, se estudian teniendo 
por objetivo señalar algunas dificultades de otra índole, no rela- 
cionadas con la pérdida y adquisición de las raíces. 

l. Resolver la ecuación W2x—6+Vx+4=5. 

Al elevar ambos miembros de la ecuación al cuadrado y aplicar 
las fórmulas de transformación de fos radicales, obtenemos la ecua- 
ción 


26 +2 (2x6) AFA EHA 4225, 
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o bien, 
2 2x4 +2x— 24 = 27 —3x. (0) 


Al elevar de nuevo al cuadrado ambos miembros de la ecuación y 
al librarnos de radical, llegamos a la ecuación x*— 170x 4- 825 =0, 
cuyas raices son x, =5 y *.=165. La sustitución directa de estos 
valores en la ecuación inicial denota que x, es su raíz y xz no lo es. 

En lo que se concierne a esta ecuación no hay necesidad de insis- 
tir en determinada teoría, digamos, en la que explique de dónde 
surgió la raíz extraña; es necesario señalar simplemente que en el 
curso de las transformaciones, las raíces no podían perderse, y al 
fin de la resolución debe realizarse la comprobación por sustitu- 
ción directa. En esto consiste la resolución completa. 

Notemos, pues, que la raiz extraña apareció al elevar al cua- 
drado la ecuación (1), apareció como la raíz de “la ecuación ex- 
traña”. 

El siguiente ejemplo es tan simple como el anterior, pero durante 
la comprobación de una “buena” raiz surgen inesperada mente ciertas 
dificultades de carácter de principio. 

2. Resolver la ecuación 


VIT Vi VMU IT 3 


Al elevar al cuadrado ambos miembros y realizar las transforma- 
ciones necesarias, obtenemos 


VMEFT Br D=7x+05. 


Después de la segunda elevación al cuadrado obtenemos la ecuación 
cuadrática 11x? + 34x+3=0, cuyas raíces son x, =—1/1l|, x= 


=—3. La comprobación directa demuestra que x=—1/11 es la 
raíz de la ecuación inicia). 
Algunos estudiantes, ul comprobar el valor de x=—3, llegan 


a la igualdad V—8—Y' —8=0. Considerando que esta igualdad 
es justa porque en su primer miembro “de lo igual se resta lo igual”. 
De este modo, el valor de x=—3 les parece una raiz de la ecuación 
inicial. Pero, este argumento es infundado, ya que la expresión 
V—3 no tiene sentido: como se sabe, las ecuaciones irracionales se 
consideran sólo dentro del recinto de los números enteros positivos 
y el símbolo Va se emplea en cuanto a los números enteros positi- 
vos a sólo para la designación de la raíz aritmética de un número u 
no negativo. Por lo tanto, el valor de x=—3 no entra en el RVA 
y, por consiguiente, noes una raíz de la ecuación inicial. 

Otras circunstancias tienen lugar en el ejemplo siguiente, en 
el cual la comprobación de las raices “malas” obtenidas es una 
tarea muy difícil. El método más simple de su resolución está rela- 
cionádo precisamente con la aplicación de la teoría considerada, 
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cuando en el mismo curso de la resolución se toman en cuenta las 
fuentes de aparición de las raíces extrañas. 

3. Resolver la ecuación VWx+3+V2x—1=4. 

Ambos miembros de la ecuación dada no son negativos en el 
RVA, por lo cual, una vez que ésta ha sido elevada al cuadrado, 
obtendremos una ecuación equivalente a la ecuación inicial en su 
RVA ”, lo que se deduce de la afirmación B: 


(UF 3D" Y 23 Y 2x—1 4- (Y 2x—1)* =16. 


Utilizando las fórmulas de transformación de los radicales que ex- 
tienden, evidentemente, el RWA llegaremos a la ecuación 


V2+F5x—3 = 14—3x. (2) 


Con tales transformaciones, las raíces extrañas pueden surgir sola- 
mente a cuenta de la extensión del RVA. 

Luego razonamos del modo siguiente. El primer miembro de la 
ecuación (2) no es negativo para cualquier (admisible) valor de x, 
mientras que cl segundo miembro es negativo para x>14/3. Está 
claro que este valor de » no puede ser una solución de la ecuación. 
Por eso, examinemos la ecuación (2) sólo dentro del recinto x< 
< 14/3. Pues, ambos miembros de la ecuación (2) en este recinto 
no son negativos (claro está que para los valores de x de la ecua- 
ción (2)), y según la afirmación B, al elevarlos al cuadrado, obten- 
dremos una ecuación equivalente a (2) en el conjunto x< 14/3: 


(2/2 +45x—3)* <= (14 —3x)?. 


De aquí. al extender una vez más el RVA, llegamos a la ecuación 
cuadrática x*— 104x +208.=0, cuyas raices son: Xx, . =52-4 8/39. 
Como se ve, estas raíces entran en el RVA de la ecuación inicial; 
por esto hay «que sólo comprobar si éstas satisfacen o no la condi- 
ción x< 14/3. No es difícil verificar que x,>14/3 y x.< 14/3, de 
donde se deduce que x, es la raíz única de la ecuación (2) y, por con- 
siguiente, de la ecuación inicial. | 

Subrayemos una vez más que debe recurrirse a tal resolución de- 
tallada y “teórica” sólo en el caso cuando estemos convencidos de 
que las raices son “malas”, o sea, que su sustitución directa un 
la ecuación conduce a una tarea bastante complicada: a la detnostra- 
ción o la refutación de las igualdades 


V 55 + 8V 35 + Y 103+ 16/35 =4, 
V 55—8V 39 +V 103—16V 39 =4. 


> En realidad, estas ecuaciones son equivalentes, por cuanto sus RVA colnci- 
den, pero esto no tiene importancia para nosotros; en lu ulterior extendemos el 
RVA, ya que la comprobación de que si entra o no tn el RVA es inevitable. 
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Es claro que la primera de estas igualdades es incorrecta. En 
cuanto a la segunda igualdad, se puede demostrar fácilmente co- 
nociendo la fórmula de transformación de las expresiones de lipo 


AV B. El otro método, que es la elevación al cuadrado, está 
relacionado con cálculos bastante difíciles. Es evidente que estos 
dos métodos son más complicados que el expuesto por nosotros, 
donde sólo se requería comprobar las raíces x, y x, en cuanto a la 
satisfacción de la condición x<14/3. Sin embargo, en este ejem- 
plo se puede, a pesar de todo, superar las dificultades de una com- 
probación directa y evitar la aplicación de la teoria. 

No obstante, en las ecuaciones que contienen un parámetro, la 
comprobación directa es más difícil, debido a que la aplicación 
de la teoría expuesta es un camino de resolución único. 

4. Resolver la ecuación x—1=Y g=X, 

El segundo miembro de la ecuación no es negativo para cualquier 
(admisible) x y el primer miembro no es negativo cuando x>]. 
Por lo tanto, la ecuación dada dentro del recinto de x > l es equiva- 


lente a la ecuación (x— 1) = (Y a—x) que se reduce a la forma 
2x2 2x + lI—a=0 (3) 


(con esto el RVA se ha extendido y, al final, han de comprobarse 
las raices obtenidas en cuanto a su pertenencia al RVA). De tal 
modo, hay que resolver la ecuación (3) y escoger de sus raíces aque- 
las para las cuales x>1 y a—x*>0. El discriminante de esta 
ecuación es igual a 22— 1, de que se deduce que para a< 1/2 ésta 
no tiene raices reales, es más, la ecuación inicial no tiene raices 
para estos valores de a. 

Seguimos considerando que az>l/2; las raices de la ecuación 
(3) x1,2= (1 + Y 2a—1)/2. La raíz x, no satisface, evidentemente, 
la condición x>l y por eso no es la raíz de la ecuación inicial. 
Para aclarar la situación de x,, es necesario resolver la desi- 
gualdad (1 +V2a—1/2>1, o bien, V2a=1>1; evidentemente, 
ésta es válida para a>1. Por ello, para a<1 la ecuación inicial 
no tiene raíces y para a>1 se debe comprobar si es válida la 
desigualdad a—xi>0, lo que es equivalente a la desigualdad 
a>V 2a—1. Ambos miembros de esta desigualdad no son nega- 
tivos (estamos considerando que a> 1) (véase el $ 10), lo que nos 
da la posibilidad de elevarlos al cuadrado; en este caso obtendremos 
ar>20—1 ó at—2a+1>0, que es válido para cualquier e. 

De tal modo, para u<1 la ecuación inicial carece de raices, y 
para az>1!, tiene la raíz x=(1 +YV 2a-- 1) 2. 

Notemos que la comprobación de la última condición, a—x* >0, 
absolutamente obligatoria por su lógica, puede ser realizada sín 
cálculos cualesquiera. En efecto, x, y Xz son obtenidos como las 
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raices de la ecuación (x— 1)? =a-—x* y, por consiguiente, su segundo 
miembro ma es negativo para x=Xx, Y X=Xs. 

Subrayemos una vez más que la sustitución directa durante la 
comprobación de las raíces se reduciría a las ecuaciones respecto de a: 


az v=_ y aF V2a—!I 0 
2 AA 


cuyo aspecto exterior nos infiere cierta confusión. De esa mancra, 
los problemas similares van a presentar siempre grandes dificultades, 
sin haber dominado conscientemente el modo de resolver las ecua- 
ciones. 

La aplicación de diferentes fórmulas logarítmicas, en particular 
las del logaritmo del producto, son las que constituyen una de las 
fuentes más difundidas de aparición de las raíces extrañas. En rea- 
lidad, sustituyendo toga f(x) + logag(0) por logaf(x) g(x), extende- 
mos el RVA de la ecuación, admitiendo tales valores de x para 
los cuales f(x) <0 y g(<) <0 simultáneamente. Por lo tanto, las raí- 
ces extrañas pueden aparecer, pero sólo a consecuencia de la extensión 
del RVA, así que para dejarlas de lado, sobre la base de la afirma- 
ción A, es suficiente comprobar sólo el hecho de que éstas entran o 
no en el RVA. Notemos, además, que la sustitución inversa del 
logaritmo del producto por la suma de los logaritmos, puede inferir 
uña reducción del RVA, lo que es inadmisible. 

5. Resolver la ecuación log, (x-+ 2) + log, (3x— 4) = 4. 

Al logaritmar el producto, obtenemos log. (x +2) (3x—4) =4, de 
donde (x-+ 2) (3x— 4) = 16. Las raices de esta ecuación son: Xp = 
=(— 141 73)/3. Es fácil observar que de éstas sólo x, entra en el 
RVA de la ecuación inicial, que es su raíz según la afirmación A. 

La sustitución directa de la raíz “mala” x, exigeria los cálculos 
“irracional-logaritmicos”, no muy complicados, pero desagradables, 
mientras que la utilización de la afirmación K ha facilitado de 
inmediato la respuesta. 

La aparición de raíces extrañas, como resultado de la aplica- 
ción de la identidad logarítmica fundamental, suscita habitual mente 
una sorpresa entre los estudiantes, aunque no hay nada extraño 
en ello: esto sucede a cuenta de la extensión del RVA sustituyendo la 
expresión alotseb por bh, si a ó b contienen una incógnita. 

6. Resolver la ecuación ra, 

Suitituyendo log,-¿ 2x por log, (2x)* (véase el $ 1) obtenemos la 
ecuación 

log (2x0 4. 


Utilizando ahora la identidad fundamental, obtenemos (2x)? = 
= 4, es decir, x, =—I, x= 1. Sin embargo, ni x, ni x, entran en el 
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RVA de la ecuación inicial: x,<óÓ, y Vx,=1 m0 puede ser base de 
los logaritmos. Por consiguiente, la :ecuación dada no tiene raices. 

Las raíces extrañas pueden aparecer con menos evidencia que 
en los ejemplos arriba examinados. 

Por lo gerieral, esto está relacionado con lo que los razona mientos 
y cálculos empleados durante la resolución conducen a la exten- 
sión del RVA. En el ejemplo que sigue tas raices extruñíus surgen al 
eliminar reciprocamente los términos semejantes. Mientras tanto, no 
hay nada extraño en esto: al efectuar tal eliminación, nosotros quita- 
mos la limitación de que los sumandos eliminados han de tener 
sentido, extendiendo así el RVA. 

7. Resolver la ecuación 


IgV THE x +3 18 1 x= 1g VU T= 882, 
Transforinemos lg YM T—=x*: 
lgMi=xa=IVT+xV I=x=1leV T—x+ IU TF xo 


Es fácil observar que con esta transformación el RVA de la ecuación 
dada no ha variado, y la ecuación obtenida 


eV TEx+318V 1—=x =lgV T=x+ Ig T+x+2 


es equivalente a la dada. Eliminando Ig/ TE x de ambos miembros, 
obtenemos la ecuación 
21M T=x=2, 


cuyo RVA consta de los números x< 1, o sea, coma es fácil observar, 
es más extenso que el de la ecuación inicial, De tal modo, es de 
esperar que aparezcan raíces extrañas. Resolviendo la última ecuación, 
obtenemos la raíz x=-—-99 que no entra en el RVA de la ecuación 
inicial y por eso la raíz no le pertenece. Por lo tanto, la ecuación dada 
no tiene raíces. 

Una de las causas de los errores radica en la otmnisión, explícita 
o implícita, del denominador. Pero, al hacer omisión del denominador 
sucede una extensión del RVA: se añaden aquellos valores de x para los 
cuales el denominador es igual a 0. 

8. Resolver la ecuación 


1 2 logo,25 (4— 1) 


uara tae ==! 


Tomando la base 2 en todos los logaritmos, obtendremos, des- 


pués de las. transformaciones, una ecuación equivalente a la dada 


logs 0—loga (4 —x) _ 
CIS (4) 


5 Mm 395 
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De ahí, log.85— log, (4— x) = log: (3 + x), y, seguidamente, 


La última ecuación se reduce a la cuadrática; sus raíces son: 
X1 = 3, > E — 2, 

En el curso de la resolución pueden surgir raíces extrañas, sólo 
a cuenta de la extensión del RVA, debido a la omisión del denomina- 
dor en las ecuaciones (4) y (5). Por lo tanto, es suficiente comprobar 
las raíces obtenidas si éstas entran o no en el RVA de la “ecuación 
inicial. Como resultado, abtenemos que .x, no entra en cl RVA, y x, 
entra en éste, y por eso constituye la raíz de la ecuación inicial. 

La despreciación del RVA explica los errores que se cometen du- 
rante la resolución de las ecuaciones en el primer miembro de las 
cuales se halla una fracción, y en el segundo, cero. Durante la reso- 
lución de las ecuaciones de tal tipo, a menudo se omite el denomina- 
dor y el numerador se iguala a Cero. Pues, para lograr una solución 
correcta de tal ecuación convicne igualar a cero el numerador, hallar 
las raíces de la ecuación obtenida y omitir aquellas que convierten el 
denominador en cero. 

9. Resolver lu ecuación tg 3x=1tg Úx. 

Escribamos la ecuación dada en la forma 

sendx  senóx _ 
cosáx  coshx 


de donde, una vez realizadas las transior maciones elementales, tene- 
mos 


sen2xr 0 
cos3xcosóx 
Ahora, resolviendo la ecuación sen 2x=0, obtenemos que x=ka2, 
kR=0, +1,>+2, ... De esta serie de soluciones nos queda por omitir 


las extrañas, o sea, aquéllas para las cuales el denominador 
dos 3x cos5Bx se convierte en cero, lo que ocurre, evidentemente, cuando 
los valores de k son impares y, por consiguiente, las soluciones 
de la ecuación inicial serán los ángulos x=*x/2, donde R es un 
número par: k=2n, n=0, +1, +42,..., a saber: 


x=n3x, n=0, +1, +=2, ... 


Está claro que sería yn error grave considerar como solución la 
serie de valores de x-=kx/2. 

Por tal falta de atención al RVA se explican también los errores 
que se cometen en el curso de las resoluciones de las ecuaciones, 
cuyo primer miembro está descompuesto en factores, mientras que 
el segundo tiene cero. Para la resolución de tal ecuación, como regla, 
se igualan sucesivamente todos los factores a cero, y las soluciones 
obtenidas se reúnen. No obstanie, durante tal resolución no se 
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toma en consideración que para algunos valores de x, los cuales 
convierten un factor en cero, puede resultar que otro factor no ten- 
ga sentido, y en este caso estos valores de x no serán raíces de 
la ecuación examinada. Por lo tanto, para resolver correctamente 
la ecuación es indispensable comprobar complementariamente si 
todos los valores de x entran en el RVA. De vez en cuando, esto 
puede presentar grandes dificultades. 
10. Resolver la ecuación 


sen 2x cos? 2x sen? 6x tg xcotg 3x =0. 


Para lograr la solución, igualamos, sucesivamente, todos los fac- 
tores a ceto, de lo que resultan cinco series de raíces: 


kx Te kn 
==> x<=(24 1) 7. => 


x=kx, x=(2%4+1)EÉ, 


donde k es cualquier número entero. 

Pero esto todavía no sirve de solución porque tgx y cotg3x que- 
dan determinados no para todos los valores de x, debido a que 
muchos valores de x de estas series pueden resultar extraños. Vamos 
a considerar por turno todas estas series. 

1) >. Si k es par, k=2!, entonces x=/x y cotg 3x no 
tiene sentido; si k es impar, k=21+-1, entonces x==[1 + 1/2 y tg x 
no tiene sentido. 

De tal modo, ningún ángulo x de la primera serie presenta, en 
realidad, la solución de la ecuación. 


2 x=(QR+ E. Como se puede ver tg x tiene sentido. Además, 


3x = (6 + 3) 1/4, de que resulta que cotg 3x también tiene sentido. 

De esta manera, todos los ángulos x de la segunda serie son so- 
luciones de la ecuación. 

3) x=ka/6. Según el circulo trigonométrico es fácil conven- 
cerse de que el ángulo x cae en el diámetro vertical cuando k=6/ +3, 
y, por consiguiente, tg x tiene sentido para k=<6/+3. Seguida- 
mente, 3x=%x/2 y cotg3x tiene sentido solamente para los valores 
impares de k. De este modo, nos sirven sólo los valores impares de 
k, no iguales a 6/ +3, o sea, los números k de la forma R=6/+ 1, 
k=6/+5. 

De esta manera, entre los ángulos de la tercera serie sirven 
de soluciones sólo Jos ángulos 


x=lfa +56, x=£1x+5x%6, 


donde [ es cualquier número entero. 
4) x=kx0. En este caso cotg 3x no tiene sentido y esta serie no 
tiene soluciones. 


5» 
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5) x=(2k + 1)1/6. Valiendose del círculo trigonométrico es 
fácil convencerse de que el ángulo x cae en cl diámetro vertical 
cuando k==3[-+ 1 y, por consiguiente, tg x tendrá sentido para R = 
=3(f, k=31+2. 

De ésta manera, de la quinta serie de ángulos quedan solamente 


x=!ln+310/6, x=Iin+0x/6, 


donde / es cualquier número entero, o sea, son los mismos ángulos 
que los de la tercera serie. 
La solución definitiva se puede atotar así: 


x= (2n + Dl) a/4; x=nnu +10/6, x=nn +0wn0/6, 


donde sr es cualquier número entero, o más breve, 
x= (2n+1) 1/4; x=nnasmmr6, 


donde n es cualquier número entero. 

La adquisición de raíces extrañas no siempre sucede tan explici- 
tamente como esto ocurrió en los dos últimos ejemplos. Á veces, 
la causa de esto consiste en razonamientos muy simples a primera 
vista. 

Por ejemplo, la ecuación tg3x = tg5x antes examinada, se resuel- 
ve frecuentemente del modo siguiente: “Las tangentes de dos ángulos 
son iguales cuando y sólo cuando la diferencia de estos ángulos es 
igual a un múltiple entero xa. Por consiguiente, 2x=kx, x=kx/2, 
R=0, +1, +2, ...”. Sin embargo, como ya sabemos, la solución 
es incorrecta. 

¿Y en qué estriba el error? 

La causa se explica sencillamente: no es correcta la afirmación en 
que se basa esta resolución, aunque está muy difundida entre los 
estudiantes. Efectivamente, si tga =tgf3, entorices a—f=2£rx, 
donde % es un número entero, no obstante la afirmación contraria es 
incorrecta: si a—P =kx, entonces la igualdad tgx =tgf no puede 
tener sentido (por ejemplo, si a =x31/2, PB =—=1/2). Por lo tanto, la 
sustitución de la ecuación tg 3x = tg 5x por 2x = kx no infiere pér- 
didas de raíces, pero hace aparecer las extrañas. 


Ahora vamos a examinar algunas fuentes de pérdida de raices 
y los procedimientos necesarios pará evitar esta pérdida. Los estu- 
diantes pierden frecuentemente raices al sustituir la ecuación dada 
por una nueva de un RVA más estrecho. Tal estrechamiento se 
origina, como do veremos a continuación, tanto por las fórmulas 
logarítmicas y trigonométricas como por algunos razonamientos 
“verbales”, muy populares. 

Según ya hemos notado, la sustitución del logaritmo dei pro- 
ducto por la suina de los logaritmos (regla 1 del $ 6, Logaritmos) 
conduce al estrechamiento del RVA, asi como lo estrecha la regla 
Jl, en que se trata de lá logaritmación de la potencia. Para que 
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no ocurra estrechamiento, no se utilizan las reglas 1 y TI, sino las 

reglas 1* y III*, cuya aplicación puede, por Jo menos, extender 

el RVA, o sea, provocar la aparición de las raíces extrañas. Ya 

hemos visto anteriormente cómo proceder con las raices extrañas. 
Precisamente así procederemos al resolver el siguiente ejemplo. 
11. Resolver la ecuación 


Toga (4 +2J9—3= Toga (4—2)* + logu/a (4 +6). 


Por cuanto 
logra (x+ 2) = 2 log, ya] x+2], 
log, (4—x) =3 logr,1(4—x), logrra(x+6Y =3 log, (x +56) 
entonces la ecuación toma la forma 
logia 1x +2] —1 =l0g1/.(4—-x) + logra (x + 6)- 
De aquí se deduce que 
log1/44|x +2] =1l08g11.(4—x) (x + 6). 


41x+2] =(4— 1) (x + 6) 


(comio resultado de las dos últimas tramsfor maciones tiene lugar una 
extensión del RVA, y por esto es de esperar que aparezcan raices 
extrañas). Esta ecuación se resuélve muy sencillamente (véase el 
$ 4), sus raíces som: x1=2, x= 1—V 33, 

En el curso de la resolución, las raíces extrañas pueden aparacer 
solamente a expensas de la extensión del RVA; por lo tanto, ba- 
sándose en la afirmación A, los valores hallados de x, y Xz €s 
suficienté comprobarlos si entran o no en el RVA. Es fácil ver que 
todas las expresiones que se encuentrafi en la ecuación dada bajo 
el signo del logaritmo son positivas para x=x, y para x=Xa, 
así que ambos números entran en su RVA y son sus raíces. 

La reducción del RVA y, por consiguiente, la pérdida de raices 
pueden suceder al pasdr a una nueva base de los logaritmos. 
12. Resolver ta ecuación 


108, .,. X*— 14 108,4, x? -+ 40 log,, Y x=0. 


por lo cual 


> 


Vamos a exponer una resolución. Nos aprovecharemos de la regla 
de transición tomando x en calidad de núeva base de los logaritmos: 


log,x? 14 toga", 40l0gy Mx 
To. 0.5% Togz 16x Y Tog, dx o 
Sin embargo, según se ve fácilmente, la 1mueva ecuación no tiene 
sentida pára x= 1,- mientras que la inicial tiene sentido no sólo 
para :x=1, también. tiene unidad como su raíz. Precisamente, 
en este paso muchós pierden la raíz x=1. 
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Por consiguiente, hay que razonar asi: queremos pasar a. la base 
x; para hacer esto hay que estar seguro de que x>>0 y x3£1l. Ya 
que lodas las x del RVA de nuestra ecuación sor positivas, enton- 
ces la primera condición x>0 se satisface; por otra parte, la 
unidad entra en el RVA y la sustitución muestra que x=1l es la 
yaíz. De lal modo, una raíz de la ecuación inicial queda hallada: 
x=1. Hallemos raíces distintas de 1. Entonces, podemos pasar a la 
base x sin perder raíces. 

La solución ulterior no presenta dificultades: utilizando las pro- 
piedades de los logaritmos y designando log, 2 por y, tendremos 
e o a 
I=y 144y* i4ly” 


Esta ecuación se reduce a la cuadrática 2y? + 3y—2=0, cuyas 
raíces Y =12, y=—2. Entonces obtendremos log, 2 = 1/2, de 
donde x==4, y log,.2---—2, de donde x= !/M2, Estos valores, 4 y 
1/12, son raíces de la ecuación inicial. Por consiguiente, la ecua- 
ción inicial tiene tres raices. 

Un error muy grave y baslante difundido que conduce a la pér- 
dida de raíces es la reducción de ambos miembros de una ecuación por 
un factor común. Está claro que en este caso pueden ser perdidas raices 
que convierten este factor común en cero. 

En estos casos más vale trasladar todo al primer miembro, 
sacar el factor común fuera de paréntesis y examinar dos casos: 1) el 
factor común es igual a cero; 2) el factor común no es igual a 
cero, y entonces la expresión entre paréntesis es obligatoriamente 
igual a cero. Se puede también examinar al principio un caso, en 
que el factor común es igual a céro y luego hacer reducción por éste.” 

13. Hallar todas las soluciones de la ecuación 


O E A + gent. 


Examinemos dos casos. 
a) Sea x>>3. En este caso tenemos la ecuación 


A E DR 


que se satisface, evidentemente, para cualquier x. Por eso, en el 
caso examinado las soluciones de la ecuación dada serán x>J3. 
b) Sea x<3. En este caso la ecuación tiene la forma 
x39Xx+1 O 
de donde 
2:71 (4x* — 1) =2%7* (4x2 — 1). 


Este lugar es precisamente donde muchos estudiantes, dejándosé 
arrastrar por las expresiones exponenciales “fundamentales”, despre- 
cian las potenciales “insignificantes”, reduciendo, lisa y llanamente, 
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por éstas y obteniendo una ecuación 2%71 =257*, Después de esto se 
obtiene la raíz x=3, aunque ésta no satisface la condición b). 

Es claro que antes de la reducción por 4x:—1 liabía que exa- 
minar la expresión 4x?%-—1=0. En este caso hubieran sido ha- 
lladas las raices x, y == 312 que satisfarían la condicion b). 

De tal modo, las soluciones de la ecuación dada son: cualquier 
23, 1=1/2, x, =— 1/2. 

Durante las resoluciones, los estudiantes a menudo utilizan inco- 
rrectamente la siguiente afirmación: “Si dos potencias son iguales, 
sus bases son iguales y distintas de O y 1, entonces los exponentes 
son también iguales. Como regla general, aquí se olvida la limi- 
tación destacada con cursiva. Y como resultado, se pierden aque- 
llas raíces para las Cuales la base es igual a 0, o bien, a 1. 

14. Resolver la ecuación x= =V x*, 

Esta ecuación se puede escribir en la forma 


gx y Nx72 . 


De esta imanera, los exponentes son iguales y las bases también 
son iguales. Para que no se pierdan las raices, vamos a determinar 
si la base puede ser igual a 0 6 a I. Ya que la expresión 0? no 
tiene sentido; entonces el número 0 no entra en el RVA, debido 
a que x=0 no sirve de raíz de la ecuación. Al contrario x= 1 es, 
evidentemente, una raiz. Ahora vamos a hallar raices distintas de 
0 y 1. Aplicando Ja regla señalada, obtendremos |óx=x"2, de 
donde hallamos la segunda raíz de la ecuación x= 4. 

Á veces se oye decir una afirmación errónea: “Si la potencia de 
un núnero es igual a l, entonces cl exponente es igual a cero”, 
Esto es válido sólo a condición de que la base difiera de l. Y si 
la base es igual a 1, entonces, para cualquier exponente la base 
sera igual a l. 

LEA e PNTE 

15. Resoluer la ecuación |cosx[ 3 OT], 

Razonemos así: si |cosx|= 1, entonces la potencia será igual 
a 1 para cualquier exponente, Sí |cosx|=*1, el exponente ha de 
ser indispensablemente igual a cero. De tal modo, nueslra ecuación 
se descompone en dos: 


; 3 l 
[cosx]=1J y  sentx—->3 sen x+4-=0. 
Resolviendo la primera ecuación, obtenemos que xr, =X%a1, donde 
k es cualquier número entero, mientras que de la serunda se deduce: 
1 =t 
senx ==y, de donde x= (— ba +kzx, 


sen x =|1, de donde x=>3 +2kx. 
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La comprobación muestra que los ángulos de la segunda serie 
no entran en el RVA (en el primer miembro resulta 0”, lo que no tiene 
sentido), y las demás raíces satisfacen la condición. 

En definitiva, las soluciones de la ecuación se presentan así: 

n=ksx, x=(—Ino6+kx (k es un número entero). 

De tal modo, al utilizar la regla de transición de la igualdad de 
otencias a la igualdad de exponentes hay que analizar tres casos: 
a base de la potencia es igual a 0; la base de la potencia es igual a 1; 
los exponentes son iguales. Este método de razonamientos permite 
evitar la perdida de raices. 

No obstante, con tal solución pueden aparecer raíces extrañas. 
En efecto, en cada uno de estos casos se debe, hablando en términos 
geherales, resolver una ecuación; y por cuanto estas tres ecuaciones 
se resuelven por separado, puede ocursir que algunas soluciones suyas 
no entren en cl RVA de la ecuación inicial. Precisamente así ocu- 
rrió en el último ejemplo, donde una parte de las soluciones de la se- 
gunda ecuación no entraron en el RVÁ de la ecuación inicial, y por 
eso fueron omitidas. 

Por consiguiente, una vez utilizadas las reglas de transición de la 
igualdad de potencias a la igualdad de exponentes y después de la 
resolución de ecuaciones respectivas, hay que comprobarlas obligato- 
riamente. Con esto es suficente determinar que la raíz a comprobar 
entra en cl RVA de la ecuación inicial; en este caso esta raíz va a 
satisfacerla. A 

A menudo, la causa de la pérdida de raíces radica en la aplica- 
ción de las fórmulas trigonométricas. Como se sabe, los ambos miem- 
bros de la fórmula trigonométrica pueden tener distintos recintos de 
valores admisibles. Tales son, por ejemplo, las fórmulas de la lla- 
mada “sustitución universal”, que expresan el seno y el coseno 
por la tangente de un semiángulo. En estas fórmulas, el primer 
miembro tiene un recinto más extenso de valores admisibles, por eso, 
al sustituir el primer miembro de la fórmula por el segundo, estre- 
chamos su RVA, es decir, nos arriesgamos a perder raíces. 

16. Resolver la ecuación sen x—-2 cosx=2. 

Pasando a la tangente del semiángulo, obtenemos 


2te L 2(1-tg 2 
EE E == 2 
> 


Hg 14 e 
de donde 
lgy=2 y x=2arctg24-2na, n=0,4 1, +2... 


Sin embargo, esta fórmula no contiene todas las soluciones: como es 
fácil comprobar, todos los ángulos x =(2r + l)xa,n=0, +1, +42,..., 
son también su solución. Estos ángulos se han perdido, precisamente, 
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al introducir la tangente del semiángulo. La ecuación inicial tiene 
sentido para cualquier x, y la segunda, sólo cuando tg(x/2) tiene 
sentido, es decir, para x4(2n +1)x. 

Las observaciones más detalladas, relacionadas co las fórmulas 
trigonómétricas, se exponen en el $ 1, Parte Il. 


El problema acerca de la pérdida de raices va relacionado estre- 
cha mente con la así llamada “resolución por setección”. Ilustremos este 
método con algunos ejemplos. 

17. Resolver la ecuación 3* + 4* =5*. 

Es evidente que x=2 es la raíz de la ecuación. 

¿Y la ecuación ya está resuelta? Claroestá que no. ¿Y si no hemos 
notado una raíz más? Por eso detenerse en este paso durante Ja reso- 
lución és cometer un error grave. Luego procederemos así: dividamos 
- ambos miembros por 5* y representemos la ecuación en la forma 


CO 


De ahí se desprende: si x<2, entonces, según la función expo- 
nencial con una base menor que 1, (3/5)% > (3:5)3, (4/5)* > (4./5)*, 
asi que (3/5)* + (4/5)% > (3/5)? + (4/5)* =1; por consiguiente, x<2 
no puede ser una raíz de la ecuación. Anátoga mente, para x>2 ten- 
dremos siempre la desigualdad (3/5)* + (45y"< 1. 

De tal modo, la raíz obtenida por selección x=2 es única. Y con 
esto la ecuación está resuelta. Hemos hallado (no importa de qué 
modo) la raíz y demosttado que no hay otras raices. 

De este ejemplo se ve que la “resolución por selección es un proce- 
dimiento legal si, después de la adivinación de algunas raices, podremos 
demostrar rigurosamente que otrás raices no existen. A propósito, de 
este modo es muy fácil resolver el ejemplo 1, examinado anlerior- 


mente: | 
VEX=6+Yx+4=5. 


Es fácil escoger la raíz x=5. Pero, si x>5, entonces Y 2—6 > 
>VTO=6=2, Vx-+4>3, es decir, pata x>5, el primer 
miembro es mayor que 5. Análogamente, pará x<5, el primer miem- 
bro es menor que 5. Consecutivamente, x=5 es la raiz única. 

Si nos limitamos solamente a adivinar las raices y no demostra- 
remos. que no hay otras raíces, a menúdo tal “resolución” puede 
condúcir a la pérdida de raíces. Precisamente, el siguiente ejemplo 
entraña este peligro. 


Xx 
18. Resolver la ecuación 3*.8** =6. 
Algunos estudiantes resuelven. está ecuación asi, 
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Al escribirla en la forma 
yx 
3r.21+1= 31.21, 


eligieron la ruiz x de modo que los exponentes, de bases correspon- 
dientes, resultan iguales: 

3x 
to 

de donde resulta “una solución”: x= 1. 

Sin embargo, esta “solución” no es correcta; dicho de otro modo, 
con tales consideraciones se ha hallado solamente una raiz de la 
ecuación y nada se ha hablado de otras raíces. En efecto, si los 
exponentes de hases adecuadas son iguales, entonces los productos 
de estas potencias también son iguales; no obstante, lo contrario no 


sale de nada y es absolutamente incorrecto. Por ejemplo, la igualdad 
31.91 = 32. Qlog, (2,2) 


es válida, peru 12 y 1log,(2/3). Por lo tanto, el razonamiento, 
citado anteriormente, puede dar origen a la pérdida de raíces, cosa 
que ocurre en la ecuación considerada. 

Logaritimando ambos miembros de la ecuación inicial por la base 
10, obtendremos que 


x1g3+ 5 l2=186, 
o bien, 
Xx lg 3 4 1x(3lg24 2lg3— 126) —21g6 =0. 


Ahora hay que resolver esta ecuación cuadrática. Esto se puede 
hacer aplicando la formula conocida; pero, para simplificar la resolu- 
ción obremos con cautela: ya estamos convencidos, por medio de 
la selección, de que x, = 1 es la raíz de la ecuación inicial y, por consi- 
guiente, salisface la ecuación cuadrática equivalente a fa inicial. 
Por eso, según el teorema de Viete, la segunda raíz de la ecuación 
cuadrática será x, = (—21g6)“lg3 =—2!lg36, es decir, la ecuación 
inicial tiene dos raíces: x, =l, x=2lg6. 

De tal manera, vemos que la adivinación. de la raíz puede ser 
de utilidad. Sir embargo, no hace falta considerarla como una so- 
lución cont¡reta. 


Frecuentemente, la dificultad principal consiste no en la pérdida 
y la adquisición de raíces de una ecuación, sino en otras cosas, no 
menos complejas. Consideremos algunos ejemplos. 

19. Resolver la ecuación 


l 
LOB1/(s cost x, SEN X= 7: 
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_ Por la definición del logaritmo, obtenemos la siguiente ecua- 
clon: 


l 
sen X = A. 
Y Ecos x 


Esta ecuación es un corolario de la inicial, pero tiene, eviden- 
temente, un RVA más extenso: efectivamente, su RVA consta de 
todos los valores de x para los cuales cos x=+0, mientras que para 
la ecuación inicial han de ser, además de esto, satisfechas «dos con- 
diciones más: 1/V3Bcostxs*1l y sen x>0. No obstante, estas ecua- 


Fig. 17 


ciones son equivalentes, dado que cualquier raiz de la segunda 
ecuación entra en el RVA de la inicial; en realidad, si sen x, = 
=1/Y 8cos* x,, entonces, primero, sen xa >0 y, segundo, (3 cos? xo3é 
> |; de otra manera, tendriamos cos? x, = 1/8 y sen x.»-=1, lo que 
es imposible. 

Luego tenemos sen x |cosx]= 1/2/29) (véase el $ 4). Para resol- 
ver la ecuación es conveniente examinar dos casos siguientes. ES 

a) cosx>0. Entonces tenemos una ecuación sen xC0Sx =1:12Y 92), 
o bien, sen 2x=1/Y 2. Sus soluciones se dan por la fórmu- 
la x=(—1M 1/8+%kn/2, donde £ es cualquier número  ente- 
ro. Pero, de estos valores hay que escoger sólo aquellos que sa- 
tisfacen la condición cosx>>0. Con este fin conviene deter minar 
los valores de k para los cuales el valor correspondiente de .r se 
halla en lós cuadrantes 1 y EV, lo que es muy fácil demostrar, 
al representar las soluciones en el circulo trigonométrico. Para los 
valores de R=0, 1, 2, 3, los ángulos respectivos están señalados en 
la fig. 17 (pará otros valores de £ los ángulos empiezan a repetirse a 
cada cuatro unidades). Nos convienen solamente los ángulos Xa = 
=731/8 y x, =(—1/8) + (1/2) =31/8, y las serles obtenidas de éstos 
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(para k=4n y k=1+4n), o sea, los ángulos 
3 
x= +2nx, == +2n15, 


donde n es cualquier número entero. 
b) cosx<0. Este caso se considera de un modo análogo. 
Como resultado de esto obtenemos cuatro series de soluciones: 


Mod 3n 5n _ Tn 
x= +21x, == +2nn, x==3-+2n1, x= -2nx, 


donde 1 es cualquier número entero. 
Estas series pueden ser reunidas en dos: 


Xi =(—1F+nx, x= (1 ]+nn. 


20. Resolver la ecuación te (COS x) = cotg (31 cos 2x). 
Transformemos el segundo miembro: 


cotg (xmcos2x) =cotgln (2 cost x—1)]= cotg (21 cos? x) = 
tg (1/2— 21 cos? x). 
De tal modo tememos la ecuación 
tg (a cosx) = tg (n/2— 21 cos? x). 


De aquí se deduce que 


ncosx—(7—2a cost x) = ka 
donde % es cualquier número entero. Notemos seguidamente que, al 
pasar a esta ecuación, hemos extendido el RVA: en la ecuación ini- 
cial el RVA se determina por la condición 


rcosx>É (1/2) ka, (1/2) —21ncostx (2/2) +Iix, 


es decir, tos x3(1/2) + R, cosrx3e—![/2 (k, l son números. enteros), 
y en la nueva ecuación el RVA consta de todos los valores de x. 

A continuación tenemos una ecuación 2 cos3x + cosx— 1/2 = 
=R, O bien, 4 costx + 2cosx— (2% + 1)=0. De ahí 

Aa ALE 

Ahora se debe aclarar para cuáles k las ecuaciones que siguen tie- 
nen soluciones 
—1—V8R+5 


COS X = 3 


Está claro que k>0 (de otro modo, 8% + 5<0). 
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La primera ccuación tiene solución cuando 
—1— Y 8k+ 
=I< A 


4 — 

La desigualdad de la derecha se cumple automáticamente y de 
la izquierda tenemos P8BkR+F5<3, esto es, 8k | 5<9, de donde 
se deduce que £<1/2<1. Por consiguiente, la primera ecuación 
tiene solución sólo para k==0, y sus soluciones serán 


A E 
x=+ arccos (=148) + 2nn (6) 


donde n es cualquier número entero. 
Claro está que todas estas x entraú en et RVA de la ecuación ini: 
cial, porque 
—1-V5 Y h 


te E ES 


siendo sus soluciones. 
La segunda ecuación tiene solución cuando 


e PSA IIA 


o bien 3<MBR+5<5, de donde k<5'2. Por consiguiente, la 
segunda ecuación tiene solución para k=0, l, 2 y sus soltciones 
van a ser representadas en la forma 


—I+ V8%k-+5 
4 


X= + arccos 4 2n5, (7) 


k=0, 1, 2: n es cualquier número entera, 

Todas estas x entran en el RVA de la ecuación inicial, siendo, de 
tal modo, sus soluciones. 

Por consiguiente, las soluciones de la ecuación inicial se determi- 
nan por las fórmulas (6) y (7). 


EJERCICIOS: 
Resolver las ecuaciones: 
1 VE—-34+V4F1=4. 
Vax—1—Vx—2: 3. 
TY 2x+2= 4. 
VxF14-2Y 2r—3= —3. 
YV3—T4+V1F2=V3+x- Y TE x. 
ViFT_1=V Y x-. 8. 
VI—=x=V1-42+ Vx—I, 
8, (2x + 1332 —(13x/2)=1. 


Sn ->pp 
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9. ; +) x2= Y 2x3. 


10. 6 134 4 x—2=5 Y (12) (x—3): 

1. VI z V Iri= Y xo 

12. Q2x +86 2.31 t+t2 20. 

13. 8% —3.4x —3.2x+118=0, 

14, 4% =2. 14% 43.49, 

15. (2+ V 3)*-2x+1 Lu 3 ET 101 AS 
16. log, (4%-- 15 -2% + 27) —2l0g, (4 -2% —3)==0. 

17. (14 x/2) loga 3— log, (3%—13)=3 log--,, 544. 
18. log, (3% — 1) log, (3: +23) =6. 

19. logs [(24- Y 5)" —(Y 5—2)*]) =3y-3 108 y ¡42- 
20. logs (8/2 =3. 


(logs xP 
AAA 5] 
| ( Y ex -Y ax ) 


22. Ig2"—20 lg Y + 1=0. 
23. log, 3-l0g,¡, 3+108,,91 3=0. 
24. 142 log , 2-108, (10 — x) == 2/log, x. 
25. x*+li=xy. 
20, 193 (+31 16, 
27. V VE ==10. 
28, ma do, ua lo yt 


29. 108 x* logs (2x)- Gen (x+ 2y 84 í 23. 


30. e TRAY) E. 


91. 31%0x 43. g10%0 32, 

32. Vigx+lgV x=-—1/2. 

83. log, (1— VIFx)=108,, (3 V1TEx). 

34. log,,— (2x3) =2 1084 4-+ 108, (1//2). 

35. 1/2 log (—x — 16) — log, (Y —x—4) =1. 

: l 4- logo (x — 4) 
log, (Vx=3-V 3) 

37. Y Flogs x+ V 4108, x—2=4. 


. VIE to, V 27 log, x +10. 


Ñ log ¡ya (4— 1)+108, 72 (+ 1)—108, ¡y 2(7—x)=1. 


=l, 


38 
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40. 


aL. 
42. 
43. 
44. 
45. 


40. 


47. 


. cos? x sen 6x — 2 sen? 1.sen 3x- cos 34 ( 


log, ¡yz 1010810 (34 4-2) = —2 4 108, ¡773 1010810 (% 3). 
loga (—x?—8x— 14) -l0B arar 1 

2 logs (2x) -H logs (1? + 1— 21) = 4/3. 

dog +1 (47 4-x— 6)? =:4, _ 

dog (Y +] Y I—11) =1089 (4 V 3 +) 4 Y x— 11). 

2 1082 x— log, yy (13— x) = log. (2 — 10)* =2 log, (8 — 1). 


g1+2c085x 7, ¡pen (0/9, 


Xx? 5) - 2 
g3en 2x+:2 Cos x 431 sen tx +2 301 * == 28. 


| senx.__ z - 
160 


- 3 (log, sen x)2+ log, (| —cos 2x)== 2. 
A (OB son x COS xy =1, 

. Y TOK on y COS A az 1. 

- 108,- 
. Ig sen 2x— ig sen x= lg cos 2x—le cos x + 218 2, 

. logy cos 2x —loga sen x — loggcosx= ). 

. lg sen (x/2) = Ig (cos x — sen x) +18 (cos x + sen x1. 

. loggsen x —logg cos x— log (1 — tg x) —loga (1 + tgx)= 1. 
. (sen xa) "1 = cotgl x. 

¿gn colgar tn”, 


(1 +c0s r)=2. 


sen x 


“+ 3x—10 
= | 


cos< +2 A 


Xx 
4 cos 7 


sen $x —senx _ 


: (cos 2x—cos' x)cotg 3x SN TE 


cos? x 
cos dx 


l 
a ( Í +orz) sen 2x cos 2x colg 3x=0, 


. Y sen x-l-cos x=. 
. sen Ax sed x—sen 3xsen 2x == 1/2 005 3x4 (1 4005 x)1/?, 


(e xesenx) 2 tg x—sen x)12=2 Y [gx cos x. 
. 5412 = 13%, 


VVS WEY 3) =2x. 
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— sen? +) sen 6x=0. 


Los errores, en su mayoría, están relacionados, con la resolución 
de desigualdades. En muchos casos la resolución de desigualdades 
que se proponen a los estudiántes no requiere ingeniosidad alguna, 
procedimientos artificiales, dado que los estudiantes, como regla 
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general, perciben de inmediato qué cálculos han de hacerse para resol- 
ver la desigualdad. Sin embargo, muchos de ellos al verificar estos 
cálculos cometen errores graves, porque ignoran los conceptos teó- 
ricos fundamentales relacionados con la resolución de desigualdades. 

Mientras tanto, la resolución de desigualdades no exige práctica- 
mente nada, a no ser el conocimiento de reducir correctamente una 
desigualdad a la resolución de desigualdades más sencillas (sin perder 
soluciones ni adquirir soluciones extrañas) y de resolver estas 
últimas. 

Para realizar la segunda parte de nuestra premisa es preciso cono- 
cer las propiedades elementales de las funciones que se estudian en 
la escuela secundaria: algebraicas, exponencial y logarítmica, y 
trigonométricas; para efectuar la primera parte hay que poseer cono- 
cimientos básicos relacionados con la equivalencia de las desigual- 
dades y con las fuentes de pérdida de soluciones y adquisición de 
soluciones extrañas. 

Las definiciones fundamentales necesarias para la resolución de 
las desigualdades repiten, casi palabra por palabra, las definiciones 
correspondientes a las ecuaciones (el $ 9, Parte I).. Mencionemos 
sólo dos diferencias en cuanto a la terminología: el término “raíz” 
no se utiliza para las desigualdades y siempre se dice “solución”; 
además de esto, para abreviar razonamientos, se dice a veces que la 
solución es un conjunto de valores de x, por ejemplo, el inter- 
valo, a<Zx<b, mientras que en realidad se sobrentiende que la 
solución es cualquier valor de x de este conjunto. 

La semejanza entre las ecuaciones y desigualdades no se limita, 
naturalmente, por la de las definiciones fundamentales. Está claro 
que todo lo dicho, por ejemplo, de las transformaciones de ecuacio- 
nes, que amplian o reducen el RVA, es válido también para las de- 
sigualdades. 

Sin embargo, es indispensable subrayar que la resolución de desi- 
gualdades tiene sus particularidades relacionadas con ej hecho_de 
que las mismas transformaciones, aplicadas a las ecuaciones y desi- 
gualdades, originan diferentes resultados. Por ejemplo, al multipli- 
car ambos miembros de una ecuación por un factor distinto de cero 
(que tiene sentido en el RVA), la ecuación se sustituirá por una equi- 
valente, y en cuanto a las desigualdades, los requerimientos dados 
respecto al factor son insuficientes, es necesario que éste no sea 
negativo en el RVA. Así mismo, al elevar al cuadrado ambos miem- 
bros de una ecuación, las raíces no se pierden y la misma transfor- 
mación de la desigualdad puede originar adquisición y pérdida de 
soluciones. Lamentablemente, a veces los estudiantes olvidan estas 
particularidades, debido a que cometen tales errores durante la 
resolución «de las desigualdades, mientras que los evitan al resolver 
las ecuaciones. 

Por extraño que sea, los estudiantes cometen muchos errores al 
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resolver las desigualdades elementales. Esto proviene, por lo visto, 
de la analogía formalmente :comprensible entre las ecuaciones y 
desigualdades. El razonamiento es, más o menos, asi: “Por cuanto 
la solución de la ecuación log.,, x= 1 es x= 1/2, resulta que la solu- 
ción de la desigualdad log»,, x>1 son los valores de x> 1/2”. Análo- 
gamente, las soluciones de desigualdades (1/5)* <2 se presentan en 
forma de x<log:;,2, etc. Mientras tanto, Jas soluciones de las dos 
desigualdades citadas son otras: de la primera, 0<x<l/2, de la 
segúnda, x>log:,,2; de tal modo que “la analogía” así comprendida, 
entre las ecuaciones y las desigualdades, condujo a soluciones incor- 
rectas. 

En realidad, resolviendo las desigualdades elementales es pecesa- 
rio utilizar conscientemente las propiedades de Jas funciones que 
intervienen en estas desigualdades. 

Ahora analicemos ejemplos con la resolución de las desigualdades 
elementales. 

Notemos, ante todo, que la resolución de las desigualdades al- 
gebraicas de primero y segundo grado se explica en muchos libros 


Fig. 18 


de texto y, como regla, no presenta dificultades. El problema rela- 
cionado con la resolución de las desigitaldades que contienen un va- 
lor absoluto, se examina en el $ 4, Parte 1 

Aquí nos detendremos en las desigualdades exponenciales, loga- 
rítmicas y trigónométricas elementales. 

La desigualdad exponenctal elemental será la desigualdad ar> 
>0 (ar <a). Al resolver tales desigualdades hay que recerdar 
que las propiedades de una función exponencial son diferentes en 
las bases mayores o menores que 1. 

1. Resolver ta desigualdad —1<(1/3)* < 2. 

Resolver la desigualdad doble significa hallar todos aquellos va- 
lores de x que satisfacen simultáneaménte dos destgualdades: 

(1321 y (113) <2. 
Ya que la función exponencial es siempre positiva, entonces la 
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proa de estas desigualdados se satisface con cualesquier valores 
ex. 

Escribiendo la segunda desigualdad en forma de (1/3)* <(1:3)108112 
utilizaremos la siguiente propiedad de la función exponencial: de la 
base menor que 1, el menor valor del argumento corresponde al mayor 
valor de la función y al contrario, al menor valor de la función le 
corresponde el mayor valor del argumento. Por lo tanto, esta desigual- 
dad es equivalente a la desigualdad x> logs, 2. 

Esta solución se ilustra bien mediante una gráfica (fig. 18). 
Precisamente, las soluciones son aquellos valores de x con los cuales 
la gráfica de la función y = (1/3)* se encuentra por debajo de la recta 
y ==2, es decir, todas las x a la derecha de la abscisa del punto de 
intersección de estas gráficas (esta abscisa es la solución de la ecua- 
ción (1/3)* - 2) De tal modo, la solución de nuestra desigualdad 
está en el intervalo x > logu,,2. 

Al resolver las desigualdades que contienen la incógnita bajo el 
signo del logaritmo hay que tener en cuenta que las propiedades de 
la función logaritmica son diferentes cuando las bases son menores o 
mayores que |. Sin embargo, para la resolución de estas desigualdades 
tiene también importancia que la función logaritmica está definida 
no para todos los valores de x. Al olvidar este hecho, algunos estu- 
diantes resuelven la desigualdad log¿x< 1 del modo siguiente: “Expon- 
gainos nuestra desigualdad asi: log. x-< log, 2. Con la base mayor 
que 1, el número mayor tiene el mayor logaritmo; por esto, la desi- 
gualdad se cumple para x<2”. 

“Parece que no hay nada erróneo en esta consideración aunque la 
solución es incorrecta, porque aparecieron “Soluciones extrañas. Efe- 
ctiva mente, cualquier número negativo es menor que dos, no obstante, 
con las x negativas, la desigualdad inicial no tiene sentido (ya que 
los números negativos no tienen logaritimos). 

¿Y por qué aparecieron soluciones extrañas? Durante “la resolu- 
ción” de la desigualdad pasamos de la desigualdad log: x< logs 2 
a la desigualdad x<2. La última desigualdad tiene sentido para 
todos los valores de x, y la desigualdad inicial, sólo para aquellas x 
para los cuales tiene sentido log. x, es decir, para x>0. Por consi- 
guiente, las soluciones extrañas resultaron por falta de consideración 
de que la función logarítmica está definida solamente para x positi- 
vas. 

Para oblener la solución correcta, de las soluciones de la última 
desigualdad es necesario escoger los valores de x>0, o sea, la solu- 
ción de nuestra desigualdad es el intervalo 0<x<2, 

Este ejemplo sencillo muestra que, al aplicar tal procedimiento 
de solución de las desigualdades logarítmicas, hay que recordar siem- 
pre que la función logarítmica está definida sólo para las « positivas. 
Mientras lauto, en el curso de la resolución de estas desigualdades 
se puede proceder de otra manera: en lugar de ulilizar el 
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recinto de definición de la función logarítmica y la propiedad de 
su monotonía ha de valerse inmediatamente de las propiedades VII 
y VIIL de los logaritmos (el $ 6, Parte 1). 

De este modo, la aplicación de la propiedad VII al ejemplo pre- 
cedente permite en seguida sustituir la desigualdad log,x<log22 
por la desigualdad equivalente 0O<x<2, la cual favorece la solución 
de este ejemplo. 

Tomando en consideración la sencillez de resolución de las de- 
sigualdades logarítimicas con ayuda de las propiedades VII y VIII, 
vamos a resolverlas en lo ulterior, valiéndonos de estas propiedades. 

2. Resolver la desigualdad log, x > logs,, «, 

Pasando al logaritmo de la base 1/2 del primer miembro (regla V 
de los logaritmos del $ G, Parte 1), oblenemos la desigualdad equi- 
valente 

log ya X (1 — log, /s 1/2) > 0. 


Por cuanto 1/2>1/3, resulta que log»,,12<log».,1/3, es decir, 
| — logs, 112>0. 

Teniendo en cuenta que 0 = log,,, 1, obtenemos que la desigualdad 
inicial es equivalente a la desigualdad log, x> log», |. 

Aplicando a esta desigualdad la propiedad VIII de los logaritmos, 
obtenemos que la desigualdad inicial tiene soluciones L<x<I. 

Pasemos a las desigualdades trigonométricas. Á pesar de que la 
resolución de las desigualdades trigonométricas elementales esta 
bien interpretada en los libros de texto para escuela secundaria, 
muchos estudiantes cometen errores imperdonables al resolver pre- 
cisamente' las desigualdades elementales. Señialemos los más tipicos 
de estos errores. 

a) Sabiendo que las soluciones de la ecuación sen x =«(fal< l) 
se escriben como la fórmula x =(— 1)* arc sen a+ ka, donde £=0, 
+ 1,392, ... , muchos escriben que “la solución de la desigualdad 
sen x<a son todos los valores de x<(— 1)* arc sen a+ ka, k=0, 
El EZ so 

A veces resulta difícil persuadir a uno que tal “solución” es absurda. 

b) Un gran número de errores quedan relacionadas con la utili- 
zación formal de los símbolos arc sen a, arc cos a y otros. Precisa- 
mente estos símbolos se emplean a menudo sin la investigación pre- 
liminar requerida si tienen o no el sentido. Por ejemplo, la solución 
de la desigualdad sen x< log, 5 se anota por medio del símbolo 
arc sen (log, 5) que no tiene sentido, porque log, 5>>]. 

Mientras tanto, esta desigualdad es válida para cualesquier x; 
esto se puede observar de inmediato, debido, precisamente, a que 
log, 5> 1. 

c) Los errores surgen a veces a causa de la aplicación incorrecta 
del círculo. trigonométrico. Por ejemplo, resolviendo la desigualdad 


sen x<—Y 2/2, los estudiantes indican correctamente aquellos 
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ángulos en el círculo que dan soluciones de esta desigualdad (fig. 
18a), no obstante, caen en error exponiendo su expresión analítica 
en forma de 


5n 


GA ln 42m =0, el, 42, ... 


¡Está claro que esta expresión carece de sentido porque para cual- 
quier k el primer miembro de Tá desigualdad es mayor que el se- 
gundo! 

Para resolver las desigualdades trigonomélricas elementales será 
mejor utilizar las gráficas de las funciones trigonométricas. Este 
método garantiza prácticamente de los errores, permitiendo repre- 


Fig. 18a 


sentar con evidencia recintos dentro de los cuales se'cumple la desi- 
gualdad. Para su representación analítica es conveniente utilizar 
el siguiente hecho: si f(a) es una función periódica, entonces, para 
resolver la desigualdad f(x)>a es suficiente hallar su solución en 


Fig. 19 


cualquier segmento, cuya longitud es igual al periodo de la función 
[(x); entonces la solución de nuestra desigualdad serán todas las x 
halladas, así como lodas las x distintas de las hatladas en cual- 
quier número entero de períodos de la función f(x). 
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3. Resolver la desigualdad sen x> 1/2, 

Se construye la gráfica de funciones y, =senx e y. =1/2 (fig. 
19). La desigualdad en cuestión se satisface para todas aquellas x 
donde la primera gráfica se halla por encima de la segunda. Ya que 
el período de la función sen x es igual a 21 es bastante resolver la 
desigualdad propuesta sólo en algún segmento de la longitud 2x. 
Es fácil ver que en calidad de tal segmento será mucho más conveniente 
tomar el segmento desde O hasta 2x, porque en éste las soluciones 
se escriben con mayor facilidad: 1/6 <x<5ni6. 

De esa manera, la solución completa de esta desigualdad es la 
siguiente: 

42 <a< 42m, k=0, £l, +2, ... 


Así debe entenderse esta anotación: con cada £ entera resulta un 
intervalo y el. conjunto de todos estos intervalos es la solución 
de la desigualdad. 

4. Resolver la desigualdad cos x>-— 1/2. 

Construimos las gráficas de funciones y, =cosx e y =-— 1/2 
(fig. 20). El des de la función cos x es también igual a 2x, 
pero, por el dibujo se puede apreciar que ahora no es conveniente 
tomar el segmento desde O hasta 21 :como el “principal”: la resolución 
de la desigualdad se compondrá de dos “trozos”. Por eso, es más 
coriveniente hallar la solución de lá desigualdad propuesta en el 
segmento desde — 1 hasta xt: en éste se halla el intervalo — 211/3 < 
<x<21/3. Por consiguiente, la solución completa será: 


+21 << 7 +2kx, R=0, +), +2, e... 


5. Resolver la desigualdad |tgx |< 1/7. 

El periodo de la función |tgx| es igual a 1. . Examinemos esta 
desigualdad en el segmento desde — 1/2 hasta 312. Construimos 
las gráficas de las funciones y =Ítgx| e y=17 (fig. 21). Está 
claro que la solución serán todas las x del intervalo — xy <x<X xy, 
donde x. es una abscisa del punto de intersección de las gráficas 
consideradas, la que se halla entre O y 1/2, es decir, la raiz de la 
ecuación tg x= 1/7 que se habla en el intervalo 0<x<r:/2; pues 
asi, xy =arc tg (1/7). Teniendo en cuentra el período de la función 
y =|tg x|, obtenemos que la solución de nuestra desigualdad serán 
todas las x de los intervalos 


— arc tes +kn<x<arc tes +£n, 


donde kR=0, +l, +2, ... 

Notemos que la desigualdad inicial se puede considerarla coma dob- 
le: —1/7<tgxX< 1/7 y resolverla utilizando la gráfica de la función 
y =t8 x. 


150 PARTE 1. ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


6. Resolver la desigualdad sen x— cos x>0. 

Aplicando la fórmula del ánguto auxiliar, obtendremos una desigual- 
dad M2 sen lx— (11/4)1>0. Pues, se puede resolver esta desigualdad 
considerando la gráfica de la función y = sen [x— (10/4)). Sin embargo, 
es mucho imejor proceder de otro modo. Designando x — (1/4) por 2, 
examinemos la desigualdad sen z>0. Su solución, 21:k£<2<n +4 
+21%,k=0, +1, +2, ... , resulta inmediata mente de la gráfica 
de la función y ==sen z. Ahora, sustituyendo z por x— (1/4), ha- 
llamos los intervalos ais de la variación de x: 


74 2ken <= an 7 H2km, =0, +1, +2, 


Este procedimiento, la sustitución de x— (n/4) por z, nos per- 
mitió evilar la construcción de la gráfica de la función y =sen|x— 
— (1/4). Su comodidad es aún más perceptible al resolver tas desi- 
gualdades trigonométricas elementales con un argumento complejo. 
Por ejemplo, este procedimiento permite 
evitar una construcción deficiente de la grá- 
fica al resulver las desigualdades parecidas a: 
sen (V2x +7) >— 1/2. Aquí es más fácil de- 
signar Vx +7 por z y resolver la desigualdad 
sen 2>—1/2 rigiéndose por la gráfica de la 
función y =sen z y pasando luego a x. 

A las desigualdades elementales se puede 
llamar también desigualdades algebraicas de attas 
potencias. Algunos estudiantes las resuelven 
considerando diferentes casos, o sea, pasando 
== a la resolución de unos cuantos sistemas de 
q + desigualdades. Resolviéndolas de tal nodo, 
muchos de tos estudiantes se confunden sin saber 
dónde hay que tomar la parte general de 
soluciones y dónde se debe reunir simple- 
mente estas soluciones. A] mismo tiempo, se puede resolver estas 
desigualdades recurriendo a un método único standard, llamado 
método de intervalos que vamos a exponer a continuación. 

Por ejemplo, tenemos que resolver la desigualdad 


(x—X1) (x—Xy) - (1 —Xp- 1) (x—X,) < 0, 
donde X,, Xy, .... Y Son als números reales. Supongamos que 


E 


JN 


E A E 


Marquemos estos múmcros en la recta numérica (fig. 22) y exa- 
minemos el polinomio 


P(x) =(A—X,) (X—X2) -- - (X—Xp 1) (A — Xp). (1) 
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Se ve que para todos los valores de x>X., todos los paréntesis de la 
expresión (1) son positivos, a saber: para x>xXn tenemos P(x) >0. 
Ya que para XxX, -1<x<x, el último paréntesis de la expresión P(x) 
es negativo y todos los demás paréntesis son positivos, entonces para 
Xn-¡<x< xp tenemos que P(x) <0. Análoga mente obtenemos que 
P(>0 si Xp -¿<x<ÁXn -1 etc. 

En esto se basa el método de intervalos. Los números X,, Xz,... + Xn 
han de ordenarse en una recta numérica en sucesión creciente. Lue- 


A. SI EIA Fig. 22 


1 A 


go, en cl intervalo, a la derecha del máximo de ellos, hay que po- 
ner el signo “más”. En el siguiente intervalo, de derecha a izquierda, 
hay que poner el signo “menos”, luego el signo “más” a que sigue 
el “signo “menos”, etc. De esa manera, los intervalos de signo “menos” 
serán la solución de la desigualdad P(x) <0. 

7. Resolver la destguaidad 


x(x+ lb) (—x+V2 (e—x+1) (3x4 19 (241 17). (1 —x) x 
xQi—i?t)(—x+31) (x—sen*1) <0, 


Es evidente que al reducir esta desigualdad a los sistemas de de- 
sigualdades nos hace falta examinar una enorme cantidad de casos. 

Resolvamos esta desigualdad por el método de intervalos. Pero, 
se debe reducirla antes a una Jorma adecuada. Notemos con este 
fin que 2—x+1>0 pára cualquier x, a causa de que se puede 
simplificar ambos miembros de la desigualdad por este factor. Se- 
guidamente notemos que (3x+1):>0 para x=*—)'3 y por eso se 
puede simplificar también los dos miembros por este factor, guar- 
dando en la memoria, sin embargo, que x-=— 1/3 no es una so- 
lución de la desigualdad. Además de esto es evidente que cl  sig- 
no («+Y 17) coincide con el signo x+NW 17; debido a lo cual se 
puede sustituir (x +VT7)" por x +V 17, sin alterar la desigualdad. 
Por fin, conviene presentar cada factor en forma de x—a«a, donde a 
es cierto número. 
d Después de estas transformaciones llegaremos u la desigual- 
ad 


(x—0) [x— (10) VU Dlx—(2V TD ll x— bx 


xl— Ei le —a) (x—sen* 1) >0 
o ca 
la cual es equivalente a la inicial para todas x3— 1/3 (ya que los 
tres paréntesis los hemos multiplicado por — 1, entonces el signo de 
la desigualdad ha cambiado por el contrario). 
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Marquemos los números 0, — 1, =V 17 1, 5/2, n, V2 y sen? 1 
en el eje numérico (fig. 23). En este caso la última desigualdad se 
cumple para x de los intervalos 


A 3 
x<—V17, —1<x<0, seni<x<l, V2<x<nx, y<x 
y los mismos valores de x serán soluciones de la desigualdad inicial, 
menos x =— 1/3, o sea, 

<—VT, —l<r<c— 3. —3 <x<0, 


— 8 
senizx<1, VÍ<x<xm Y<x. 


Nótemos también que la desigualdad no estricta 
(xXx) (x—Xz)... (x—X,1)<0 
se resuelve por el método de intervalos, a diferencia dé que lá so- 
lución se escribe én forma de intervalos x¡<x<x+,, con extrefhos 
incluidos. 

Se proponen frecuentemente desigualdádes qué se reducen a de- 
sigualdades elementales con ayuda de transformaciones algebraicas 
Sie y de introducción de una nueva incógnita. 

8. Resolver la desigualdad 


9:—10- 3 +9<O0. 


- Designando 3* por y escribamos la desigualdad así: y— 10y + 
+9<0. Esta desigualdad cuadrática es válida para todas lás y 


ATI OA RYYU E UN Fig. 23 
=VI7 AD IS E 
sen? 


del intervalo 1<y<9. Sustituyendo aquí y por 3*, obtenemos 
qué la desigualdad inicial será válida para todas las x que satisfacen 
la désipualdad doble 1 <3*<09. | | 
Resolviendo esta desigualdad exponencial “elemental hallamos la 
solución: 0<xX2. 
9. Resolver la desigualdad 


log3x -1- 3 lop, x => > log, y316. 


Designando y = log; x y teniendo en cuenta que 5/2 log y716=4, 
escribamos nuestra desigualdad asf: y:4- 3y—4>0Q. La solución de 
esta desigualdad cuadrática serán todas las y>1, así cóimo todas las 
y <—4. Por consiguiente, la desigualdad inicial será válida para 
aquellos valores de x para los cuales log, £> !, así como paía aque: 
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llas x para las cuales loga x—4. Resolviendo estas desigualdades 
logarítmicas elementales mediante la propiedad VIII de los logarit- 
mos, obtenemos la solución: x2>2, 0<x<2"* 

10. Resolver la desigualdad 


qu 


AN < ($). 


Si se desprecian los exponentes, se dr decir que esta es una 
desigualdad exponencial elemental (1/2) <(1/2)P. Al resolver esta 
desigualdad de una base menor que Í, obtendremos que nuestra 


desigualdad es equivalente a la desigualdad (x*—2x? + 1)* > 1—x. 
1 


Por cuanto (x*— 2x? + 7 =Y 0D =|x—1] (véase $ 4, 
Parte [), cabe resolver la desigualdad 


lB—=1|>l—.x. 


En tanto que el primer miembro de esta desigualdad no es nega- 
tivo, entonces para 1|—x-<0, es decir, para v>1l, se satisface auto- 
máticamente. 

A continuación examinemos x<1. En este caso 1%< 1, de donde 
se desprende que |x"—-1 | =1— x* y tenemos la desigualdad | —x*> 
>Il—x, 0 bien, 


xtx— 1) (x + 1)<0. 


Resolviendo esta desigualdad por el método de intervalos, obtenemos 
que es válida para x<— 1 y para x del intervalo 0<x<l. Todas 
estas x se encuentran dentro del recinto considerado x< l!, por eso 
son Jas soluciones de la desigualdad inicial. 
De tal modo, la desigualdad inicial es válida para x<—|, 
0<x1<1, x>l. 


11. Resolver la desigualdad 
5+2 cos 2x1<3]2senx— 1 !. 


Aprovechándonos de la fórmula del coseno del ángulo doble y de- 
signando sen x por y, escribamos nuestra desigualdad en forma 7— 
—44: 31/24 1]. Para despejar el signo del valor absoluto consi- 
deréemos dos casos: y >> 1/2 e y < 1/2. 

a) Sea y>1/2; entonces nuestra desigualdad va a presentarse 
así: 7 —4y* <3 (2y— 1), o bien, 24? F3y—5>0. La solución de la 
última desigualdad serán y >1 e y <--5/2. Teniendo en cuenta sólo 
la consideración de y > 1/2, obtenemos que a esta condición la satis- 
facen solamente los valores de y>1. 


b), Sea y< 1/2. En este caso 1 desigualdad inicial tendrá ta si- 


guieñite forma: 7—44 < —3(2y—1), o bien, 2y?—3y — 2.30. 
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La solución de última desigualdad serán. los valores de y>2 e 
y<—12. Pero, a la condición b) la satisfacen sólo Jos valores de 
y X— 112. 

o pues. las soluciones de la desigualdad respecto a y son y <— 
—1/2 e yl. 

Sustituyendo y por sen x en estas «desigualdades résulta que las 
soluciones de la desigualdad inicial serán todas las x que satisfacen 
la desigualdad trigonométrica elemental sen x<— 1/2, y todas las x 
que satisfacen la desigualdad sen x>1. 

La solución de la primera desigualdad serán todas tas x de los 
intervalos 


E 


La segunda desigualdad va a cumplirse sólo para aquellas x 
para las cuales sen x+- 1, o sea, para 


1=3+2kxa, R=0,+1,+2 ... 


En definitiva, oblenemos de tal modo, que la solución de la 
desigualdad inicial serán las x=23a.24+2k%n y todas las x de los 
intervalos 


—T 42 << — 42h, k=0, +l, +2, to. 


12, Resoiver la desigualdad 
log,sen x > log 25 (3 sen x— 2). 


. AÍ nolar que log, ser x=log,,, sen*x representemos nuestra 
desigualdad asi: 


log,2.sen* x > log1», (3 sen x— 2). 
Aplicando ahora la propiedad VII! de los logaritmos (véase $ 6, Par- 
te I), obtenemos que nuestra desigualdad es equivalente a la desigual- 


dad senx>3sen x*—2>0, 
Designando y =sen x, llegamos al sistema de desigualdades 


Na +- 2>0, 
3y—2>0. 


Por medio de una agrupación, el primer miembro de la primera de- 
sigualdad puede ser representado como 


—3y +2=y(y4— 1) —2(Yy— 1) = (y— My? + y—2) = 
= (y —1)* (y +2). 


De aquí se deduce que esta desigualdad es válida para todos: los 
valores de y>-—2, excepto y =1. 
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La segunda desigualdad de este sistema es válida para y> 2/3. 
Por eso, la solución del sistema serán todos los valores de y >2/3, 
excepto y=!. 

olviendo a examinar x. obtenemos que ta desigualdad inicial 
será equivalente a la siguiente desigualdad doble: 2'3<senx< 1. 

Las soluciones de esta desigualdad trigonométrica elemental se 

dan por los intervalos: 


arc sen 2342ka<x<rn/24-2n, 
1/2 +21 <x<n—arc sen 2/3 + 2k5, 
k:i=0, +=l, +2, ... 


13. Resolver la desigualdad 
cos ln (x? — 10)1—Y 3 sen [st (xt — 10x)]> 1. 
Designando y ==5(x:—10x) escribamos nuestra desigualdad así: 


1 3 y 3 l 
q C0sy——=— Seny > 3. 


Aplicando la fórmula del ángulo auxiliar obtenemos que cos [y + 


+ (1/3)1> 1/2. La solución de esta desigualdad elemental se enc ventra 
en los intervalos: 


—P+42kn<y zz +2kn, k=0, +1 52 +... 


Al volver a examinar x, obtenemos que para cada £ entera se ha de 
resoJver el sistema de desigualdades de segundo grado 


Ea 10x— 2kR<O, 
x?— 10x— 2k + 2/3>0. 


La primera desigualdad tiene soluciones sólo cuando el discrimi- 
nante del trinomio de segundo grado x*—10x—-2% sea positivo, es 
decir, cuando 25 + 2£>0 ó £>— 12 (donde k es un número entero). 
Por E IS consideremos la segunda desigualdad solamente para 
k>= 12. 

Notemos. que para estas k el discriminante de la segunda desigual- 
dad es también positivo. Con cualquier k>— 12 fijo la solución 
de la primera desigualdad cuadrática es el intervalo ¿Y 25 +$2%k< 
<x<5 +V5+2k, y la solución de-la segunda la forman dos inter- 
valos- infinitos: 12>5+V 23 + 2%—2/3 y :<5—V DF 2R2Z3. 
Las parles generales de las soluciones de estas dos desigualdades serán 
la sotución del sistería y, por coniguiente, de la desigualdad inicial. 
Es bien claro que V 25 + 2k—2/3<V 25 + 2k son válidas para cual- 
quier k>—. 12. 
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Tomando en consideración esta observación obtenerños con faci- 
lidad la solución: 


5 VB << —V 2D 227, 
54 VB 2903 <x<5+V 2549, 


donde k es un número entero y k>— 12. 


Junto con las desigualdades que son combinaciones de las ele- 
mentales, cxisten también desigualdades para cuya resolución se 
deben utilzar diferentes transformaciones de éstas, valiéndose de coj- 
ceptos adecuados. | | 

Al principio mostreimos algunos ejemplos sencillos de cómo se 
aplica el concepto del RVA. _ 

14. Resolver la desigualdad Vx>—1. 

Por cuanto la expresión del primer miembro no es negativa, la 
desigualdad es válida para todas las x para las cuales tiene sentido, 
o sea, se encuentra en cl RVA. Pues, el RVA de esta desigualdad es 
un conjunto de x2>0; precisamente, esta es la solución de la desi- 
gualdad. 

15. Rescluer la desigualdad Y lg x>0. 

Por esta vez la expresión del primer miembro tampoco es riegá- 
tiva, por eso la desigualdad es válida para todas las x del RVA, 
excepto las que convierten el primer miembro en cero. El RVA 
se determina por la condición de que lgx>0, es decir, representa 
ed sí in conjunto de x>>1. Pero, párá x=1 el primer miembro se 
convierte en cero, a causa de que éste valor de la incógnita no puédé 
ser la solución de la desigualdad: la solución de la desigualdad 
inicial es el intervalo x>>1. 

16. Resolver la desigualdad log, -. (x—3) >—-B. 

El RVA de esta desigualdad se determina por las. condiciones 
cuando x—3> 0, 2x>0, 2—x=3e1. Pero las desigualdades x— 
—3>0 2—x>0 no tienen solucioriés tomunes. Por lo tanto, 
el RVA de nuestra desigualdad rio contiene ningún riúmero, y por 
eso la desigualdad no tiéne soluciones. 

17. Resolver la desigualdad VWF 24+VWx—5>V 5=x. 

El RVA se determina por las desigualdades x +- 2>>=0, x—5:>0, 
5--x >> 0. Pero este sistema de desigualdades tiene una solución úni- 
ca, x==5. Por eso, el RVA de la desigualdad inicial está compuesto 
de un solo valor: x= 5. Por lo tanto, para resolver esta desigualdad 
no se requieren ningunas tramsiormaciones: es suficiente comprobar 
si ésta cumple o no para x=5. La verificación directa demuestra 
que *=5 es la solución. 

18. Resulver la desigualdad V2Z+x—x*> x—4. 

El RVA de esta desigualdad es el intervalo —1<x<X2. De tal 
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modo, el primer miembro de la desigualdad inicial toma valores 
reales, y no negativos, para —1<x<2; para los demás valores 
de x aquella no tiene sentido. Sin embargo, es evidente que el 
segundo miembro de la desigualdad es negativo para todas las x<4 
y, en particular, para todas las x del intervalo —1<x3<2, es decir, 
la desigualdad propuesta tiene lugar. Por consiguiente, el inter- 
valo—1<Zx<2 es la solución de la desigualdad. 


19. Resolver la desigualdad Y senx-rotgx<--1. 

El primer miembro de esta desigualdad no es negativo para cual- 
quier x admisible y, por esta razón la desigualdad no puede ser 
cumplida para niriguno de los valores de x, es decir, no tiene solu- 
ciones. 

En los ejemplos citados se ve que es imposible recomendar un 
método genéral pará conceptuar bien del RVA en cada caso concreto. 
Efectivamente, en los dos primeros ejemplos, sin su cálculo, no po- 
dríamos hallar soluciones; en el tercero, cuarto y quinto casos, 
la búsqueda preliminar del RVA permitió hallar de inmediato la so- 
lución. Al cóntrario, en el sexto ejempló sería muy difícil hallar 
el RVA, cosa desprovista de sentido, que €s muy esencial, por cuan- 
to entre las x admisibles no hay ningunas soluciones. 

Por lo tanto, durante la resolución de los ejemplos más compli- 
cados a veces es útil calcular el RVA y a veces no tiene sentido 
hacerlo de inmediato, porque en lo ulterior resulta que en el ejemplo 
en cuestión esto será innecesario. Se puede dar un consejo Gti] 
si el cájeilo del RVA no es complicado, es mejor hacerlo (porque 
esto no impedirá el inténto) y si lo es, mejor diferir cl cálculo del 
RVA hasta el momento cuando se necesite el RVA. 

A veces se proponen desigualdades que al resolverlas deben hacer- 
se transformaciones que pueden conducir a la pérdida o adquisición 
de soluciones. Por eso, al resolver las desigualdades, así como las 
ecuaciones, el concepto de equivalencia juega el papel principal. En 
el $ 9, Parte I, ya se ha examinado el concepto de equivalencia 
de las ecuaciones y se ha demostrado por qué es necesario observar 
atentamente la equivalencia de las ecuaciones iniciales y obtenidas 
de nuevo. Esto es también válido para las desigualdades; además, 
estas referencias son más esenciales para las desigualdades que para 
las ecuaciones. 

En realidad, en lo que se refiere a las ecuaciones es suficiente 
señalar que con cierta transformación puede aparecer una raíz extra- 
ña, después de lo cual hay que comprobar las raíces. Comprobar 
las soluciones de las desigualdades por medio de una sustitución 
resulta imposible porque existe un conjunto infinito de soluciones. 
Por lo tanto, al resolver las desigualdades se debe observar meticu- 
dela la equivalencia de las desigualdades derivadas e ini- 
ciales. 
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Notemos que las transformaciones que conducían a la no equiva- 
lencia de ecuaciones (véase el $ 9, Parte 1) conducen, naturalmente, 
a las desigualdades no equivalentes. 

Con esto algunas transformaciones sólo ensanchan o estrechan 
el RVA de desigualdades. Para tales transformaciones. pottemos se- 
ñalar una receta general: no pueden hacerse transformaciones que 
estrechien el RVA porque puede ocurrir una pérdida de soluciones; 
y cuando se hagan transformaciones que ensasichen el RVA hay que 
hacer primeramente estas transformaciones, eligiendo, luego, de 
las soluciones de la desigualdad definitiva aquellos valores que for-. 
man parte del RVA de la desigualdad inicial; precisamente éstos serán 
soluciones. 

Las transformaciones más difundidas que hacen variar el RVA 
son “las transtormaciones idénticas”, mencionadas en el $ 9, Par- 
te 1. Ademas de esto, al resolver las desigualdades es necesario recu: 
rrir frecuentemente a otras lranslormaciones: despejar el denomina- 
dor y tomar algunas funciones de ambos miembros de las desigual- 
dades, a saber, elevación a potencia, logaritmación, potenciación, 
etc. A continuación nos detendremos en estas transiormaciones. 

Empecemos por tal transformación “inofensiva” como es la eti- 
minación del denominador. Cuando se trata de una ecuación, al 
despejar el denominador, tomo es sabido, es imposible perder sus 
soluciones, pero se puede adquirir las extrañas sólo a expeñsas del 
ensanchamiento del RVA de la ecuación, es decir, a expensas de la 
adición al RVA de la ecuacióri inicial de aquellos valores de la 
incógnita que convierten el denominador en cero. 

Muchos piensan que así mismo ocurre con las desigualdades y 
por eso “resuelven” la desigualdad, por ejemplo, l/x<I, así: “al 
eliminar el denominador llegamos a la destgualdad 1<x; todas 
estas x« dan las soluciones de la desigualdad inicial, ya que ninguna 
de éstas convierte en cero el denominador de la desigualdad inicial”. 

Sin embargo, se ve que la desigualdad inicial es válida también 
para todas las x negativas. Y todas estas soluciones se perdieron 
porque la eliminación del denominador de una desigualdad no tiene 
analogía a la eliminación del denominador de una ecuación. 

En realidad, la eliminación del denominador de una ecuación 
(o una desigualdad) consiste en multiplicar ambos miembros de éstas 
por una cxpresión que es el mismo denominador. En este caso las 
ecuaciones quedan equivalentes, siempre y cuando sean multiplicadas 

or una expresión no igual a cero, mientras que la propiedad aná- 
oga respecto de las desigualdades se enuncia de una nianera más 
complicada: al multiplicar ambos miembros de la disigualdad por 
una expresión positiva, no cambia el signo de la desigualdad, y 
al multiplicarlar por una expresión negativa, cl signo de la des- 
igualdad se cambia por el inverso. 

De tal modo, siempre que queremos multiplicar ambos miembros * 
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de la desigualdad por una expresión dependiente de x y que toma 

valores tanto positivos como negativos, conviene considerar dos ca- 

sos respectivos. No obstante, muchos estudiantes olvidan esta regla. 
20. Resolver la desigualdad 


(a— DAR YY A Li) (di — 1). 


EL RVA de esla desigualdad son todos los valores de x excepto 
x=—2 y x=1/4. Vamos a aceptar que a continuación las x 
pertenecen sólo al RVA. Al resolver esta desigualdad, algunos estu- 
diantes escriben, al despejarse del denominador, que se la puede 
sustituir por la siguiente: 


(x— 2) (dx— 1)> (Lx —3) (x + 2). (2) 


Está claro que esta afirmación es incorrecta ya que tal transfor- 
mación es, en realidad, una multiplicación de ambos miembros 
de la desigualdad inicial por la expresión (x +2) (4r— 1), que 

vede ser negativa. La desigualdad inicial puede ser sustituida por 
a desigualdad (2) sólo cuando la expresión (x-—2)(4x—-1) sea po- 
sitiva, debido a esto hay que considerar el caso cuando ésta sea 
negativa. De esa manera, la solución de la desigualdad inicial se 
reduce a la solución de los sistemas de desigualdades. 

No obstante, es mucho más fácil proceder del modo siguiente. 
Permutamos todos los miembros de Ja desigualdad inicial al pri- 
mer miembro y lo reducimos a un común denominador: 

2 (1? —5x 4-4) 
Aaa > 


Las raíces del trinomio x*—5x +4, es decir, x, =1 y x,=4, 
son las soluciones de nuestra desigualdad. 

Al seguir considerando que x=+4 y x= 1, resolvamos la desigual- 
dad 


— DAY 
AED 7 O. (3) 


En éste lugar la desigualdad se reduce frecuentemente a dos sis- 
temas de desigualdades: el denominador y el numerador, ambos son 
mayores que cero, o bien, menores que Ccro. No obstante, esta 
desigualdad se resuelve más fácilmente por cl método de intervalos. 

Multipliquemos ambos miembros de la última desigualdad por 
la expresión (x +2)? (x—1/4)* positiva para los valores de x con- 
siderádos. Entonces, nuestra desigualdad para todas estas x será 
equivalente a la siguiente: 


(+2) (1— 1/8) (x—1) (x—4)>0. (4) 


Esta desigualdad tiene una forma para la cual conviene el método 
de intervalos. La figura 24 muestra que todos los valores de x de 
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Examinemos ahora la elevación a polencia. Á continuación vamos 
a emplear frecuentemente la siguiente afirmación. 

Teorema. Sif(x)>0 y p(x)>0 en un conjunto de valores de x, 
entonces los desigualdades f(x) > (0) y [f(01?> 14091 son equiva- 
lentes en el mismo conjunto. 

Demostración. Sea x, una solución arbitraria de la primera de- 
sigualdad del conjunto de valores de x propuesto a considerar. 
Si p (x.) > 0, entonces de la validez de la desigualdad f (xo) > p (X0), 
a base del teorema de la elevación a potencia de las desigualdades 
numéricas, se deduce la validez de la desigualdad 1f (x0)1* > 9 (xo)]". 
Si (qp (xo) =0, es evidente que de la validez de la desigualdad f(x.) > 0 
se deduce que [f (x.)12>0. Con esto queda demostrado que cualquier 
solución de la desigualdad f(x) >0(x) es la solución de la desi- 
gualdad 1f(x)12 > [9 ())?. 

Análogamente se demuestra también lo contrario: cualquier solu- 
ción de la desigualdad 1/()1*> lp (x)1? es la solución de ¡a desigual- 
dad [o0>y40). 

Así queda demostrado el teorema. 

7 Notemos que en el enunciado del tcorema las desigualdades estric- 
tas F(0)>p(00) y If(091>!lp(x)] pueden ser sustituidas por las no 
estrictas: foco y for). La demostración de etlo 
se efectúa igualmente que la del teorema. 

Al elevar a potencia una ecuación, como se indica en el $ 9, 
Parte l, se puede adquirir solamente soluciones extrañas que se 
obtienen tanto a expensas de la ampliación del RVA, como cuando 
no se toman en consideración. los signos de ambos miembros de la 
ecuación. Análogamente, durante la resolución de las desigualdades 
pueden también obtenerse soluciones extrañas que resultan tanto 
a cuenta de la ampliación del RVA, como cuando se desprecian los 
signos de ambos miembros de la desigualdad. Señalemos a continua- 
ción con ejemplos, cómo se puede adquirir soluciones en uno y en 
otro caso. 

Sin embargo, a diferencia de las ecuaciones, al elevar a potencia 
las desigualdades se puede perder sus soluciones. Los estudiantes 
recuerdan habitualmente que no se puede perder soluciones al ele- 
var a potencia una ecuación, considerando por analogía que la ele- 
vación a potencia de una desigualdad tampoco puede llevara la 
pérdida de sus soluciones. Mostremos a continuación con ejemplos, 
Ed pueden perderse soluciones al elevar a potencia una desigual- 

ad. 

Empecemos por un ejemplo cuando, al elevar a potencia una desi- 
gualdad, pueden obtenerse soluciones extrañas a expensas de la 
ampliación del A j 

23. Resolver la desigualdad V(x—3) Q—3>V4e*+12+11. 

Algunos estudiantes dan tal solución: “Por cuanto el primer y 
el segundo miembros de esta desigualdad no son negativos (porque a 
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la derecha y a la izquierda se encuentran raices aritméticas), se puede 
entonces elevar al cuadrado la desigualdad y obtener la desigualdad 
equivalente 5x2+7x+17>0. El trinomio de segundo grado que 
se halla en el primer miembro de esta desigualdad no tiene raíces 
reales, por eso esta desigualdad es válida para todas las x reales. 
Se déduce de la equivalencia de las desigualdades que la desigualdad 
inicial también es válida para todas las x”. Este razonamiento parece 
correcto, no obstante tiene un defecto esencial. Será correcto sólo 
cuando entre en el RVA de la desigualdad inicial. 

La solución correcta debe ser así: en el RVÁ ambos miembros 
de la desigualdad inicial mo son negativos y por eso en su RVA 
es equivalente a la desigualdad 5x* + 7x+ 17 >.0, de donde se deduce 
que es válida para todas las x del RVA. Ahora es fácil hallar el RVA 
de la desigualdad inicial obteniendo de tal modo la solución 2< x< 3. 

En el siguiente ejemplo las soluciones extrañas resultan no por 
la ampliación del RVA, sino por la elevación a potencia de ambos 
miembros de la disigualdad, sin investigar sus signos. 

24. Resolver la desigualdad x+1>Y x+3. 

He aquí un ejemplo del razona miento cuando resultan soluciones 
extrañas: “El RVA de nuestra desigualdad es: x>-—-3. Para cual- 
(quier x del RVA el segundo miembro es un número no negativo 
la raíz aritmética) y por eso en el primero se halla un número 
positivo. Por lo tanto, después de haber elevado al cuadrado la 
desigualdad, obtenemos la desigualdad equivalente x?+x-—2>0, 
cuyas soluciones son x>1 y también x<—2. Tomando en 
consideración el RVA de la desigualdad inicial obtenemos la respues- 
ta: la solución de la desigualdad inicial serán todas las x>1l así 
como todas las x del intervalo — 3 <'x<-— 2”. 

- En realidad, todas las x del intervalo — 3Xx<-—2 no son 
soluciones de la desigualdad inicial. Es que para x del RVA el 
segundo” miembro de la desigualdad no es negativo, pero el pri- 
mero para ciertos valores de x del RVA es negativo y para otros 
valores, no es négativo. Resulta que para las x del RVA que hacen 
negativo el primer miembro, la desigualdad no se cumple, lo que 
significa que entre éstas no hay soluciones para nuestra desigual- 
dad. Por eso, las soluciones de la desigualdad inicial es necesario 
hallarlas entre aquellas x del RVA para los cuales el miembro pri- 
mero de la desigualdad no es negativo, es decir, entre las x2>—!. 


Precisamente para estas x ambos miembros de la desigualdad 
no son negativos: se puede elevarla a] cuadrado y obtener la de- 
sigualdad x2+x-—-2>0, la que es equivalente a la inicial en el 
conjunto x>— 1. Ahora, hace falta elegir de las soluciones de la 
desigualdad x*+x=—-2>0 aquellas que satisfagan la condición 
x32— 1. Estas serán precisamente las soluciones de la desigual 
dad inicial. Estas serán las x > Í. 


» 6* 
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El error en la consideración antes citada resulta de la sustitución 
de conceptos que ocurre imperceptiblemente para los estudiantes. 
En efecto, para cualquier x que sea la solución de la desigualdad 
inicial, a la derecha se encuentra un número 'no negativo (raíz arit- 
mética), y a la izquierda, un número positivo. Sin ermibargo, es 
evidente que no todas las x del RVA serán soluciones de la 'desigual- 
dad inicial, a causa de que no para todas las x del RVA, el primer 
miembro será positivo. El estudiante cambió las palabras “para 
cualquier x que sea la solución” por las palabras “para cualquier 
x del RVA”, que fue lo que provocó el error. 

25. Resolver la desigualdad 


y 4—VT=x-V2=x>0. 


Las dificuldades de este ejemplo empiezan por el cálculo del RVA. 
El RVA de esta desigualdad se determina según las condiciones: 
2x>0, l—x>=0, 4>V T=x. Las dos primeras desigualdades 
son válidas para x<l. Pero, para estas x ambos mfembros de la 
lercera desigualdad no son negativos y pueden elevarse al cuadrado 
obteniendo una desigualdad equivalente x>>—-15. De tal modo, el 
RVA de la desigualdad inicial es: —15<x=<l. Escribamos nuestra 


desigualdad así: Ya Y Te z> V 2—x. Dentro del RVA, ambos 
miembros de esta desigualdad no son negativos, por eso, al elevarlos 
al cuadrado, obtendremos dentro del RVA una desigualdad equiva- 
lente 24+x>V I—x. Para x<-—2 que entren en el RVA, el 
primer miembro de esta desigualdad es negativo y el segundo. no 
negativo; por lo tanto, entre estas x no hay soluciones para la desi- 
gualdad inicial. Nos queda por examinar las x del intervalo — 2< 
<xS<l. Para estas x ambos miembros de la desigualdad 2+x>- 
>V TY no son riegativos, debido a que, al elevarla al cuadrado, 
obtendremos una desigualdad cuadrática x2+5x-+3>>0, que es 
equivalente a la inicial en el conjunto — 2<x<tH. Esta última 
desigualdad es válida para x>(—5-4V 13)/2 y para x<(—5— 
— Y 13)/2. Ahora, para obtener el resultado, de todas estas solucio- 
nes hay que elegir aquellas que se hallan en el intervalo — 2<x< 1. 
Serán todas las x del intervalo (=5+Y T13/2<x<1; precisa» 
mente éstas serán la solución de este problema. 

Notemos que si no tomásemos en consideración el RVA, obten- 
dríamos soluciones extrañas, por ejemplo, todas las x>1l, y si 
no tomásemos en consideración que la desigualdad 24+x>YW T—x 
tiene soluciones sólo para —2<:x< 1, obtendríamos también so- 
luciones extrañas, por ejemplo, todas las x<(—=—5-= Y 13)/2. 

Ahora citemos ejemplos de cuándo pueden perderse soluciones 
al elevar una desigualdad a potencia. 
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26. Resolver la desigualdad Vx+2>x. 

Si esta desigualdad se eleva al cuadrado, entonces, teniendo en 
cuenta el RVA, perderemos soluciones. En efecto, el RVA de esta 
desigualdad es x2>-—2. Después de elevar ésta al cuadrado obten» 
dremos la desigualdad x+2>x*, cuya solución serán lodas las“x 
del intervalo—1<x=<2. Todas estas x entran en el RVA, debido 
a que algunos estudiantes escriben que precisa mente ellas dan la solu- 
ción a este ejemplo. En realidad, razonando así resultan perdidas 
las soluciones: —2<x=<-— 1, pues es fácil convencerse de que 
para cualquier número de este intervalo el primer miembro de la 
desigualdad 'no es negativo y el segundo sí lo es. Para no perder 
soluciones se han de observar siempre los signos de ambos miembros. 
La resolución correcta de esta desigualdad es así. 

El RVA. de esta desigualdad consta de todas las x>— 2. El primer 
miembro de la desigualdad propuesta no es negativo en el RVA,, 
y el segundo puede ser tanto positivo como negativo. Es obvio que 
para las x del RVA, para las cuales el segundo miembro es negativo, 
la desigualdad inicial será válida. Por eso, todas las x del inter- 
valo 0O>x2>—2 son las soluciones de la desigualdad inicial. 

Examinémos ahora los valores restantes de x, o sea, los valo- 
res de x3>0. Para todas estas x los dos miembros de la desigual- 
dad inicial no son negativos por lo cual se puede elevar al cuadrado la 
desigualdad. y obtener la desigualdad equivalente x+2>x* para 
todas las x>=0. 

La solución de la última desigualdad serán todas las x”"del 
intervalo — 1<x<2. La solución de la desigualdad inicial en 
este caso serán todas las x del intervalo 0 <x<2. 

Reuniendo estos dos casos obtenemos que la solución de la desi- 
gualdad inicial serán todos los valores de x del intervalo —2<x<X2. 

En el siguiente ejemplo pueden perderse soluciones si ignoramos 
los signos de ambos miembros de lá desigualdad intermedia. 

27. Resolver la desigualdad 


Var3x+2<1+VMxi—=x+l. 


El RVA de esta desigualdad consta de dos intervalos : x<-— 2 
y x3»—1I. En el RVA, ambos miembros de nuestra desigualdad no 
son negativos; por eso, después de elevarlos al cuadrado, obtenemos 
la desigualdad equivalente 2x< Wx=x-=+1 dentro del RVA. 

a) Para x<—2 y —1<x<0 esta desigualdad es válida, ya 
que para cada una de estas x el primer miembro es negativo, y el 
segundo, positivo. Por lo tanto, todas eslas x son las soluciones 
de la desigualdad inicial. 

b) Para x >0 ambos miembros de la desigualdad 2x < Y xi—x>+ 1 
no son negativos, a causa de que, al elevarlos al cuadrado, obte- 
nemos ta desigualdad equivalente 3x* +x—1<0 para estas Xx. 
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La solución de esta desigualdad serán tas x del intervalo (—1— 
—V T13)/6<x<(—1 + Y 13)/6. 

Tomando en consideración b), obtenemos que en el segundo caso 
la solución de la desigualdad inicial serán todas las x del intervalo 
0<x<(—I1+V 13/86. 

Reuniendo ambos casos, obtenemos la solución: x<—2 y tam- 
bien— 1<x< (1 +V 136. 

Hacemos la observación de que los estudiantes que no han consi- 
derado los casos a) y b) sino que han elevado, de inmediato, al 
cuadrado la desigualdad 2x< Y x?—x-=w 1, perdian, natural mente, 
una parte de soluciones. Por lo visto, la causa consiste en lo siguien- 
te: por cuanto, al principio de la resolución de la desigualdad, los 
signos de ambos miembros ya fueron investigados, y, al elevarlos 
por segunda vez al cuadrado, se plerde “la atención”. 

28. Resolver la desigualdad 


V3+ gr gr> Ez. 
Designando tg x por y escribamos esta desigualdad así: 


2V3+F2y—y9>1+39. A (5) 


El RVA de la desigualdad (5) es el intervalo — | <y<X3. Para 
las y del RVA, para las cuales 1 4+-3y<0, nuestra desigualdad es 
evidentemente válida, es decir, todas las y del intervalo — 1 <y< 
<— 1/3 son soluciones de. la desigualdad (5). 

Estamos por examinar el caso b): —1/3<y<3. En este caso 
ambos miembros de la desigualdad (5) no son negativos; por eso, al 
elevarlos al cuadrado, obtendremos la desigualdad equivalente 
13y—2y— 11 <0. 

La solución de la última desigualdad serán todas las y del in- 
tervalo—11'13<y< 1. Teniendo en cuenta la condición b), resulta 
que en el caso considerado la solución de la desigualdad (5) serán 
todas las y del intervalo — 1/3Xyx< 1. 

Reuniendo dos dos casos, obtenemos que la solución de la de- 
sigualdad (5) serán todas las y del intervalo — 1<y<l. - 

Al tomar de nuevo x, obtenemos que la solución de la desigualdad 
inicial serán todas las x que satisfacen la desigualdad — 1< tgx< 
<l. Resolviendo esta desigualdad trigonométrica elemental, obte- 
nemos la solución: ' 


—G+kia<x<+kn, donde k=0, +1, +2, 
Habitualmente se recurre a la potenciación de las desigualdades 


cuando éstas contienen una incógnita bajo el signo del logaritmo. Ya 
hemos examinado la resolución de desigualdades logarítmicas ele- 
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mentales y nos hemos convencido de que éstas se resuelven con 
facilidad aplicando las propiedades VII y VII! de los logaritmos ($ 6, 
Párte 1). Por esto, con ayuda de estas propiedades ha de resol verse 
las desigualdades logarítmicas más complejas, lo que permitirá evitar 
muchos errores. a 

Una observación más: a pesar de que la resolución de desigual- 
dades logarítmicas siempre se acompaña de la potenciación (sea 
teniendo en cuenta el campo de determinación de la función logarít- 
mica, sea las propiedades VII y VIII), este término de “la po- 
tenciación”, no es de uso común, sino que se escribe simplemente: 
“sobre la base de las propiedades de los logaritmos (o de las funciones 
logarítmicas) tenemos...” 

Resolvamos algunos ejemplos de “potenciación” de desigualdades. 

29. Resolver la desigualdad 


4—2x—x? 


log (A) Sl 


Es natural que se tiene que “potenciar” esta desigualdad. Ya que 
la base del logaritmo contiene x y que las propiedades de la función 
logarítmica soh distintas en la base, mayor o menor que 1, re- 
sulta que no podemos potenciar inmediatamente, y por eso debemos 
examinar dos casos. 

a) Sea E %>1, es decir, x1<9, En este caso la desigualdad 
dada es equivalente a la siguiente: 

24=2x=x? _ 25—x? 
14 6 


La última desigualdad se puede expresar así: x* + 16x—17<0. 
Las soluciones de esta desigualdad serán todas las x del intervalo 
—17<x<t. Pero, la condición de este caso, o sea, la condición 
—3<x<3 es satisfecha sólo por las x del intervalo —3<x<l. 
a estas x son soluciones de la desigualdad inicial en el caso consi- 
erado. 

b) Ahora, sea 0<(25—x*/16<1. En este caso la desigualdad 
inicial es equivalente a la doble: 


24 —2x xi 25— x$ 
0< — FT < 7 


De tal modo, en el caso considerado hay que resolver el sistema de 
desigualdades dobles siguiente: 


a <l. 


242 A DÁ 
OLA SA 
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La primera de estas desigualdades se reduce fácilmente a la forma 
9<x2<25 y su solución consta de dos intervalos: —5<x<-—3 
y 3<x<5. La segunda desigualdad doble es equivalente al sistema 
de desigualdades 


ad 2x— 24 <0, 

124 16x— 17 >0. 

La primera desigualdad de este sistema tiene la solución —6<x<4, 
la solución de la segunda consta de dos intervalos infinitos x>1l y 
x<—17, de donde proviene que la solución del último sistema es el 
intervalo 1<x<4. 

Ahora, de estos valores de x conviene elegir tales que satisfagan 
la primera desigualdad doble; serán las x del intervalo 3IZxXZA, 

Si reunimos los dos casos, obtenemos que la solución de la desigual- 
dad inicial se halla en dos intervalos: f 
—3<x<i1 y ISA, 

30. Resolver la desigualdad 


l08s cos MT +20052x < 1. 
ys 


- Si designamos cosx por y y aplicamos la fórmula del coseno de 
ánguló doble, escribiremos la desigualdad en forma 


log, 5 VI 1<1. (6) 


El RVA de esta desigualdad se determina por las condiciones y? > 1/4, 
y>0, y V 3/2, es decir, y > 1/2 e y Y 3/2. 
_ Por cuanto, al ser diferentes los valores de y, la base del logaritmo 
puede ser menor que 1 ó mayor que 1, tenemos que examinar dos casos. 
a) Sea 1/2<y<V 3/2. Aquí la base del logaritmo es menor que 
1, de donde»se obtiene la desigualdad equivalente Y 4y?— 1 > 2y/V 3, 
o bien, 4y2— 1 > 4y*/3, porque ambos miembros son positivos. Esta 
desigualdad se cumple para y?>3/8, es decir, y >W 6/4. Tomando 
en consideración la condición del caso considerado, obtenemos la 
solución de la desigualdad'(6) que es el intervalo Y 6/4 < y <V 3/2. 
b) Sea y >V 3/2. En este caso obtenemos la desigualdad equiva- 
lente Y 4y4:—1<2y/V 3, de donde, después de elevárla al cuadrado, 
se deduce que y? < 3/8. Pero, en la condición de nuestro caso y? >3/4, 
lo que dice que no obtenemos nuevas soJuciones de la desigualdad (6). 
De esa manera nos queda por resolver la desigualdad trigonométrica 
elemental Y 6/4<cosx<YV 3/2. A ésta le satisfacen todas las x de 
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los intervalos 
VE Tm 
y arc cos ——+2kn<x<—G+2kx, 


5 +25 <x<are cos EE + 2kr, 


donde k es cualquier número entero (fig. 27). 

En lo que se refiere a la logaritmación de las desigualdades, es 
fácil comprender en cuáles casos esta acción conduce a la desigualdad 
equivalente. No obstante, hay que recordar que una logaritmación 
mal pensada de las desigualdades puede reducir el RVA y llevar a las 
pérdidas de soluciones. Por lo tanto, antes de emprender la logarit- 


Fig. 27 


mación se debe comprobar siempre que sean positivos ambos miembros 
de la desigualdad; sólo en este caso (teniendo en cuenta, naturalmente 
la base del logaritmo) podremos obtener la desigualdad equivalente. 

Antes (véase el problema 1) ya hemos resuelto una desigualdad 
elemental (1/3)"<2, aplicando las propiedades de la función expo- 
nencial. Ahora vamos a resolver esta desigualdad por medio de la 
logaritmación. Por cuanto los dos miembros de la desigualdad aa < 
<2 son positivos, nos aprovecharemos de la propiedad VIII de los 
logaritmos ($ 6, Parte 1) logaritmando la misma en la base 1/3; ob- 
tendremos entonces log, ya (1/3)* >log,,s 2 (¡presten atención al cam- 
bio de signo de la desigualdad!), de donde x > log, ¡, 2. 

e EN modo, la solución de la desigualdad es un conjunto x > 
> 108yy8 2. 

Notemos que se podría resolver por logaritmación todas las de- 
sigualdades exponenciales elementales, examinadas por arriba. 

Ahora resolveremos unos ejemplos por logaritmación. 

31. Resolver la desigualdad 


dog 113 6 
? 


x*-7 <5 ir 
El RVA de esta desigualdad son todas las x>>0, excepto x= la 


ll, 
Por cuanto 7 ** 


= 52 y log1/5=— log, 5, nuestra desigualdad 
se puede escribir así: 


5 5, 


En el RVA, ambos miembros de esta desigualdad son positivos, de- 
bido a que se puede logaritmarla en la base 5 (mayor que 5) y obtener 
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una desigualdad 4 log, x-+3< log, 5 equivalente en el RVA. Desig- . 
nando log, x por y, permutando todo al primer miembro, escribamos 
esta desigualdad así: 4y + 3— 1/y <0; o bien, al reducirla a un común 
denominador, la expresemos así: (y+ 1) (y— 1/44 <0. 

Si aplicamos ahora el método de intervalos, obtenemos que la 
solución de esta desigualdad serán y <—- e y del intervalo 0< y < 1/4. 

Al volver a x, obtenemos que la desigualdad inicial será válida - 

ara los valores de x, para los cuales log, x <—1, así como para aque- 
las x, para las cuales 0< log, x< 1/4. Al resolver ahora estás desi- 
gualdades logarítmicas elementales, obtenemos la solución: 0<x< 
< 1/5, 1<x< Y/5. ó 
32. Resolver la desigualdad : 
(A+ x+1*<1. 

El trinomio de segundo grado x*+ x+4- 1 es positivo para cuales 
quier x reales, de lo cual se deduce que el RVA de esta desigualdad 
consta de todas las x reales. 

Ya que ambos miembros de la desigualdad inicial son positivos 
para todas las x, entonces, al logaritmarla por la base 10, obtenemos 
que es equivalente a la siguiente: xlg(*+x+4 1)<0. Esta desigual- 
dad será válida en dos casos: cuando x satisface el sistema de desigual- 
dades 

x>0, 


J 
 Ylg(e+x41)<0 
y cuando x satisface el sistema de desigualdades 
x<0, 
lIg(4+x+4 1 >0. 


Resolvamos el primer sistema de desigualdades. A base de las 
propiedades de los logaritmos obtenemos que este es equivalente al 


sistema 
x>0 
e+xt+t1<l. 
Por cuanto la solución de la segunda desigualdad del sistema es —1 < 


<x<0 y la solución de la primera es x>0, resulta que este sistema 
es incompatible. De tal modo, la desigualdad inicial no tiene solucio- 


es. 
El segundo sistema es equivalente al siguiente: 
x<O, 
Y a+x41>!1. 


La solución de este serán todas las x<<—1. De aquí obtenemos que 
la solución de la desigualdad inicial serán todas las x <—!. 
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Se puede proponer también otra resolución de esta desigualdad. 

Ya que las propiedades de la potencia dependen de su base, menor 
o mayor que 1, es natural examinar dos casos. 
- a) Supongamos que x*+x+1<1, es decir, —1<x<0. Para 
todas estas x el trinomio x?+ x+ | se eleva a potencia negativa x. 
Ya que para estas x el trinomio 24 x-+1<1, entonces para las 
mismas (x*+x-+ 1)* >1, lo que contradice a la condición. Pues así, 
estas x no pueden ser soluciones de nuestra desigualdad. 

b) Supongamos que + x+41>1. Está claro que ésta es válida 
para x>0 y para x<<—1l. Por eso aquí se deben examinar dos casos. 

Sea x>0. Entonces x*+ x-+ 17>1l, y luego de elevarla x a poten- 
cía positiva, el signo de la desigualdad se conserva, o sea, para estas x 
obtendremos que (12+x-+1)%>1l. Por lo tanto, estas x tampoco 
, pueden ser soluciones de nuestra desigualdad. 

Sea x<—1. Entonces x+x=+!l>!f. Si ahora el trinomio 
M34+x- lose eleva a potencia negativa x, se obtendrá un resultado 
mayor que l, es decir, para todos los valores de x<-— 1 tendremos 
(4x4 1)9<1. 

' Así la solución de la desigualdad inicial serán todos los valores 
e x<—l. 


Anteriormente hemos utilizado con frecuencia el concepto de RVA. 
Sin embargo, no hemos centrado nuestra atención, excepto algunos 
ejemplos elementales, al papel que jugaba el RVA: si éste ayudaba 
o no a la resolución de la desigualdad. Por lo tanto, examinemos a con- 
tinuación dos desigualdades; al resolverlas prestaremos atención es- 
pecial si es necesario o no calcular previamente el RVA de la de- 
sigualdad. 

En el ejemplo siguiente, su resolución se facilita considerabtemente 
si se busca de antemano el RVA. y 

33. Resolver la desigualdad 


4r—5 j 
logs (==) => q 
El RVA de esta desigualdad se determina partiendo de las condi- 
ciones (4x— 5)! |x—2|>0, 12 >0, x2321l, de donde x>5/4 y x3£2. 
Pero, para todas estas x tenemos x*> 1, por cso la desigualdad, según 
las propiedades de los logaritmos con la base mayor que 1 dentro del 
RVA es equivalente a la siguiente: 


Ya que x=“ 2, la expresión |x— 2| es positiva y por eso la desigualdad 
inicial es equivalente, en el RVA, a la desigualdad 


4x—53>x|]x—21. 
Ahora examinemos dos casos. 
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a) Sea x>2. En este caso nuestra desigualdad tendrá la forma 
siguiente: 4x—5>Bxt—2x, o bien, x—6x--5<0. La solución de 
la última desigualdad serán todas las x del intervalo 1<x=<6, y la 
de la desigualdad inicial en este caso serán todas las x del intervalo 
2<x<5. : 

b) Ahora sea 5/4<x< 2, Entonces, nuestra desigualdad toma la 
forma de 4x—32>—a?t-+ 2x, o bien, x*-E 2x—5>0. Su_solución 
serán todas las x de los intervalos x=W86—1 y x<—V6—1. La 
solución de la desigualdad inicial en este caso serán todos los valores 
de x del intervalo P6=1=<x<2. 

Si reunimos ambos casos, obtenemos que la solución de la desigual- 
dad inicial serán todos los valores de x de los intervalos VB— 1< 
EÉEx<2 y 2<x<)%. 


En el ejemplo siguiente el cálculo previo del RVA no es razonable, 
porque no facilita la resolución y represepta un problema bastante 
difícil, És 

34. Resolver la desigualdad 


log. 2x < VTog, (2x>. 


Sin haHar el RVA, señalemos solamente que dentro del RVA x>0 
y xl. 
' Designamos log, 2 por y; en este caso la desigualdad tendrá la 
orma 


y+1<VYy-+E3. (7) 


El RVA de esta desigualdad consta de y >-—-3. Pero, para y del inter- 
valo —3<y<—1 la desigualdad es evidente; por lo tanto, todas 
estas y son sus soluciones. 

Ahora sea y >—-1. En este caso ambos miembros de la desigualdad 
(7) no son negativos; esta desigualdad puede elevarse al cuadrado y ob- 
tener (para y >> —1) una desigualdad equivalente (y+ 1)? <y+ 3, 
cuya solución soñ todas las y del intervalo —2<y+<1. La solución 
de la desigualdad (7) serán, en este caso, todas las y del intervalo 
—I<yS<l. 0 

Al reunir ambos casos obtenemos que la desigualdad (7) se satis- 
face para —3<y<l. 

Al tomar x, obtenemos que la desigualdad inicial tendrá soluciones 
para las x que satisfacen la desigualdad doble —3 < log, 2< 1 . 

Se puede resover esta desigualdad aplicando dos procedimientos. 

Primera resolución. Ya que las propiedades de los logaritmos son 
distintás en las bases, mayores o menores que la unidad, examinemos 
dos casos: 1>1 y 0<x<l. 

a) Sea x>1l. En este caso log, 2>0; es mucho más que log, 2> 
=>-—23. Nos queda por resolver la desigualdad log,2< 1, de donde 
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2< x. De tal modo, en este caso la solución de la desigualdad inicial 
serán todos los valores de xv > 2. 

b) Sea O<x<I. Entonces log,2<X0;, es más que log,2x< l. 
Nos queda por resolver la desigualdad —3< log, 2, de donde x”*> 2, 
o sea, 12” *». De esa manera, en este caso la solución de la desigual- 
dad inicial serán todos los valores de x del intervalo 0<x< y 172. 

Al reunir los dos casos obtenemos que la solución de la desigualdad 
inicial serán 0<x< Y 18 y x>2 

Segunda resolución. Si log, 2 = 1/log,x entonces, al designar log, x 
por 2, llegamos a un sistema de desigualdades 


as 

( —<0, 
1+3 

| uo > 0. 


Al resolver cada una de estas desigualdades por el método de in- 
tervalos, obtenemos que este sistema será válido para 2>1l, así como 
para 2 <—-1/3. 

Para obtener la solución queda por resolver las desigualdades lo- 
garitmicas elementales logx> 1 y logax<-—1/3, de donde hallamos 
x>2 y 0<x<VT?. 

En conclusión, examinemos un ejemplo que entraña a la vez ambos 
peligros: adquisición y pérdida de soluciones. 

35. Resolver la desigualdad 

5 


V Fsentx—1 logsen 3120. 


«Al principio de la resolución de este ejemplo, algunos estudiantes 
cometen un error: omiten de inmediato el primer factor. Por lo visto, 
- se basan en el razonamiento siguiente: si Y 4senix— 1>0 entónces 
para que se cumpla la desigualdad es necesario que el segundo factor 
sea también no negativo. Con este razonamiento se cometen a la vez 
dos errores: primero, al omitir el radical se amplía el RVA; segundo, 
en caso de que el primer factor sea igual a cero, la desigualdad dada 
se verifica también cuando el segundo factor es negativo. El primer 
error da origen a la adquisición de soluciones extrañas y el segundo 
conduce a la pérdida de soluciones. 

La resolución correcta ha de tomar en consideración estos dos mo- 
mentos y deba realizarse de un modo siguiente. La desigualdad en 
cuestión se cumple en dos casos: cuando el segundo factor es mayor 
o igual a cero y cuando el primer factor es igual a cero. En este caso, 
de las soluciones de la desigualdad y de la ccuación obtenidas de esa 
manera, es necesario tomar sólo aquellas que entran en el RVA de la 
desigualdad inicial. 
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Este RVA se determina por el sistema de desigualdades 
4sex—1>0, O<senx< Il, ¿3 >0. 


De las primeras dos desigualdades se deduce que 1/2<senx<1 y la 
tercera se satisface para x<1/2 y x>5. 

Empecemos por la desigualdad logen : [(x—5)(2x— 1)]>0. Si 
senx< 1, entonces esta desigualdad es equivalente, dentro del RVA, 
a la desigualdad (x—5)/(2x=1)< 1, cuyas soluciones son x<—-4 


Fig. 28 


y x> 1/2, De estos valores de x en el RVA sólo entran x<—4 y x>5. 
Queda por tomar en consideración la desigualdad 1/2 < sen x<l. 

En la gráfica (fig. 28) se ve que la solución de esta doble desigual- 
dad son intervalos 


2420 <1<F+2nm, n=0;, +1, +2, ..., 


de las cuales son excluidos los puntos x = 11/24- 2nxt. Si sólo necesita- 
mos x<—-4 y x>5, entonces (y esto lo determina mos de nuevo me- 
diante la gráfica) los valores n=0 y n =—-1 no nos satisfacen; con 
todo, del intervalo correspondiente a n =—1 queda una parte: 


—(111)/6<x<-—4, excepto x=-—31/2. 


Ahora examinemos la ecuación 4 sen? 1 =0, de la cual, tenien- 
do en cuenta que dentro del RVA senx>>0, obtenemos sen x = 1/2. 
Sin embargo, hemos resuelto recientemente la desigualdad a que sa- 
tisfacen evidentemente las soluciones de la ecuación sen x = 1/2. Por 
tanto, todas las soluciones de la ecuación ya están obtenidas y no 
habria que incluirlas si — y esto es un escollo en el ejemplo en cues- 
tión — las soluciones de la doble desigualdad 1/2<senx< | no se 
hubieran omitido parcialmente debido a las condiciones xX<-—4 y 
x>5. En este caso quedan excluidos los valores —71/6 1/6 y 5x/6, 
de los cuales los dos últimos no entran el el RVA de la desigualdad 
inicial, y el primero, es decir, x =-—-71/6, debe unirse a los intervalos 
obtenidos anteriormente. 
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Como resultado, obtenemos la solución: 
z + 2n1 Lx < + 2, Xx361/2-+ 2n1, 


donde n es cualquier número entero, menos 0 y 1, —111/6<x<X—4, 
así como también x = —-71/6. 


EJERCICIOS: 


Resolver las desigualdades 


1. 108 5 > l. : 


2. logo 1 (1441) < logo, 1 (2x — 5). 
3. (67) —[(163) < 3. 


1 + log 3x 
DES 

5 a+ 2 
xi coo | 

6. cos x(tex+1>1 
7 

8 


>1,0<ac<l!. 


<—2. 


. (1,26). Uog. 00 (064) RA 


2 
; (logs 99 (108 1,27) — 20 logra x + 148 < 0, 


4 
L logs lox, y, (e-5) 
9. (7) < 1. 
10. log, (2% —1)+log, ¡y (2%+1—-2) >--2. 
11. 1—- Y T—38(08,,, +2 <3)0g,,, x. 
12. 409 +1 a 9 3 26. 
13. dog ys (24 x) < 1. 
14. 4 log, cos 2x +2 log, sen x + log. cosx+43<0 (0< x< 1/8). 
15. |x]x"=*"-2*< 1, 
16. log y, Vx+1< log 72 VE RH 1. 
3(senx+cos x)— 12 ]!?? 
Ly AA AA A AÁ A AÁÉÁA| > l. 
2 VI —sen x—cos x 


18. x4< — : 


+1" 
xt—2x +3 
19. Pe Pa PE > —3. 


] 
20. tetiz=>! 


21. A sen? *43 sen? 2x > vos 2x. 
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22. cos xr < 1,2. 


N . senx—2cos x 
23. 13 > q 205 Xx 


24, 4 < gara 3, 
28. VIZI<V 54x. 


1 o AP 


(0 <x<m. 


29. loí, 


30. 3 sen 9r. > senx-—cosxr+l. 
31. log, ,, (x+1) > log, (2—x). 
82. Vi=xVYxFT> 1/2. 


33. V ¡ose == <l 
ls 


34. e paa 2x > sen => 


35. log, + < Cos 7. 
x—5 
36. oe. (2 3) >0. 


37. 108, ( A 
38. Vx-—5—Vi-=x=1. 


5 
39. lo y Y semo—É <=, 


Xx 
40. yr (3) >0. 
41. 2c05 2x4 sen 2x > ty x. 
92, 328 _3l=earlo 
43. (108 son 2 < 108 y0p (4 ser 3). 
Tar 


44. loga (217 +4-x +1) — log, (u— yt -P ú 


! 4 
45. log2xr4 1 12% 37 3 TUBO (11/3) gq" 


x-4 
46. Vigx—1Vg¡g , (2+4 cos? x) —2]3=0 
47. log (3 yt + 1)? 1/2. 


48, «dRÍSeNxz=1 > (x >0). 
49. log 5/5 (21 —x —3:8)3= 1. 


50. —9 Y + VI +18220. 


$ 11. SISTEMAS DE ECUACIONES 177 
erre A a 


81. TE sen ecos y (Sen x—8 cos x) => 1. 

52. cotg (8 +3x)-(coty 5-+ cotg 3x) == V colg 3x—1. 
Yi 2 E 
83. 24 = x < 1. 
54. 1i—|3x42| 4x0. 

65. 25% —2? d081 6-1 < 10.5%-1, 


56, Vea-YIFx< VIP 


3 
? JUN 
57. 1081 sen x 1 (% 8x +23) > Eisenal * 
logy 
58. 108, 284108748 < ¡og 214 
59. 2tg 2x <3 tg x. 


80. Y 5—25enx ==> 6 sen x—- 1 
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Haremos algunas observaciones sobre los métodos de resolución 
de los sistemas de ecuuciones. Al resolver los sistemas, asi como las 
ecuaciones “unitarias”, tienen importancia esencial el concepto de 
equivalencia y otros conceptos próximos a éste, que se consideran 
detalladamente en el $9, Parte I. Este párrafo está dedicado a los 
problemas relacionados con las ecuaciones “unitarias”. A pesar de la 
semejanza lógica de los razoriamientos teóricos, referentes a la equi- 
valéncia de ecuaciones y a la de sistemas, ta aplicación del concepto 
de equivalencia para la resolución de los sistemas encierre mucho más 
dificultades que las resoluciones de ecuaciones y por esta razón, como 
regla, este concepto no se utiliza. 

Las dificultades de un género especial, que surgen al resolver los 
sistemas, sólo están relacionadas con aquellas transformaciones del 
sistema que afectan a unas cuantas ecuaciones de éste (en lo que se 
refiere a una ecuación, pueden utilizarse totalmente los conceptos 
y recomendaciones del $ 9, Parte 1). Pero existen muchas trans- 
formaciones de tal tipo: todos saben que procedimientos más in- 
geniosos sé aplican a veces para la resolución de los sistemas. 

Por lo tanto, en el curso de Ja resolución de los sistemas sólo se 
empleauno de dos métodos señalados en el $ 9, Parte l, referentes a la 
resolución de ecuaciones: la deducción de los corolarios nu obligatoria- 
mente equivalentes al sistema dado y omisión posterior de las raices ex- 
trañas. Con esto pasamos no a los sistemas que son los corolarios, 
sino a las ecuaciones independientes, cada una de las cuales es el 
corolario del sistema imicial, o sea, que es satisfecha por cualquier 
solución del sistema. Combinando estas ecuaciones, obtenemos sis: 
temas que se derivan del sistema inicial, y logramos, por fin, cierto 
número de incógnitas. Finalmente, por medio de la comprobación 
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(como regla general, mediante una sustitución directa), omitimos las 
soluciones extrañas. 

Para seguir este camino, es necesario saber no admitir aquellas 
transformaciones que hagan perder soluciones; por ejemplo, la divi- 
sión de ambos miembros de una ecuación entre los dos miembros de 
otra ecuación provocará pérdidas de aquellas soluciones del sistema, 
en que ambos miembros de la segunda ecuación se convierten en cero. 
Por otra parle, la mavoría de transformaciones que se aplican con 
más frecuencia: adición, sustracción, multiplicación de las ecuaciones, 
sustitución de la incógnita de una ecuación por la de la otra, etc., no 
pueden conducir a la pérdida de soluciones, y por ello son admisibles. 
Por lo común, en cada caso concreto hay que reflexionar sobre la cues- 
tión de sí una transformación concreta, más o menos compleja, puede 
o no conducir a la pérdida de soluciones. 

Sin duda alguna, la comprobación inmediata de las soluciones 
obtenidas, puede a veces presentar ciertas dificultades, y para evi- 
tarlas se pueden usar las recomendaciones dadus para la resolución 
de ecuaciones. Explicaremos todo lo dicho con un ejemplo. 

1. Hallar todas las soluciones complejas del sistema 


2x? 
Ia =Y 


1 NA 
TEA? 


Puede observarse que “al dar la vuelta” a las fracciones de los pri- 
meros miembros de ambas ecuaciones y al sustituir, respectiva mente, 
los segundos miembros por l/g y 1/x, obtendremos un sistema simple 
respecto de u=1/x y v=1/y: 


(1) 


4 3=0, . 
(2) 


ya ) 
3 3=04. 


Pero, ¿es posible “dar la vuelta” a una ecuación? ¿Qué ocurre 
en este caso con las ecuaciones? No es difícil comprender que esta 
transformación no originará soluciones extrañas, pero puede inferir 
la pérdida de soluciones, precisamente habrá pérdidas de soluciones 
cuando ambos miembros de la ecuación sean iguales a cero. Por lo 
tanto, antes de pasar al sistema (2), conviene, para evitar pérdidas, 
considerar la posibilidad señalada. 

El primer miembro de la primera ecuación se convierte en cero 
pala x=0, y el segundo, para y =0. Por eso, en la ecuación puede 

aber perdida (y se pierde en realidad) solamente la solución para 
x=0, y:=:0. Por esta razón, después de haber hallado la solución 
x=0, y=0, podremos buscar las demás soluciones del sistema (2). 

Al sustraer la segunda ecuación de la primera del sistema (2) ob- 
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tenemos la ecuación u? —v* = 2 (u— u), de donde se deduce que u—u = 
=0 6 u4+v=-—2. 

En el primer caso tenemos u=1, al poner v=« en la primera 
ecuación del sistema (2). La sustitución directa nos convence de que 
el par , ==1, y, = 1 satisface también la segunda ecuación y, por con- 
siguiente, el sistema (2). 

En el segundo caso, al poner v=—u-—2 en la primera ecuación 
obtenemos que u*+ 244 5=0, de donde tt... =—l+4 21, y 0, = 
= —]J 4 2. La sustitución directa de los valores tt, , y U,, en la 
segunda ecuación da dos igualdades 


(—1— 24 1=—24 41, (—i+ 204 1=—2— Ai, 


para cuya demostración se debe solamente abrir los paréntesis. 
De tal modo, el sistema (2) tiene soluciones: 


a =1, VU, = 1; us =-—1+ 21; Y =— 1-21; 
ua =—1—2i, Y =—1+ 2£. 


Recordándonos de que x= 1/4 e y =1/0, obtenemos la solución 
del sistema inicial (1): 


X= 1 = 1]; => =——: 
2 , yy=i, da ETE Ya l-42” 


l no. 
%= TT FA" %ETIFA 


además de esto, no hay que olvidar la solución hallada anteriormente 
respecto de x¿=0, y, =0". 

El problema de investigar el sistema de dos ecuaciones lineales 
con dos incógnitas presenta serias dificultades lógicas. Y como siempre, 
las primeras dificultades consisten en las definiciones. ¿Qué se llama 
el sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas? ¿Qué se entiende 
por la solución del sistema de ecuaciones? ¿En qué caso tal sistema se 
. denomina determinado (indeterminado, compatible, incompatible)? 
He ahí las interrogaciones que a veces son insuperables para muchos 
estudiantes. Con frecuencia ocurre que el estudiante, al enunciar 
correctamente la definición general, empieza a confundirse en caso 
de que se le proponga contestar, por ejemplo, si los sistemas 


x+y=!, fl2i—y=!, x=0, f0:x--0y=0, 
+y=1, 12x—y=2; y=1; 0x4 0:y=0 


son tos sistemas de ecuaciones lineales con dos incógnitas. Todos estos 
sistemas convienen a la definición general y las dificultades consisten 
aquí en que éstos son “demasiado simples”. Está claro que el primer 
. sistema es indeterminado; el segundo, incompatible, el tercero tiene 


1 Los números complejos Xa, Ya, Ya € Ya Obtenidos en el resultado se recomienda 
y 
reducirlos a la torma algebraica: x= (1 + 203, ete. 
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evidentemente una sola solución x =0, y= |, y la solución del cuarto 
sistema es cualquier par de números x, y. 

Al examinar este tema debe comprenderse ante todo: ¿con cuáles 
restricciones de coeficientes se realiza la investigación del sistema de 
dos ecuaciones lineales con dos incógnitas? Lo más importante con- 
siste en lo siguiente: una vez realizadas las transformaciones del siste- 
ma inicial 

ax db y=C,, 
1] 2x4 by =C,, 


hay que prestar atención especial al sistema obtenido 


(a1b,—asbi)x=C,b.— Cb, (=AN), 1 
la, h,— as b1) y = a, c¿— 4,c, (= As), 


que es un corolario del sistema inicial, aunque en el caso general mo 
es obligatoriamente equivalente a éste; de tal modo, al pasar al segun- 
do so no perdemos soluciones aunque podemos adguirir las ex- 
trañas. 

Si A=a,b—a,b, 30, este sistema es determinado, es decir, 
tiene una sola solución: x= A/A, y = Ay/A. Por medio de la sustitu- 
ción (comprobación) directa uno puede convencerse de que esta solu- 
ción es también la del sistema inicial. 

Si A=0, mientras que A, +0 6 4,0, este sistema es íncompa- 
tible, es decir, no tiene soluciones. Por consiguiente, el sistema ini- 
cial tampoco tiene soluciones. 

En fín, si A=0 y A,=0, entonces también A, =0, asi que el 
sistema (3) tiene la forma 


(3) 


j 0-x=0, S 
1 0:-y=0, 


y, por consiguiente, la solución del sistema (3) es, evidentemente, 
cualquier par de números x, y. Pero, esto no significa todavía que el 
sistema iniclal se cumple con cualquier par de números, porque podría- 
mos obiener soluciones extrañas. En realidad, así van las cosas: en 
el caso en que A = A, == A, =0, es fácil demostrar que pára el sistema 
inicial se cumple la igualdad 


por razón de que la primera y la segunda ecuaciones del sistema inicial 
se deferencian solamente por el coeficiente, y por eso el sistema inicial 
es equivalente a una sola ecuación. Entonces es claro que éste es inde- 
terminado, o sea, que tiene un número infinito de soluciones, al tomar 
los valores arbitrarios de una incógnita, con ayuda de esta ecuación 
se puede obtener el valor adecuado de la otra. 
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Sin embargo, tal investigación puede ser insuficiente para las es- 
cuelas de enseñanza superior, donde se reclaman exigencias más ele- 
vadas a las. Matemáticas. Por lo tanto, ahora pasamos a exponer las 
definiciones requeridas e investiguemos el sistema de dos ecuaciones 
lineales con dos incógnitas, con coeficientes arbitrarios. 

Definición 1. Llámase sistema de dos ecuaciones lineales con dos 
incógnitas al sistema de dos ecuaciones de la forma | 


ax+by=C,, 1 

Ax + by =Ca, | (4) 

donde a,, Az, b,, by, Ci, C,, son números reales arbitrarios ". 

Definición 2. Llámase solución del sistema al par de números rea- 

les Y xy, yo que satisfacen cada una de las ecuaciones del sistema dado. 

En otras palabras, la solución es un conjunto de tales dos números 

Xa, Yo con que la sustitución, en el sistema inicial (2), de los nú- 

meros incógnitos x e y, por lós números .. e yo, respectivamente, 
conduce a dos igualdades numéricas correctas 


A1Xx9+ b,Yo =Cx, 
| (la Xa + DaYo =Cs- 


Conviene diferenciar. de tal modo dos sentidos que se dan a la ex- 
presión “resolución del” sistema”: bajo la resolución del sistema se en- 
tiende.el proceso de búsqueda de los valores de las incógnitas, y la solu- 
ción del sistema es un conjunto de los valores de incógnitas que con- 
vierten las ecuaciones del sistema en igualdades numéricas correctas. 
Resolver un sistema de ecuaciones es hallar ¿odas sus soluciones *. 

Sólo por la incomprensión de los términos de “resolución y solu- 
ción del sistema” se pueden explicar respuestas absurdas parecidas 
a la que sigue: “El sistema 


2x+ 3y = We 


—x+ y=1 5 


tiene dos soluciones: x=2 e y=3”. Precisamente, el conjunto de 
estos dos números x == 2 e y = 3 forma la solución única de este sistema. 
A estos valores de Jas incógnitas se les llama a veces “raices del sis- 
tema (5)”, lo que tampoco es correcto, porque el término “rajz” es 
aplicable sólo a una ecuación con una sola incógnita y no se utiliza 


1) Nada obstaculiza considerar también los sistemas lineales que tengan coefici- 
entes complejos. Toda la investigación consiguiente (menos la interpretación geomé- 
trica) es válida también en este caso más general. 

» O complejos si los coeficientes son complejos. 

8) Subrayemos que la definición 2 itjene lugar para los sistemas de ecuaciones 
arbjtrarios; es fáci) comprender que las observaciones aqui expuestas sobre las solucio- 
nés del sistema se deben tomar en consideración al résolver cualquier sistema de ecua- 
ciones. 
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para el análisis de los sistemas. Finalmente, es imposible reconocer 
como correcta la expresión “los números 2 y 3 son la solución del sis- 
tema (5) ya que la solución es un par de valores de las incógnitas y es 
esencial señalar, cuál de las incógnitas (x o bien y) es igual a 2 y 
cuál, a 3. La respuesta correcta del problema sobre la búsqueda de las 
soluciones del sistema (5) ha de tener el siguiente aspecto: “El sistema 
(5) tiene una solución única: x=2, y =3”. 

Definición 3. El sistema de ecuaciones se llama 

— compatible si éste tiene siquiera una sola solución; 

— incompatible, en el caso contrario, o'sea, cuando ésle no tiene so- 
luciones, 

—— determinado, sí éste fiene una solución única, 

— indeterminado, si éste tiene más de una solución. 

En otras palabras, los sistemas son compatibles e incompatibles, 
los sistemas compatibles se subdividen a su vez en determinados e 
indeterminados. Señalemos ahora unos ejemplos de cada sistema. 

El sistema 

f 0-x+0-y=1, 
l x+y=2 


es incompatible, porque la primera ecuación no puede convertirse 
en igualdad numérica correcta para cualesquiera que sean los valores 
de x ey. 
El sistema 
2x—y=l, 

¡ 2x—y=2 
es incompatible: aunque existen unos pares de números (por ejemplo, 
x=0, y =—I, etc.) que convierten la primera ecuación en igualdad 
numérica correcta, y otros pares (por ejemplo, x= 1, y =0, etc.) que 
convierten la segunda ecuación en igualdad numérica correcta; pero no 
hay ningún par con que ambas ecuaciones sean simultánea mente igual- 
dades numéricas correctas. 


El sistema 
x=0, bi x+0:y=0, 
es también incompatible. 
El sistema : 


y=1, 0-xi+y=1 


es compatible, o más exactamente, determinado, ya que existe sola- 
mente un par x=0, y=1 que convierte cada una de las ecuaciones 
en igualdad numérica correcta, 


le o bien, AENOR 
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El sistema 
9x+ 3y =13, 
—xr+ y=1l 


es compatible, ya que tiene la solución x=2, y=3, o más precisa- 
mente, determinado (lo que exige argumentaciones complementarias 
no evidentes). 
El sistema 
frry=1, 
Va+y=1 


es compatible, ya que tiene la solución, por ejemplo, x,=0, y,=1, 
y además es indeterminado, porque xz=1l, yz =0, por ejemplo, es 
su otra solución. 
El sistema 
f0-x+0-y==0, 
10-x4+-0-y=0 


es también indeterminado, ya que cualquier par de números x, y con- 
vierte ambas ecuaciones en igualdades numéricas correctas. 

Ahora pasamos a ¿investigar el sistema (4). Investigar el sistema li- 
neal és determinar si este es incompatible, delerminado o indeterminado. 
En los dos últimos casos es indispensable hallar su solución. Ahora de- 
mostremos un teorema que representa en sí un contenido de investi- 
gación. de los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas. 
Vamos a enunciar este teorema de un modo extraordinario, en forma 
de esquema. 

Teorema. Sea dado un sistema (4). Introduzcamos las designaciones 

A =a, b:— as bs; Á, = (1 b¿— Cab, A, = 41 Cy — 0,C1. 


Entonces: 
si si si 
COPE PEO 
no [no |no 
determinado incompatible indeterminado 


(punto) (recta) 


ae | SÍ indeterminado 
(plano) 
no 
incompatible 


Se: debe comprender este esquema del modo siguiente. Ante todo 
se plantea la pregunta de si se cumple la condición A =0. Si no se 
cumple, la flecha respectiva indica que el sistema es determinado. Si 
se cumple, Ja flecha correspondiente ordena preguntar si se cumple la 
condición A, = A¿=0. Si no se cumple, la flecha respectiva indica 
que el sistema es incompatible. Enel caso contrario la flecha correspon- 
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diente inmpone hacer la pregunta siguiente, etc. El significado de las 
palabras ,recta” y ,plano” entre paréntesis será aclarado en lo 
ulterior. 

Claro está, se puede dar un enunciado corriente de este teorema, 
sin embargo, en el esquema resulta más ilustrativo. He aquí el enun- 
ciado habitual: 

Si A3€0, el sistema es determinado; en este caso la solución es la 
siguiente: x=«A//A, y =AyA. Si A=0, y uno de los números Á,, A, 
se diferencia de cero, el sistema es incompatible. Si A=0y A,=A,=0 
y uno de los números Q1, b1, Az, ba difiere de cero, el sistema es indetermi- 
nado. Cuando A <= A,== A, =0 y lodos lus números Aa,, b,, Az, ba son” 
iguales a cero ', si bien uno de los números C,, €, se diferencia de cero, 
el sistema es incompatible. En fin, si todos los coeficientes del sistema son 
iguales a cero, el sistema es indeterminado. La comparación no dice 
nada a favor de esta enunciación. 

Demostración. Examinemos el sistema (4). Si multiplicamos por 
b, la primera ecuación de este sistema y restamos del resultado la se- 
gunda ecuación, multiplicada previamente por b,, obtendremos una 
ecuación 


(a, b,—arb)x=c,b,—csd,; 


análogamente, si multiplicamos por a, la segunda ecuación y restamos 
del resultado la primera ecuación, multiplicada previamente por a, 
obtendremos la ecuación 


(21 b1—a1b1) y = 4, C2— MaC;- 


De tal modo, obtenemos así que el sistema (3) ha de cumplirse; 
con ayuda de las designaciones aceptadas lo escribiremos en forma 


(6) 


A xo As, 
Ay = 8] 

El sistema (6) es un corolario del sistema inicial (4), es decir, cual- 
quier solución del sistema (4) es la solución del sistema (6); no afirma mos, 
sin embargo, que estos sistemas son equivalentes. 

Supongamos que A3%0. Entonces el sistema (6) tiene una sola 


solución: x -= S, y=%. Mediante la sustitución (comprobación) 


directa debemos convencernos además de que este par de números x, y 
es también la solución del sistema inicial (4). De esta manera, en el 
caso examinado el sistema inicial tiene una solución única. Esto de- 
muestra la primera flecha vertical. 
Damos un paso hacia la derecha, o sea, consideramos el caso Á=0, 
Supongamos que la condición A, = A,=0 no está cumplida, es decir, 


e eo ver que la condición ay=" b,= ay-== bz da origen a la igueldad A= 
=A¡> == 0, 
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cuando uno de los números Á,, A, no es igual a cero. Entonces el sis- 
tema. (6) es incompatible de lo que resulta que el sistema (4) es tam- 
poco compatible. Esto demuestra la segunda flecha vertical. 

Damios un paso más hacia la derecha, o sea, consideramos el caso 
A =A,=A¿=0. Supongamos que la condición a, =b, =4,=6b,==0 
no está cumplida, es decir, uno de los números 4,, b,, €,, b3 es distinto 
de cero, Para mayor precisión consideraremos que a,35£0. Entonces, 
de la primera ecuación del sistema (4) tenemos x > A Al sus» 

' 
tituir x en la segunda ecuación del sistema por este valor tendremos 
que 
_ 4.0, — aby _ Oy + (216, — db) y 03 
Ax + dy = E dy = DU % = 
(Aquí hemos utilizado las igualdades a,b¿—:b, =A=0 y ac, = 
== 4 Ca; la última se deduce de la condición A, =0). De tal modo, 
toda solución de la primera ecuación es la solución de la segunda Je 
por consiguiente, el sistema (4) se reduce a la primera ecuación. No 
obstante, la primera ecuación se satisface, si a la incógnila y se le da 
un valor arbitrario y el valor correspondiente de x se halla por la fór- 
mula y = - Deesa manera, en el caso considerado, el sistema 
pl 

(4) tiene una cantidad infinita de soluciones, y todas éstas se descri- 
ben por la fórmula 


€ —hb . . . 
x= a y y es un número arbitrario. 
L 


Por lo tanto, el sistema (4) es indeterminado. Esto demuestra la 
tercera flecha vertical. 

Damos el paso siguiente hacia la derecha, es decir, consideramos 
el caso én que todos tos números 41, b,, q,, b, son iguales a cero (enton- 
ces Á = A, = A, =0). En este caso el sistema (4) tiene un aspecto muy 
“extraño”: 


f0-x+ 0-y=C,, 
1 D-x+ 0-y =C3. 


Está claro que cuando c,=C,==0, le satisface cualquier par de nú- 
meros x, y, es decir, en este caso el sistema es indeterminado, y si 
urio de los nú meros c,, c, es distinto de cero, el sistema es incompatible, 
Esto demuestran dos últimas flechas. 

El teorema queda demostrado. 

Consideremos la interpretación geométrica de los sistemas examina- 
dos. Es sabido que un conjunto de puntos de un plano, cuyas coorde- 
nadas satisfacen la ecuación de la forma 


ax + by=cC, 
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donde a, ó b (o ambas a la vez) no son iguales a cero, es una recta. Por 
esta razón, la resolución dej sistema (4), en el cual cada una de las 
ecuaciones tiene aunque una de las incógnitas, consiste en hattar un 
punto común de dos rectas. De la Geometría se saben todos los casos 
posibles de la disposición recíproca de dos rectas en un plano. Con esto 
tiene lugar la correlación que sigue: 


ai 


En Geumetria En Algebra: 


aaa 


las rectas se intersecan el sistema es determinado (la primera 
flecha vertical) 

las rectas son paralelas el sistema es incompatible (la se- 
gunda flecha vertical) 

las rectas coinciden el sistema es indeterminado (la ter- 


cera flecha vertical) 


e e Pf 5 PPP PPP FP 5 PP  —— AA A 


Las otras dos flechas no pueden ser interpretadas de modo análogo, 
ya que en los casos correspondientes el sistema no tiene sentido geo- 
métrico. No obstante, en el último caso, cuando cualquier par de nú- 
meros es la solución del sistema, puede decirse que el conjunto de 
soluciones del sistema es un plano. 

Por ejemplo, tnvestiguemos un sistema 


ax+ y=40, 
x+ay=1. 


Calculamos, ante todo, A, A,, Aj: 
A=a— 1, A,=a—I, A, =0. 


Ahora comprobemos la condición de entrada: A =0.Si A =a*— 1% 
Sé 0, es decir, si ay 1, y azs—1, entonces el sistema es determinado 
(la primera jlecha vertical). Si A=0 (0 sea, a = l, o bien, a =—-1), 
entonces llegamos, siguiendo la primera flecha horizontal, a la con- 
dición A, =A,=0. Esta condición queda satisfecha y por esto pode- 
mos seguir la segunda flecha horizontal. Por cuanto no todos los co- 
eficientes de las incognitas son iguales a cero, entonces para a=1 y 
para a =-—1], el sistema es indeterminado y se reduce a una sola ecua- 
ción. 

De esta forma, si ax+1 y ayx—1, el sistema es deter minado; con 
esto su solución es: x=1l, y =0; cuando a=1 y a=—1, el sistema es 
indeterminado; en estos casos sus soluciones se dan por las fórmulas: 

paraa= 1 y=l—x, xes un número cualquiera, 
para a=—1 y=x—l, xes un número cualquiera. 
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Demos un ejemplo más: investiguemos el sistema 
f xsen 2a-- y (14 cos 2a) = sen 2x, 
1 x (1 + cos 2x2) — y sen 2a — 0. 


Tenemos A = —sen? 24% — (1 + cos 2)? = —2 (1 4- cos 2a), 
A, =—sen*2a, A, =—sen 2% (1 + cos 2x2). 


Si A30, o sea, cos2a —1, el sistema es determinado. Si A =0, 
o sea, cos2a =-—1, entonces sen2a =0 y, por consiguiente, Á, = 
= A,= 0. Además, en este caso, son iguales a cero los seis coeficien- 
tes del sistema y, por eso, su solución será cualquier par de números 


xey. 

De tal modo, si cos2a 3£-— 1, es decir, a RO para ningún 
valor de k entero el sistema en cuestión es determinado; su solución 
en este caso es 
x=2i= sen" a, = 2 m= sen a cosa. 


2 : . 
Cuando a = ÚELOZ, donde £ es un número entero, el sistema es 


indeterminado y su solución será cualquier par de números x e y. 

2. ¿Cuáles son los números complejos a+ bi que pueden Ser represen- 
tados en la forma (c+ di)Hc— di), donde c y d son números reales? 

Este problema se puede interpretar de otro modo: 

¿para cuáles a y b tiene solución la ecuación a-+ bi = (c4- di) c— di) 
cuando c y d son incógnitas, o bien, para cuáles a y b la ecuación 
(a+ bi) -(c—di) = c+ di tiene la solución distinta de cero? 

Al hacer las transformaciones necesarias, obten«lremos, a base de 
la definición de la igualdad de los números complejos, el sistema de 
dos ecuaciones lineales que sigue: 


(a—1)c+ bd=0, 
¡ be— (a-+1d=0 M 


con dos incógnitas c y d y con dos parámetros a y b. Es difícil resol ver 
este sistema mediante los métodos habituales: deben considerarse 
muchos casos. Para presentar, digamos, una incógnita por la otra es 
necesario examinar independientemente los casos en que un coefi- 
ciente sea igual o no a cero. 

Entre tanto, no hay necesidad de resolver el sistema (7) porque 
nos interesa solamente; si tiene una soJución distinta de cero. Pero es 
evidente que tiene la solución c = 0, d =-0, por lo que necesitamos que 
tenga más de una solución, es decir, que sea indeterminado. 

Según el teorema, esto se logra cuando, y solo cuando AÁ= 
= — (ar —1) —b? =0, valiendonos del esquema, nos situamos en la 
tercera flecha vertical (A, =A,=0 y todos los coeficientes de las 
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incógnitas no pueden ser iguales a cero, ya que a—1 y —(a + 1) no 
se convierten a la vez en cero). 

De tal modo, en la forma señalada pueden representarse los núme: 
ros aL bi que tienen a?+ bt =1, 0 sea, los números complejos con un 
módulo igual a 1. 


EJERCICIOS: 


Resuélvanse Jos sistemas de ecuaciones: 
LL ¡VITA VAT V 2 HA, 
VIFY VET Y=2V 2-2. 
"Y iy =2V3, 


e 2Y-=* :=3, 


+47 — y8/3 


x+ Y y =x 13 
oe log, y + log,2= 2, 
log, y + logs2 + logy x=" 2, 
Joguz + o [081 Y = 2. 


de 
1 
t 
E 
( 
( 


5. 
An 
6. *=1+6l0é, y, 
ts =y ¿2-22 +1, 
7 14 4y".=96, 
j log y” 2=]l0g , y 4. 
8. (2: +1) 23+109, 
Vi+y=x+y. 
5: logy (11 + 2) + 108g1 (y? -+ 9) = 2, 


2 log, (x4- y) — logs (x— y) = 0. 
10 l logo (x* + 1) — logs (y — 2) = 0, 
: seo 244 + 104 —7)= 2. 


loggr=y 2*=1+y 
a Y 52— 
dl Vx+y= 4 A . 
12. ad 


3 
3 lol (x—y)— 108), yy 1—y)= 5. 
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13. ¿El sistema de dos ecuaciones lineales con dos incórnites uiele tener exucta- 
mente dos soluciones? 
14. Hállese para cuáles valores «de % existe una solución del sistema 


x+ hy =3, 
Rx+ 4y=6, 


la que satisface a las desigualdades x> 1, y> 0. 
15. ¿Para cuáles valores de m el sistema 


xmy=l, 
mx —3my = 2m+ 3 
no tiene soluciones? y 
16. ¿Para cuáles valores de a cualquier pas de números x, y, que es la solución 
del sistema de ecuaciones 
xsen 20 + y (1 + cos 2a) == sen 2a, 
x(l + cos 20%) — y sen 2a = 0, 


es a la vez la solución del sistema de ecuaciones - 


xSen + y Cosa = sen a, 
xUOsa —y sena = 0? 


$ 12. PROBLEMAS «DE TEXTO» 


Llamamos problemas “de texto” los problemas que tradicional- 
mente figutan como los de composición de las ecuaciones. El hecho 
es que en últimos tiempos a los estudiantes se proponen con mucha 
frecuencia problemas para cuyas resoluciones, o sea búsquedas de los 
valores incógnitos requeridos, es necesario aprovecharse no sólo de 
las ecuaciones, sino de las desigualdades ' y, de vez en cuando, de. 
otras condiciones que no se escriben en forma de ecuaciones y desi- 
gualdades. Por tanto, lo principal que reúne los problemas de tal tipo 
es que la condición de un problema se enuncia solamente en la forma 
de un texto, sin fórmulas ni designaciones algebraicas de las incógni- 
tas. Además, la costumbre de la mayoría de los estudiantes de consí- 
derar todo problema de texto como una tarea de componer ecuaciones, 
presta a veces un mal servicio: se ven sin preparación sicológica ante 
el hecho de que unas ecuaciones son insuficientes para resolver el prob- 
lema. : 

Los problemas del tipo habitual, en fos cuales todas las condiciones 
se escriben en forma de ecuaciones, no presentan, como regla general, 


21) Nolemós que las desigualdades están presentes casi cn todos los problemas de 
tal índole: si, por ejemplo s es una distancia, entonces s> 0, etc. Sin embargo, no las 
escriben explícitamente, sino que utilizan durante la resolución de las ecuaciones y la 
umisión de las soluciones extrañas. 
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grandes dificultades, aunque ciertos elementos de estos problemas 
causan a veces situaciones embarazosas. En lo que se reliere a los 
problemas más complicados, su dificultad se explica, por lo común, 
por el carácter no habitual, y necesita no sólo resolver ciertos sistemas 
de ecuaciones o desigualdades sino saber de razonar. 

En este caso resulta a menudo que Jos razonamientos sencillos, 
sin componer ecuaciones y desigualdades, aunque sea posible compo- 
nerlas, hacen llegar más fácil y rápidamente a la meta. Además, a 
veces se puede resolver un problema por simples razonamientos y hasta 
más rápido que por los métodos matemáticos corrientes. Sin embargo, 
la resolución por razonamientos simples no siempre es rigurosa y debe 
completarse con cálculos matemáticos rigurosos. 

Empecemos por los problemas de mezclas. La composición de un 
sistema de ecuaciones en estos problemas presenta dificultades para 
muchos estudiantes. : 

l. Se tienen tres mezclas compuestas de tres elementos A, B y C. La 
primera mezcla consta sólo de los elementos A y B en proporción de peso 
de 3:5, la segunda mezcla contiene solamente los elementos B y C en 
proporción de peso de 1 : 2, en la tercera mezcla entran sóto los elementos 
A y C en proporción de peso de 2 : 3. ¿En qué proporción se han de tomar 
estas mezclas para que la mezcla obtenida contenga los ingredientes Á, 
B y C en proporción de peso de 3: 5 : 2? 

Algunos estudiantes comprenden incorrectamente la expresión 
“proporción de peso”, otros se asustan a la palabra mezclas”. 

En realidad, este problema no es dificil. 

Ya que los elementos A y B componen la primera mezcla en pro- 
porción de 3 : 5, entonces cada gramo de la primera mezcla contiene 
3/8 g del elemento A y 5/8 g del elemento B. Análogamente, 1 g de la 
segunda mezcla contiene 1/3 g del elemento B y 2/3 g del elemento C; 
1 g de la tercera mezcla contiene 2/5 g del elemento A y 3/5 g del ele- 
mento C. 

Si tomamos x g de la primera mezcla, y g de la segunda y 2 £ de la 
tercera y las mezclamos, obtendremos (x + y-+ 2) g de la nueva mezcla, 


con Jo que ésta contendrá (5 +3 2 ) g del elemento A, ($ x+ 74 ) g 


del elemento B y (5 y ++ z ) g del elemento C. Tenemos que tomar 


la primera, segunda y tercera mezclas en tales cantidades que la mezcla 
obtenida contenga los elementos A, B y C en proporción de 3:5:2, 
es decir, que 1 g de la mezcla nueva comprenda 3/10 g del' elemento 
A, 5:10 g del elemento B y 2/10 g de! elemento C. Pues, en x+ y+28 


9 (x+y-+2) 


10 g del 


de la mezcla nueva habrá LED g del elemento A, 


elemento B y atra) g del elemento C. Si igualamos diferen- 
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.tes expresiones para la misma cantidad de gramos de los elementos 
A, B y C, obtendremos un sistema de ecuaciones 


3 2 d 
E ge +3 2 =p 4+ yA 2, 
Exty = +42, (0 


5 y +32 =p U+y+2. 


Notemos que aunque se hayan obtenido tres ecuaciones con tres 
variables, el sistema tiene solamente dos ecuaciones independientes. 
Esto es fácil demostrar, por ejemplo, así: sustrayendo de a igualdad 
x+y+z=x+y+2 la suma de las dos primeras ecuaciones, ob- 
tendremos la tercera ecuación. Por lo tanto, del sistema (1) hallare- 
mos no las x, y, 2, sino la proporción x : y : z. Eliminando x, por ejem- 

lo, de las dos primeras ecuaciones del sistema (1), hallamos que y = 22. 
Si colocamos este valor de y en cualquier ecuación del sistema, ob- 
tendremos que x=(20/3)z. Por consiguiente, x:y:2=20:6:3, 
o.sea, hay que tomar la mezcla en proporción de peso de 20 : 6 : 3. 


No menos dificultades presentan los problemas de tanto por ciento, 
Mientras tanto, no hay nada difícil en el concepto de “tanto por cien- 
to”: sin demoras podemos eliminar el por ciento, examinando una 
cantidad correspondiente de partes centésimas de un número. El si- 
guiente problema contiene tanto “mezclas” como “tanto por ciento”. 

2. El por ciento (por el peso) de alcohol en tres soluciones forma una 
progresión geométrica. Si se mezclan la primera, segunda y tercera solu- 
clones en proporción de peso de 2 : 3 : 4, se obiendrá una solución de un 
32% de alcohol. Si estas se mezclan en proporción de peso de 3:2: 1, 
se obtendrá una solución de un 22'% de alcohol. ¿Qué por ciento de alcohol 
contiene cada. solución? | 

En la primera solución hay x %, en la segunda y “% y en la ter- 
cera, 2 % de alcohol. Esto significa que 1 g de la primera solución con- 
tiene x/100 g de alcohol, 1 g de la segunda solución, y/100 g de alcohol 
y 1 g de la tercera solución, 2/100 g de alcohol. Si tomamos 2 g de la 
primera solución, 3 g de la segunda y 4 g de la tercera, obtendremos 


98 de una mezcla que contiene (2-7 + 3-5 + 4-55) g de alco- 
hol. Según la condición del problema, la mezcla obtenida contiene un 
32% de alcohol, es decir, en 9 g de la mezcla hay 9. E g de alcohol. 
De esta condición obtendremos una ecuación 
4x4 3y +42 _ 9-32 
100 n= 


Por analogía obtendremos una ecuaci 
3x+2y+2 me 9 
100 


S 


n más: 


SE 


sl 


192 PARTE l. ARITMÉTICA Y ALGEBRA 


En fin, según la condición del problema, los números x, Y, z forman 
una progresión geométrica por razón de qué y? = Xz. 
Ahora nos queda resolver el sistema de ecuaciones 


2x1 3y+ 42 = 288, 
3x=-2y+ 2= 132, 
y? = Xz. 


Al resolver las dos primeras ecuaciones con relación a y y z y al poner 
las expresiones obtenidas en la tercera ecuación, obtenemos la ecua- 
ción x>— 76x + 768 =0, cuyas raices son: x, =64, x. = 12, 

Pero, el valor x, =64 no satisface las condiciones del problema, 
porque el valor respectivo de y = 48— 2x es negativo. Por eso, queda 
sólo x= 12. En este caso se halla fácilmente: y =24 y 2 =48. De tal 
modo, la primera solución contiene el 12% de alcohol, la segunda, 24 % 
y la tercera, 48%. 

En muchos casos surgen dificultades durante las resoluciones de 
los sistemas obtenidos, sobre todo en los casos en que para hallar la 
incógnita necesaria se requiere cierta perspicacia o método artificial. 
Tal método facilita frecuente y esencialmente los cálculos o señala 
en general el único método posible para la solución del problema. 

3. Un afluente desemboca en un río. A cierta distancia de la deserm- 
bocadura del afluente está situado el punto A. En el río, a la misma dis- 
tancia de la desembocadura del afluente se' encuentra el punto B. El 
tiempo necesario para que una lancha a motor navegue, de ida y vuelta, 
del punto A a la desembocadura del afluente, y el tiempo requerido para 
que ésta cubra la distancia de ida y vuelta del punio B hasta la desembo- 
cadura del afluente, se refieren como 32 : 35. Si la velocidad de la lancha 
a motor fuera en 2 km/h mayor, esta relación sería igual a 15 : 16, y si 
la velocidad de la lancha a. motor fuera en 2 km/h menor, esta relación 
sería igual a 7: 8. Hállese la velocidad de la corriente del río. (Las dis 
tancias se miden a lo largo del afluente y del rio, respectivamente). 

Sea u km/h la velocidad de la corriente del río, v km/h, la velocidad 
de la lancha en el agua muerta y w km/h, la velocidad de la corriente 
del afluente. Luego, la distancia desde el punto A hasta la desemboca- 
dura del afluente es igual a s km. Entonces, para superar la vía de 
ida y vuelta desde el punto A hasta la desembocadura del afluente la 
lancha necesita 1, =su+ w)+ s/(u—w) = 25u/(vt—- w*) (horas). Ya 
que la distancia desde el punto B hasta la desembocadura del afluente 
es también igual a s km, la lancha, en su novegación de ida y vuelta 
desde B hasta la desembocadura del afluente, invierte £, =s(u-+ 1) + 
+ sí(v— 1) = 2svi(ut— u*) (horas). De la condición (1, : ft, =32: 35 
obtenemos la primera ecuación 
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De modo análogo se componen las otras dos ecuaciones 
(uy 2) — y? q 15 
(o P24=u2 16” 
(o— 21 — 18 - 7 
(02705 Y: 
Después de simplificarlo, este sistema de ecuaciones puede es- 
cribirse así: 


30% = 35u?*— 32w*, 
(u+ 2)? = [6u*— 15w, 
(vU—2)? =8u42 — Tur. 
De este sistema debemos hallar u. Este sistema se resuelve con 
facilidad 'si primero se elimina u, es decir, aquella incógnita que 
se búsca. Al eliminar u, obtenemos el sistema 


2 (U—2)— (04 2)*= 1, 
35 (v— 2)? — 244% = 11 w? 


Si de este sistema eliminamos w, obtenémos la ecuación 13 (u—2)?+ 

+ 11 (04 2)?— 240? =0 de donde v= 12. Ahora sé deduce que w=2 

que « =4. De tal modo hemos obtenido la solución: la velocidad de 
a corriente del río es de 4 km/h. 


En el problema que sigue se presenta un sistema de tres ecuaciones 
lineales con tres incógnitas. Parece que es fácil de resolver. Sin em- 
bargo, algunos estudiantes no cumplen esta tarea, enredándose en 
los cálculos de los coeficientes de letras. Conviene subrayar que los 
problemas coi datos de letras (y no los de números) se encuentran con 
bastante frecuencia. | 

4. Dos ríos desembocan en un lago. Un barco sale del puerto M situa- 
do en el primer rio, navega agua abajo hasta el lago atravesándolo y donde 
no hay ninguna corriente, y por el segundo río, agua arriba, contra la 
corriente, hasta el puerto N. Seguidamente el barco regresa. La velocidad 
del barco, sin.tomar en cuenta la corriente es igual a u, la velocidad de la 
corriente del primer río es v,; la del segundo rio es vs; el tiempo de movi- 
miento del buque desde M hasta N es igual a t, y la distancia desde M 
hasta N es igual a S. El tiempo de navegación de regreso desde N hasta 
M, por la misma ruta, es también igual a t. ¿Qué distancia recorre el 
buque por el lago en una dirección? 

Designa mos por s, y s, las distancias desde los puertos M y N hasta 
el lago, y por s, la vía que pasa por el lago. Por la condición del 
problema tenemos: s,4- $+ 5, = $. Es evidente que el tiempo empleado 
por el buque para superar la ruta de M a N, es igual a 


$1 Ss ME APA E 
U—+u Len LA. t; 


7 NM 395 
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análogamente, calculamos el tiempo necesario para supcrar la ruta 
de regreso. De este modo obtenemos el sistema de tres ecuaciones con 
tres incógnitas $S,, Se, S: 


Ss +s+s.=S, 
$1 5 co TEA 
er A (2) 
Si $ Ss _ f. 
a 


de estas incógnitas nos interesa la magnitud s. 

Esta sistema parece bastante complejo, aunque en principio no 
hay nada de eso: en realidad, si recordamos que U, Us, U2, S, Í SON cons- 
tantes dadas, resulta claro que el sistema (2) es un sistema de tres 
ecuaciones lineales con tres incógnitas. Y tal sistema siempre puede 
ser resuelto si eliminamos, sucesivamente, las incógnitas. 

No obstante, ocurre con frecuencia que lo simple en la teoría re- 
sulia muy complejo en la práctica. El método indicado para resolver 
“nuestro problema es muy engorroso y presenta cálculos voluminosos 
porque los coeficientes del sistema (2) son bastante complejos. 

Por esta razón, vamos a resolver el sistema (2) valiéndonos de un 
método un poco artificial, pero breve, La segunda ecuación de este 
sistema puede presentarse en forma 


D? $, — UV2 5, + Y? S4- (U, — Ug) US— Uy VU¿S + U* S¿ + 101 $2 = 
= lu (14 10, — VU, — UL Us). 


A) sustituir la suma del primer miembro v*s¡ + v?*s+4 v?s; por aS, 
hay. que referirse a la primera ecuación, y al agrupar los términos ob- 
tenemos la ecuación 


v2S+ 010, sy —015,+ (0, — 01) s] — UV 5 = 
= lv (u?+ 00, — UL — Us Uy). (3) 


Así mismo puede transformarse también la tercera ecuación de 
nuestro sistema. Pero los cálculos pueden “economizarse” si notamos 
que la tercera ecuación es muy “parecida” a la segunda: si sustituimos 
S, y Y, de aquélla por s: y U, y a la inversa, obtendremos la segunda 
ecuación. Por lo tanto, al sustituir s, y v, por s, y vz de la segunda ecua- 
ción (3) ya transformada, y a la inversa, obtendremos la tércera ecuación 
transtor mada dl 

v1S+ 010,5, — 01 Sy + (0 — 01) s] —U, 0, S = 
= tu(u?+ 00, — VU, — U¿ Ur). (4) 


Sumando ahora las igualdades obtenidas (3) y (4) tendremos 
94? S —%u, v,s = tv(2u* — 20, 01), de donde se deduce que la ruta bus- 
cada, que pasa por el lago, es: 


uS —u?l + vyUal S —ul (5) 


= Y 
s=v EA == Ul 4-8 0. 
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El problema queda completa mente resuelto. Sin embargo, algunos 
estudiantes, al obtener la solución del problema con los datos alge- 
braicos (por ejemplo, la fórmula (3)), consideran necesario aclarar con 
cuáles relaciones entre los datos esta solución tiene “un sentido real” 
(se superponen requerimientos de que las velocidades, las rutas, etc., 
son positivas, se introducen condiciones con las cuales los denominado- 
res son distintos de cero, etc.). Claro está que una investigación correcta 
no empeora la resolución del problema, pero esta investigación no es 
un elemento lógicamente necesario de la resotución, porque en la con- 
dición del problema se sobreentiende que todos tos procesos reales 
descritos tenían lugar y, por consiguiente, los datos algebraicos ya 
satisfacen las relaciones adecuadas. Sin duda, se debe recurrir a tal 
investigación si lo exige la condición del problema. 

En el transcurso de la resolución de los problemas relacionados 
con la composición de las ecuaciones, en el sistema obtenido resultan 
a menudo ecuaciones homogéneas de segundo grado con dos incógni- 
tas . Estas ecuaciones homogéneas aportan mucho a la resolución 
del sistema de ecuaciones. Efectivamente, de la ecuación homogénea 
de segundo grado con dos incógnitas se determina directamente ta 
relación de éstas, lo que simplifica los cálculos subsiguientes. Por aho-a 
examinemos un problema en cuya resolución se aplica este hecho. 

5. Un automóvil sale del punto A hacia el punto B. En ese mismo 
instante del punto B hacia el punto A sale una motocicleta, pero a menor 
nelocidad. Pasado cierto tiempo se encuentran; en este momento, del punto 
B hacia el. punto A sale una segunda motocicleta que se encuentra con el 
automóvil en ún punto que dista del punto de encuentro de ésta con la. 
primera motocicleta 2/9 del camino desde A hasta B. Si la velocidad del 
automóvil fuera de 20 km/h menos, la distancia entre los puntos de en- 
cuentro seria igual a 72 km y el primer encuentro tendria lugar a las 3 
horas después de la partida del automóvil desde el punto A. Hállese la 
distancia entre A y B. (Las velocidades de las motocicletas son iguales.) 

Sea u km/h la velocidad del automóvil y la de la motocicleta, 
v km'h; sea s km la distancia 48; el automóvil y la primera moto- 
cicleta se encuentren después de 1 horas. 

El sistema de ecuaciones se compone fácilmente: 


lu +lvu=s, 

3 (u—-20) +3u=s, 

5s ol 

ES un ” 
| 72 _3u—72 

u—20" uu ” 


y /lámase ecuación homogénea de segunido grado con dos incógnitas a la ecuación 
de. la forma axt+ bxy + cyg?= 0, donde e, b y c son ciertos números. 


ge 
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Si de este sistema eliminamos la incógnita complementaria ¿ 
y lo simplificamos, obtenemos el siguiente sistema: 


s=3 (u + v— 20), 
Y9uu = 2 (u + 0), 
v (u — 20) = 24 (u + v — 20). 


Para hallar s hace falta buscar u y u que figuran en las dos últimas 
ecuaciones. Al notar que la segunda ecuación es la ecuación homogénea 
de segundo grado respecto a dos variables, hailaremos con facilidad 
la relación u-: vu. 

Ya que nos interesan u y v, distintos de cero, obtendremos, al 
dividir la segunda ecuación entre v?, una ecuación cuadrática respecto 
a la nueva variable 2 = ufo: 

22? — 52 4- 2=0. 


Las raíces de esta ecuación son 2,=2 y 2, = 1/2, y por eso u = 2v 
o bien u= 6/2. 

Pero, según la condición del problema, u“>>v. Por lo tanto, sólo 
nos conviene u = 2v. 

Poniendo este valor de u en la tercera ecuación hallamos que 
v=40 6 v=6. Pero, si v=6, entonces u = 12, mientras que la con- 
dición del problema se satisfacen sólo cuando v=40, de lo que 
se deduce que 4==80 y s==300. De tal modo, la distancia AB queda 
hallada: s=300 km. 

Hay unos problemas que presentan dificultades insuperables para 

los estudiantes cuando, una vez escritas las condiciones en forma de 
un sistema de ecuaciones, resulta, que el número de incógnitas es 
mayor que el número de ecuaciones. Así ocurre, por ejemplo, con el 
problema siguiente. 
6. Dos compañeros, al tener una sola bicicleta, partieron en el mismo 
instante del punto A hacia el punto B, el primero de ellos se fue en bi- 
cicleta y el segundo, a pie. A cierta distancia de A el primero dejó la 
bicicleta en el camino y llegó caminando a B. El segundo, al llegar donde 
estaba la bicicleta, siguió en ésta. Ambos amigos tiegaron juntos a B. 
En el camino de regreso del punto B al purito A procedieron de igual 
forma, pero el primer compañero recorrió en bicicleta un kilómetro 
más que la vez primera. Por esto, el segundo amigo llegó al punto A 
21 minutos más tarde que el primero, Determinese la velocidad de marcha 
de cada uno de los amigos si en bicicleta van a una velocidad de 20 km/h 
y caminando, la velocidad del primero en 3 minutos por km es mayor que 
ta del segundo. 

Introduzcamos las siguientes designaciones: 

s km, la distancia entre los puntos A y B; 

v km/h, velocidad de marcha del primer compañero; 

w km/h, velocidad de marcha del segundo compañero; 

a km, distancia recorrida en bicicleta por el primer compañero 


Nx 
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desde A hasta B (de tal modo, éste dejó la bicicleta en un punto que 
dista a km de Á y siguió caminando hasta B). 

Es evidente que para recorrer todo el camino de A a B, el primer 
amigo gastó a/20 4-(s—a)ív horas y el segundo, «aw -+(s— a)/20 
horas. Las condiciones de simultaneidad de partida y simultaneidad 
de llegada al punto B dan la primera ecuación 

( s$— Q a s— a 
e 
Los datos sobre la marcha de los amigos desde B hasta A permiten 
componer, en forma análoga, la segunda ecuación 
a+, s—a—1! _a+l, s—a—! 7 
E ii” ET E 
(21 minutos = 7/20 de una hora)". 

Por cuanto el primer compañero emplea l/v horas y el segundo, 
l/w para 1 km, respectiva mente, entonces de la condición del problema 
obtenemos de inmediato la tercera ecuación 


L 
a 20 * 


Así resultó un sistema de tres ecuaciones con cuatro incógnitas. 
Es imposible determinar todos los valores de las incógnitas s, a, v y w 
de este sistema; en este sentido cl sistema es indeterminado. ¿ Y sig- 
nifica esto que no podemos resolver nuestro problema? No. Pues, 
lo único qué necesitamos, es hallar dos magnitudes incógnitas: las 
velocidades v y w. En este sistema ellas pueden hallarse unívoca- 
mente. Con este fin, restamos la primera ecuación de la segunda y el 
resultado obtenido 


== 
== 


1 l 9 

To mÑ 

lo analizaremos junto con la tercera ecuación. Después de un cálculo 
hallamos que v=5 km/h y w=4 km/h. 

En el problema recién examinado hemos logrado hallar las incóg- 
nitas requeridas en este sistema a pesar de que la cantidad de ecuacio- 
nes era menor que la de las incógnitas; en el problema siguiente 
obtendremos un sistema de ecuaciones donde no se determina ninguna 
de las incógnitas. Al mismo tiempo es posible aclarar cúal de las in- 
cógnitas es mayor, lo que se exige demostrar en el problema. 

1. Un escolar gasto cierta suma de dinero pura comprar una cartera, 
una estilográfica y un libro. Si ta cartera, la estllográfica y el libro 


' Heros reducido los minutos a horas porque todos los valores a examinar han 
de ser medidos en unidades concordadas. Por ejemplo, si el camino está medido en 
kilómetros y e) tiempo en horas, Ja velocidad se mide en km/h. Sólo con tal concor- 
dancia de unidades de medición surán válidas las fórmulas de física quese utilizan 
para la resolución, por ejeimplo, s= yr, etc, 
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costaran 5, 2 y 2,5 veces más baratos respectivamente, la compra costa- 
ría 8 rublos. Y si, en comparación con el precio original, la cartera cos- 
tara 2 veces más barata, la estilográfica 4 veces y. el libro 3 veces más 
baratos, por la misma compra el escolar pagaría 12 rublos. ¿Cuánto vale 
la compra y por qué cosa se pagó más: por la cartera o por la estilográfica? 
Sea x el precio de la cartera; el precio de la estilográfica y y z, el precio, 
del libro. Hay que aclarar cuántos rublos pagó el escolar por la cartera 
la estilográfica y el libro en conjunto, es decir, hallar la suma x+4 y+ 2. 

La primera ecuación se compone partiendo de la suposición de 
que la compra costaría 8 rublos: 


XK Z 

+ + +53=8. 
Análoga mente se compone la segunda ecuación: 

Xx y to 

tir =02. 


Es claro que no podremos determinar todas las incógnitas de este 
sistema obtenido de dos ecuaciones con tres incógnitas, pero podemos 
hallar su suma, que es lo que se exige en el problema. Para esto escri- 
bamos nuestras ecuaciones así: 


y 2x +5y +42 =80, (6) 
L6x + 3y + 42 = 144. 


Si se suman estas «¿os ecuaciones, se hallará la suma de Jas incógni- 
tas: x+ y +2=28. De esta manera se obtiene la respuesta a la pri- 
mera pregunta del problema: toda la compra cuesta 28 rublos. 

Ahora vamos a tratar de esclarecer qué es más costoso: la cartera 
o la estilográfica; en otras palabras, tenemos que esclarecer cuál de 
las desigualdades tiene lugar: x>y o y>x. 

Si de la segunda ecuación del sistema (6) restamos la primera, ob- 
tendremos que 

2x— y =32. (7) 


Es evidente que x>> y/2, porque en caso contrario tendríamos 32 = 
=2x—y=<0. Sin embargo, la desigualdad x>y/2 todavía no fa- 
cilita la resolución del problema. Y no la facilita porque hemos usado 
mal la ecuación (7). Á saber: hemos utilizado solamente que la dije- 
rencia 2x— y es positiva. Ahora trataremos de hacer uso del hecho 
de que ésta es igual a 32, tomando en consideración a la vez que x + 
+y+2=28 y que todas las incógnitas son números positivos por 
su sentido real. 

Escribamos la ecuación (7) así: x+(x— y) =32. Ya que toda la 
compra cuesta 28 rublos, entonces es notorio que x< 28, y de la última 
ecuación se deduce que x—y>>0, o sea, la cartera es más cara que 
la estilográfica. 
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En casi todos los problemas examinados con anterioridad parti- 
ciparon implícitamente las desigualdades; por ejemplo, en el problema 
6 se utilizaron hasta dos desigualdades: u>v y u>>20. La partici- 
pación de las desigualdades en tales problemas no presenta en la prác- 
tica dificultades. Es mucho peor lo que ocurre con la solución de 
aquellos problemas en tos que una parte de las condiciones debe ano- 
tarse ex eltamente en forma de desigualdades. Muchos estudiantes, 
al escribir correctamente el sistema de ecuaciones y desigualdades, 
ni siquiera comienzan su resolución. Esto se explica, par lo visto, 
sólo por el hecho de que los estudiantes no están preparados sicoló- 
gicamente para la resolución de estos sistemas. Así ocurrió, por 
ejemplo, durante la resolución del problema siguiente. 

8. A las9 a. m., del punto A hacia el punio C parte un tren rápido. 
En ese mismo instante, del punto B, situado entre los puntos A y C, sa- 
len dos trenes de pasajeros, el primero de éstos va al punto A y el segundo, 
al punto C, las velocidades de los trenes son iguales. El tren rápido en- 
cuentra al primer tren de pusajeros a no más tardar de las 3 horas después 
de su partida, luego pasa por el punto B a no más tardar de las 14 horas 
del mismo dia, llegando por fin al puniv C— simultáneamente con el 
tren de pasajeros, 12 horas después dél encuentro con el primer tren de 
drid Hattar la hora de llegada del primer tren de pasajeros. al 

unto A. 
dl Sea uv, km/h, la velocidad del tren rápido, v, kmh, la del de pasa- 
jeros, la distancia AB es igual a s km. De la condición de que el tren 
rápido encuentra al primer tren de pasajeros no nuis tardar de las tres 
horas después de su partida, obtenemos que 


Ss 
a o 


De la condición de que el tren rápido pasó el punto B antes de las 


5 horas después de su partida, tenemos 
>5. 


Uv, 


Ya que hasta el primer encuentro pasaron s/(u, + v¿) horas, entonces, 
durante el tiempo de 12 + [s'(v, + vz)] horas el tren rápido alcanzará 
al segundo tren de pasajeros, por cuya razón resulta que 


y 
(124 ) (0,0) =s. 


Nos hace falta hallar x=s'w,. De ahí s= xus; sustituyendo esta 
expresión en lugar de s en las igualdades y desigualdades precedentes 
y designando 1/0, por «, llegamos al sistema 

x<3 la +1), 
x=>5 0, 
x=6(ai— 1). 
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Muchos estudiantes no dominan este problema. | 
En realidad, la resolución no es tan difícil: en este sisteria hay que 

despejar sea x ó « y pasar al sistema de dos desigualdades respecto 
a una incógnita. Por cuanto es más fácil, a primera vista, eliminar 
x, emprendemos precisamente este camino. Sustituyendo x por:6 (at — 
— 1) en dos primeras desigualdades, obtenemos el sistema de desigual- 
dades 

Laia — 3 <O, 

6a?-— 5 -—6 > 0. 


Las soluciones de la primera desigualdad son: —1<a=<X3/2; 
las soluciones de la OUnda: a>3/2 y a <—2/3. De tal modo, la 
solución del sistema será: a. =3/2 y, además, todas las a dentro del 
intervalo — 1 <a <—2/3. Como estamos interesados por' las « 
positivas, a la condición del problema le satisface el valor único 
a =3/2. Ahora hallamos con facilidad que x= 15/2 y obtenemos la 
solución: el primer tren de pasajeros llega al punto A a las 16 horas 
30 minutos, 

Este problema, así como otros de este tipo, admite una solución 
en la que todos los datos se escriben en forma de ecuaciones: Esto se 
hace introduciendo incógnitas complementarias y obteniendo un sis- 
tema de ecuaciones, en las ciales el número de incógnitas es mayor 
que el número de ecuaciones. Sin embargo, la solución de tal sistema 
de ecuaciónes es más difícil que la del sistema de desigualdades. 

Resolvamos este problema recurriendo al segundo procedimiento. 
Conservemos las mismas designaciones. Que el tren rápido encuentre 
al primer tren de pasajeros después de (3— £,) horas le, > 0), recorre 
el punto B después de (5 + ts). horas (t¿ > 0) y alcanza al segundo tren 
de pasajeros después de [(3—-£,) + 12] horas. En este caso, las ecua- 
ciones se componen fácilmente 


(Y +0) (31) =5, 
Ú, ( D+ y) =S, 
(15— £,) (0,—0,) =s, 
XUY =85. 


Si eliminamos s de este sistema y designa mos u,/v, por « obtenemos 
el sistema de ecuaciones 


(a + 1)(3—f)=x, 
a( 5+l)=x, (8) 
(a — 1) (15— 14) =x. 


Este es un sistema de tres ecuaciones con cuatro incógnitas de las 
cuales hay que hallar sólo x. Vamos a proceder así como lo hicimos an- 


£ 12 PROBLEMAS <DP TEXTO» 201 


tes: eliminemos x obteniendo un sistema 


Al notar ahora que el segundo miembro de la segunda ecuación es 
5 veces mayor que el segundo miembro de la primera, miltiplicamos 
la primera por 5 y, al restar de ésta la segunda, obtendremos 


6at, + (Ba +4) t, =0. (10) 


Por cuanto «>0, f,>0, f, >0, esta igualdad sólo es posible cuanto 
f, =0 y t¿=0. Pero, entonces de (9) se halla fácilmente que a = 3/2, 
y de (8), x =15/2 resultando la misma solución. Muchos estudiantes 
no captan la posibilidad de obtener el corolario (10) del sistema (9) 
y por eso no pueden deducir del sistema (9) que 1, =f,=0 y por eso 
no pueden resolver este problema. 

e lo expuesto resulta evidente que el primer método de resolu- 
ción es más fácil que el segundo. 

9. A las 9 a. m,, de la ciudad A partió un ciclista a una velocidad 
constante de 12 km/h. Dos horas después, siguiendo al primero, purtió 
de la misma ciudad un motociclista que iba desplazándose con un movimien- 
lo uniformemente retardado a una velocidad inicial de 22 kw/h, 
de modo que su velocidad disminuia en 2 km/h. Un automovilista que iba 
al encuentro a ellos, a la ciudad A, con una velocidad constante de 50 km/h, 
encontró primeramente al motociclista y luego, al ciclista. ¿Llegará 
el automovilista a las 19 horas de este día a la ciudad A? 

Este problema puede ser resuelto también mediante la composi- 
ción de ecuaciones y desigualdades. No obstante, la composición 
de tal sistema exigiría largos razonamientos. Por esto, es mejor re- 
solverlo no por composición formal del sistema de ecuaciones y desi- 
gualdades, sino por un simple razonamiento. Por ejemplo, así: 

De la condición del problema se infiere que al principio el motoci- 
clista alcanza al ciclista, y luego el ciclista alcanzará al motociclista. 
Supongamos que el ciclista demore, hasta el encuentro (no importa, 
el primero o el segundo), £ horas, mientras que el motociclista demore 
(£— 2) horas para el mismo camino. Ya que hasta el encuentro ambos 
pasarán un camino igual, entonces, igualando sus caminos hasta el 
encuentro, obtendremos que 


124 =22 1—2) 215%. 


Una vez resuelta esta ecuación, obtenemos que hasta el primer en- 
cuentro el ciclista demoró 6 horas, es decir, recorrió 72 km, y hasta 
el segundo pasó 96 km en 8 horas. Según la condición del problema, 
el automovilista encontró al ciclista antes de haber pasado éste 96 km. 
Por eso, el automovilista ha de iv hasta el punto A menos de 96 km. 
Demorará menos de 96/50 horas para recorrer este camino. Ya que 
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el ciclista demorará menos de 8 horas para encontrarse con el auto- 
movilista, entonces el encuentro tendrá lugar antes de las 17 horas. 
Es decir, después del encuentro con el ciclista quedan más de 2 horas 
para que el aulomovilista llegue al punto para las 19 horas. Pero, 
para superar este camino se necesita menos de 96/50 horas, o sea, me- 
nos de 2 horas. Por lo tanto, el automovilista llegará al punto A antes 
de 19 horas. 


Con frecuencia se proponen problemas en los cuales se exige hallar 
una solución óptima relacionada, por ejemplo, con una suma de di- 
nero que se entrega para la compra de una cantidad mayor de piezas, 
o de unas cuantas variantes posibles de transporte de cargas escoger 
aquélla que sea más barata que las demás, etc. 

Las resoluciones de los problemas de esta indole pueden consistir 
en componer sistemas de ecuaciones y desigualdades y en resolverlos. 
Sin embargo, los elementos más necesarios para resolver estos proble- 
mas son los razonamientos que ayudan mucho para elegir la mejor 
variante. 

10. Se requiere edificar cierto número de casas de vivienda iguales 
de un área útil de 40 mil m?. Los gastos para la construcción de una casa 
de N mt de área habituble se componen del costo de la superestructura, 
proporcional a N WN, y del costo de los cimientos, proporcional a VW. 
La edificación de una cosa de 1600 mi cuesta 176,8 mil rublos con 
que, en este caso el costo de la superestructura constituye un 36% del 
costo de los cimientos. Determinar qué cuntidad de casas hay que construir 
para que la suma de gastos sea. minima y hallar esta sutna. 

Supongamos que se decidió construir n casas iguales, cada una de 
las cuales tiene y m* de área habitable. Entonces es válida la igual- 
dad yn = 40 000. Sea z mil rublos el costo de una casa de y mi de área 
habitable; entonces el costo x de toda la obra se calcula por la igualdad 
Xx 2 2N. 

El costo de la casa se integra por el costo v de la superestructura 
de la casa y por el costo w de los cimientos, es decir, 2 =v +w. Según 
la condición del problema, el costo de la superestructura de la casa 
de y m* es proporcional a y V y, o sea, v=ay V y, dónde a es un 
coeficiente. Análogamente w =fV y, donde $ es también un coefi- 
ciente adecuado. 

En particular, al construir la casa de 1600 m*, teniendo en cuenta 
que el costo de la superestructura constituye el 36% del costo de los 
cimientos, obtenemos que 


a.- 1600. Y 1600 =5% - (B- 1600), 


y tomando en consideración que la edificación de la casa de 1600 m* 
cuesta 176,8 mil rubleos, tenemos que 


176,8= a.- 16004 1600 + BV “1600, 
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Teriemos escritos todos los datos del problema; ahora hay que de- 
terminar x, como función de 11, de las ecuaciones obtenidas y luego 
hallar para cuál valor de n será minima la x. 

Partiendo de las dos últimas igualdades se hallan fácilmente 
a y B:a=117/160 000, f = 13/4. Poniendo v y w en la expresión 
para z, obtenemos que 2=(117/160 000) y V y +(13/4) V y. Ahora, 
al permutar este valor de z y el valor de y =40 000/r1 de la primera 
igualdad a la segunda, obtenemos que 


:=650 (2+Vm). 


De tal manera hemos llegado a la conclusión de que x es el costo de 
la construcción y la función r recién escrita es la cantidad de casas. 
-Ahora tenemos que determinar el valor mínimo de x. Si aplicamos al 
segundo miembro de esta igualdad la desigualdad entre la media 
aritmética y la media geométrica, obtenemos que 


x> 2-650Y 9 =3900, 


donde el signo de igualdad se logra sólo cuando 8 n=V'"h, es 
decir, para n=9, En otras palabras, el costo de la obra completa 
será siempre no menor que 3,9 millones de rublos y exactamente igual 
á este número si n =9. 

Por eso, al construir las casas, la suma mínima de gastos sérá 
cuando se construyan 9 casas; la construcción de estas 9 casas costará 
3,9 millones de rublos. 

11. Se decidió comprar por 100 rublos una cantidad de juguetes 
para el. árbol de Navidad. Estos adornos se venden por surtidos. El sur- 
tido de 20 juguetes "cuesta 4 rublos, el de 35 juguetes, G rublos; y el sur- 
tido compuesto por 50 juguetes, 9 rublos. 

¿Cuántos y cuáles surtidos hay que comprar para que resulle la canti- 
dad máxima de jugueles? 

Sean x, y, z el número de surtidos de la primera, segunda y tercera 
especie, respectivamente, para que la compra de éstos asegure la 
máxima cantidad de juguetes (tal resolución del problema se considera, 
por lo común, como óptima). Entonces, 


4x + 6y +92 = 100. 


Esta es la única ecuación que puede ser compuesta según la condi- 
ción del problema. Sin embargo, es conocido, además de esto, que 
x, y y z son números enteros no negativos y que la cantidad de juguetes 
de esta compra es mayor que la de cualquier otra. Resulta que estas 
condiciones son totalmente suficientes para la determinación unívoca 
de todas las incógnitas. 

La primera idea que puede ocurrirse, o sea, resolver la ecuación 
dada “atacando de frente” por selección de todos los valores posibles 
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de incógnitas, no tiene, evidentemente, perspectivas por razón de 
una enorme cantidad de casos. 

Sin embargo, esta selección puede reducirse considerablemente 
con ayuda de razonamientos “económicos”. En efecto, por 12 rublos 
pueden comprarse 3 surtidos de la primera especie ó 2 surtidos de la 
segunda especie; en el primer caso adquirimos 60 juguetes, y en el 
segundo, 70. Por lo tanto, es evidente que el número de surtidos de 
la primera especie, en cuanto a la solución óptima, no debe superar 
a 2. Comparando análogamente los surtidos de la segunda y tercera 
especies, obtenemos que en la resolución óptima no debe ser más que 
un solo surtido de la tercera especie. De tal modo, hemos obtenido las 
desigualdades x<2, 2 1. 

Ahora la selección no presenta dificultades. Con x = 0 obtenemos, 
para determinar y y 2, una ecuación 6y +92 = 100 que no tiene solu- 
ciones, porque su primer miembro se divide entre 3 y el segundo no se 
divide. Luego, para x=1, obtenemos una ecuación 2y + 3z =32 
la que (teniendo en cuenta la desigualdad 2< 1) tiene la solución 
única y =16, 2=0. En fin, para x= 2, así como para x= 0, la ecua- 
ción tampoco tiene soluciones. | 

De esa forma, para adquirir la máxima cantidad de juguetes hay 
que comprar ] surtido de 20 juguetes y 16 surtidos de 35 juguetes. 

En esta resolución se podrían evitar las selecciones si se emplearan 
detalladamente los razonamientos de divisibilidad. En efecto, de la 
ecuación dada se deriva que, al dividir el número x entre 3, propor- 
ciona un resto de 1, y el número 2 es par. Por lo tanto, de las desigu- 
aldades x<2 y 2<1 se deduce que x= 1, z=0 y de esta ecuación 
obtenemos que y=16. 

En conclusión, notemos que las consideraciones expuestas an- 
teriormente, significaban que la condición de resolución óptima puede 
ser escrita en forma de un sistema de ecuaciones y desigualdades: 


4x + 6y + 92 == 100, (11) 
0<1<2, 0<y, 0<2z<1I, 


con la condición complementaria de que x, y y 2 son números enteros. 
La condición de que x, y, y 2 son números enteros significa tambien 
que z=2n y x=1+3% donde an y son también números enteros. 
Permutando estos valores de z y x a las desigualdades correspon- 
dientes obtenemos que 2 =* =0, es decir, x =1l y z = 0. Por esto ha- 
llamos fácilmente y =16 de la ecuación (11). 

12. De una economía forestal a: una ciudad es necesario tlevar 1590 
árboles. Para el transporte de los árboles hay camiones de una tonelada 
y media, de tres toneladas y de cinco. En cada uno de éstos puede transpor- 
tarse por una vez, 26, 45 y 75 drboles, respectivamente. El costo de re- 
corrido del camión de una tonelada y media es igual a 9 rublos, el de 
tres toneladas, 15 rublos y para el camión de cinco toneladas, 24 rublos. 
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¿Cómo la economia forestal debe distribuir el transporte para que 
su costo total sea minimo? No se admite un cargamento incompleto. 

Sean x, y, z los números correspondientes a los camiones de una 
tonelada y media, de tres y de cinco toneladas respectivamente con 
la distribucióri óptima. Como no se admite el cargamento incompleto, 
entonces la cantidad de árboles transportados con tal repartimien- 
to es igual a 26x + 45y +75 z, de donde se obtiene la ecuación 
26x + 45y + 752 = 1590. 

Hemos llegado precisamente a una situación similar a la del pro- 
blema anterior. No obstante, el intento de reducir la cantidad de selec- 
ciones, que salió bien en el caso precedente, aquí no ofrece simplifi- 
caciones perceptibles. En efecto, de esta ecuación puede deducirse 
que x se divide por 15 y, prácticamente, nada más. Esevidente también 
que el recorrido de 45 camiones de una tonelada y media costará 
405 rublos y el recorrido de 26 camiones. de tres toneladas que transpor- 
ten la misma cantidad de árboles costará sólo 390 rublos, porque el 
número de camiones de una tonelada y media utilizados en la variante 
óptima no es mayor que 44. Por consiguiente, en cuanto a x obtenemos 
tres posibilidades: x=0, x=15, x=30. Cada uno de estos valores 
impone resolver la ecuación para y y z que tendrán también muchas 
soluciones. 

De esa forma, el método indicado para la resolución parece muy 
largo aunque totalmente aplicable cuando lo exija un caso necesario 
y no haya otras ideas. 

Señalemos aquí una idea atractiva que, sin embargo, no se lleva 
a la práctica. Valiéndose de los datos del problema es fácil calcular 
que por 45 rublos, en 5 camiones de una tonelada y media pueden 
transportarse 130 árboles y en 3 camiones de tres toneladas, 135 ár- 
boles. Por eso, al parecer, el número de camiones de una tonelada y 
media no debería ser mayor que 4: en otro caso, estos árboles pueden 
transportarse más barato. De ahí y de las consideraciones expuestas 
arriba se desprende que x=0 y las selecciones consecutivas vienen 
disminuyendo considerablemente. 

En realidad, de este razona miento “económico” sólo se deduce que 
con tal redistribución , por una suma determinada de dinero, podemos 
transportar un mayor número de árboles, mientras que se requiere 
asegurar un mínimo de costo, teniendo la cantidad dada de árboles. 
Con todo esto pueden evitarse selecciones en este problema si se apli- 
can ... razonamientos corrientes, “cotidianos”. 

En efecto, elaborando un Nr más económico Cada hombre que 
razone, primero apreciaria cuál de los tipos de camiones disponibles 
es más ventajoso. Está claro que la ventaja de cada uno de éstos se 
determina por el costo de transportación de un árbol, que constituye 
para los camiones de una tonelada y media, de tres toneladas y de 
cinco toneladas 9/26, 1/3 y 8/25 rublos, respectivamente. Por cuanto 
9/26 1/3:>8/25, resulta que más ventajoso es emplear los camiones 


PARTE 1 ARITMÉTICA Y ALGÉBRA 


de cinco toneladas, luego, según sea necesario, los de tres toneladas 
y por último, los de una tonelada y media. 

Es fácil ver que el mayor número de árboles que pueden transpor- 
tarse en los camiones de cinco toneladas, constituye 1575, No obstante, 
teniendo en cuenta que no se admite una carga incompleta de los ca- 
miones, obtenemos que los camiones de cinco toneladas pueden trans- 
portar sólo 1500 árboles, y los demás 90 árboles pueden transportarse 
en camiones de tres toneladas, de lo cual es natural suponer cómo re- 
sulta la distribución óptima: 20 camiones de cinco toneladas y 2 de 
tres toneladas. | 

No es difícil demostrar que este plan es realmente óptimo: si dis- 
minuimos la cantidad «de camiones de cinco toneladas, entonces será 
necesario transportar los árboles no trasladados por éstos, utilizando 
los camiones de una tonelada y media o los de tres toneladas; pero, 
ya que el transporte de cada árbol en camiones de una tonelada y media 
o de tres toneladas es más caro en comparación con los camiones de 
cinco toneladas, el costo total del transporte va creciendo. 

Pues así, la distribución óptima — 20 camiones de cinco toneladas 
y 2 de tres toneladas — queda hallada. ¡ Y todas las incógnitas y la 
ecuación única compuesta no fueron utilizadas! De tal manera, al 
principio hemos emprendido un camino habitual, pero en el curso 
de la resolución hemos encontrado un método de resolución para el 
cual todas las consideraciones iniciales fueron inútiles. Está claro 
que durante la resolución es suficiente aplicar este últinio método. 


EJERCICIOS: 


1. Tres ciclistas, al arrancar Simultáneamente de un punto y en la misma direc- 
ción, yan por un velódromo circular de 1 km de longitud. Un tiempo después el segun- 
do alcanza al primero al recorrer un círculo más que éste. Pasados 4 minutos, al mismo 
punto llega el tercero, a) recorrer una distancia igual a la superada por el primero 
para el momento de encuentro con el segundo. Las velocidades de los ciclistas forman 
en cierta sucesión una progresión aritmética con una diferencia de 5 km/h. Hallar es- 
tas velocidades. 

2. Tres hermanos cuyas edades forman una progresión geométrica, reparten entre 
sí clerta suma de dinero directamente proporcional a sus edades. Si lo hicieran dentro 
de tres años, cuando el menor sea dos veces más joven que el mayor, entoncesel menor 
obtendría en 105 y el mediano en 15 rublos más que ahora. ¿Cuántos años tiene cada 
uno de los hermunos? 

3. Dos grupos de turistas partieron a la vez rey dro A hacia el punto B. El 
primer AruOo salió en un autobús a una velocidad de 20 km/h y llegó en éste hasta el 
punto C que se encuentra en el centro entre los puntos A y B, y siguió a pie. El se- 
O gTupo al principio iba caminando pero después de una hora subió a un vehículo 

e paso que iba a una velocidad de 30 km/h, y llegó en éste al punto B. El primer 
grupo atravesó el punto C 35 minutos antes que el segundo grupo, y e al punto B 
en Í hora 25 minutos más tarde que el segundo. ¿Qué distancia hay desde el punto A 
hasta el punto B, si la velocidad (caminando) del primer grupo es en 1 km/h 
mayor que la velocidad del segundo erupo? 

4. Dos recipientes iguales están llenos de alcohol. Del primer recipiente se 
extrayeron a | de alcohol y se llenó la misma cantidad de litros de agua. Se- 
guidamente, de la mezcla obtenida de alcahol y agua se extrayeron al y se repuso 
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la misma cantidad de titros de agua. Del segundo recipiente se vertieron 2al de 
alcohol! y se llenó con la misma cantidad de litros de agua. Luego, de la mezcla 
obtenida de alcohol y agua se extrajeran 2al y se repuso la misma cantidad de 
litros de agua. Determinar qué parte del volumen del recipiente constituyen a É si 
la fuerza de la mezcla definitiva en el primer recipiente es 25/16 veces mayor 
que la fuerza de la mezcla definitiva cn el segundo recipiente. (Llámase fuerza de la 
mezcla la relación del volumen del alcohol puro en la mezcla a todo el volumen de 
la: mezcla. Se supone que el volumen de la mezcla es igual a la suma de volúmenes de 
sus partes componentes). 

5. Dos cuerpos están cn movimiento uniforme por una circunferencia en el mismo 
sentido. Uno de ellos alcanza al otro cada 46 s. Si estos cuerpus se mueven a las 
mismas' velocidades en direcciones contrarias, 5e encuentran entonces cada 8 s. 
Delerminense ias velucidades de movimiento de los cuerpos por la circunferencia 
sablendo que su radio es igual a 184 cm. 

86. Las ciudades A y B están situadas a otillas de un río; la ciudad B se halla 
aguas abajo. Á las 9 a.m., de la ciudad A hacia la ciudad 8 zarpó una balsa con la 
velocidad de la corriente del río com respecto a las orillas. Al mismo tiempo, de la 
ciudad B hacia la ciudad A partc un bote que se encuentra con la balsa después de 
. 5 horas. A! lMegar a la ciudad A, el bote retornó de instante y arribó a la ciudad .B 
simultáneamente con la balsa. ¿Si el bote y la balsa tenian tiempo de legar a la ciudad 
BL a las 9 p.m. (de) mismo dia)? 

T. Cada uno de tres obicros necesila un tiempo para realizar cierto trabajo; 
el tercer obrero lo realiza en una hora más rápido que el primero. Obrando juntos, rea- 
lizarán el trabajo en una hora. Y siel primer obrero trabaja durante una-hora y 
después va a trabajar las 4 horas el segundo obrero, los dos realizarán todo el trabajo. 
¿En. cuántas horas puede cumptir todo el trabajo cada unn de los obreros? 

8. Hay dos soluciones. de ima misma sal en:acua. Para obtener una mezcla que 
contenga 10 g de sal y 90 g de agua, se toman dos po de la primera solución y úna 
de la segunda. Despues de una semana, de cada kilogramo de la primera v la segunda 
soluciones sé evaporó 200 g de agua y para que resulte la misma mezcla se necesitan 
cuatro partes de la primera solución y una de la segunda. 

¿Cuántos gramos de sal contenian en inicio 100g de cada solución? 

9. Un tren de carga que salió de A hacia B llegó a la estación C simultáneamente 
con un tren de pasajeros que iha desde B hacia A a una velocidad m veces mayor que 
la del tren de curga. Ármbos trenes, después de permanecer / horas en la estación C, 
siguieron su camina aumentando cada uno de ellós su velocidad en un 25% en compara- 
ción con su velocidad inicial (o sea, con la velocidad que tenian antes de la llegada a 
C). En estas condiclones el tren de carga legó a B en f, horas más tarde y el de pasa- 
jeros llegó a Á en f¿ horas más tarde, en caso de que ellos se movieran sin parar 
y a velocidades iniciales. ¿Con cuántas horas de anterioridad saliá el tren de carga de 
A respecto del de pasajeros que partió de B? 

10. A, B y C són tres puntos unidos por caminos rectil ineos. Con el segmento del 
camino AR linda un campo cuadrado que tiene un lado igual a 1/2 AB; ej segmento 
del camino BC es contiguo a un lote cuadrado de un lado igual a BC; al segmento 
de camino CA es adyacente un bosque de forma rectangular cuya longitud es igual a 
AC y anchura de 4 km. El área del hosque es en 20 km* mayor que la suma de las 
úreas de los cámpos cuadrados. JHallar el área del bosque. 

11. Un grupo de estudiantes compuesto de 30 personas en un examen recibió 
calificaciones de 2, 3, 4 y 5. La suma de las calificaciones obtenidas es igual a 93; 
las notas de tres fueron más que las de cinco y menos que las de cuatro. Por to demás, 
el número. de las de cuatro se dividia por í0 y el número de las de cinco fue par. 
Delermiínar cuántas y cuáles calificaciones recibió el grupo. 

12. Una motocicleta y 'un coche “Volga” salen simultáneamente del punto A 
hacia el punto B y en ese mismo instante del punto B hacia el punto A parte un coche 
“Moskvich” que 5 horas 50 minutos después Mega al punto A. Los automóviles se encon- 
traron 2 húras 30 minutos después de la salida, y la motocicleta y el *Moskvich”, 
a la distancia de 140 km del punto A. Si la velocidad de la motocicleta fuera dos 
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veces mayor, se encontraría con el “Moskvich” a 200 km del punto A. Hallar las velo- 
cidades de ta motocicleta, el “Moskvich* y el “Volga”. 

13. El agua pura y un ácido de concentración constante empiezan a llegar simul- 
táneamente por dos tubos a un recipiente. Una vez que el recipiente estuvo lleno, re- 
sultó una solución de ácido al 5% . Y si se dejara de hacer llegar el agua en el momento 
cuando el recipiente está por la mitad, resultaría una solución al 10%. Determinar 
cuál de los tubos proporciona el líquido más rápidamente y en cuántas veces. 

14. Un coche salió del punto A hacia el punto B. Simultáneamente, al encuentro 
de éste, del punto A partió un ciclista. Tres minutos después del encuentro, el coche 
regresa al instante, sigue al ciclista y, al alcanzarto, de nuevo vuelve al instante 
para llegar al punto $. Si el coche regresara al instanté un minuto después del encuen- 
tro y el ciclista aumentara 15/7 veces la velocidad después del encuentro, 'aquél. demo- 
raría el mismo tiempo para recorrer todo el camino. Hallar la relación entre las velo- 
cidades del ciclista y del coche. ae 

15. Desde el punto A hacia el punto B que distan uno de otro a 100 km, al mismo 
instante salieron un ciclista y un transeúnte. Simultáneamente, del punto B partió 
un automovilista a] encuentro de éstos. Una hora después de la carrera el áritomovi- 


lista encontró al ciclista y luego, al pasar más unos 14 17 km, encontró al transeúnte 


v losubió a! coche; después de esto echaron a correr detrás del ciclista y lo alcanzaro». 
Calcular las velocidades con las cuales se movian el ciclista y el automovilista 3i es 
sabido que la velocidad del transeúnte era igual a b km/h. El tiempo necesario para 
la subida del transeúnte y el viraje del automóvil se considera igual a cero. 

16. Un laboratorio necesita encárgar una cantidad de matraces esféricos iguales 
de una-capacidad total de 1001. El valór de un malraz:lo componen cl costo del trabajo 
dej obrero, proporcional .al cuadrado de la superficie del matraz, y el costo del ma- 
terjal, proporcional a su:superficie. En estas condiciones, el matraz de 1] cuesta 1] ru- 
blo 25 kopeks y el valor de! trabajo constituye un 20% del costo del matraz (el espesor 
de las paredes del matraz se considera desprectativamente pequeño). ¿Son suficientes 
100 rublos para realizar el trabajo? 

17. El autobús N? 1, en el que un estudiante puede llegar de su casa al instituto, 
sin tránsbordos, demora .2 horas + minuto. En cuatesquiera de los autobuses N*2, 
N23, ... , N”K se puede llegar también al instituto; sin embargo, el estudiante pue- 
de:hacer transbordo. a] autobús N”P solamente del autobús. N“(P —1). Las-rutas de 
estos autobuses son tales.que el estudiante, al llegar al instituto en uno de ellos, demo: 
rará un tiempo (sin contar Jos transbordos). invérsamente proporcional al número de 
autobuses utilizados. Además de esto, en cada transbordo invertirá 4 minutos. ¿Es 
cierto que hay un camino que necesita en total menos de 40,1 minutos? 

18. Entre el poblado A y la ciudad D se encueñtran la gasolinera B y la torre de 
agua C que dividen la distancia AD-en tres partes iguales (AB = BC= CD), De A 
hacia D salieron un coche “Volga” y un «ciclista, y de D hacia A, simultáneamente 
con éstos, salió un camión que se cruzó con el “Volga” cerca de la torre de agua, y con 
el ciclista, cerca de la gasolinera. El ciclista aumentó su velocidad en S km/h cerca de 
la gasolinera. El “Volga”, al llegar al punto D, regresó al instante con una velocidad 
de 8 km/h menos de la que tenfa antes. Como resultado, en el momento cuando el 
camión llegó al punto A, al ciclista le diri por recorrer 7,5 km para llegar a C, 
y el “Volga”, se encontraba entre B y Á a 14 kim de B. Hallar la distancia entre el 
poblado e ciudad y las velocidades de Jos vehículos y el ciclista. 

19. Un lote rectangular con un área de 900 m? hay que vallar de cerca cuyos la- 
dos adyacentes deben ser de piedra y los otros dos, de madera. Un metro de la cerca 
de madera cuesta JO rublos y el de piedra, 25 rublos. Para la construcción 3e han 
asignado 2000 rublos. ¿Alcanzará esta suma? 

20. El recipiente de una torre de agua se llena por varias bombas. Al principio 
se pusieron en acción tres bombas de igual rendimiento y después de 2,5 inoras de tra- 
valo empezaron a funcionar dos bombas más de rendimiento distinto de las tres pri- 
meras pero igual entre sí. Como resultado, una hora después de la conexión de las 
bombas al recipiente le faltaban 15 m? para llenarse; después de una hora más el fe- 
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cipiente estaba Jleno. Una de las bomhas puestas en acción más tarde podría llenar el 
recipiente en 40 horas. Hallar la capacidad del recipiente. 

21. En las competiciones de esquís a la distancia de 10 000 metros arrancó el 
primer esquiador y un tlempo después salió el segundo con una velocidad en 1 m/seg 
mayor que ta del primero. En el instante cuando el segundo alcanzó al primero éste 
aumentó su velocidad en 2 m/seg, mientras que la velocidad del segundo esquiador no 
varió, Gomo resultádo de esto el segundo esquiador cruzó la meta 7 minutos 8 segun» 
dos después del primero. Si la distancia fuera 500 metros más larga, cl segundo esquía- 
dor llegaría a la meta 7 minutos 33 segundos más tarde que el primero. Hallar qué 
“lempo pasó entre la salida del primero y segundo esquiadores, 

2. Tres patinadores, cuyas velocidades en sucesión forman una progresión geo- 
métrica, parten simultáneamente de carrera por un círculo. Después de un tiempo el 
segundo patinador adelanta al primero, recorriendo 409 metros más que éste. El 
tercer patinador recorre una distancia igual a la recorrida por el primero hasta el mo- 
mento cúando fue adelantado por el segundo, en-espacio de tiempo de 2/3 de un minuto 
mayor que el primero. Hallar la velocidad del primer patinador. 

23. Un sovjós dispone de cuatro marcas de tractores: A, B, € y D. Cuatro trac- 
tores (2 tractores de la marca B, un tractor de la marca € 7 un de la D) realizan da ara- 
da de un campo en dos días. Dos tractores de la marca A y un tractor de la marca C 
invierten tres días para el mismo trabajo, y los tres tractores de las marcas respecti- 
vas A. B y C, demoran cuatro días. ¿En qué tiempo realizarán el trabajo cuatro trac- 
tores de distintas marcas? 

24. En tres campos se segaba la hierba durante tres días. En el primer día toda 
la hierba del primer campo se segó en 16 horas. En el segundo campo toda la hierba 
se segó, en el segundo día, en 11 horas. En el tercer día toda Ja hierba del tercer campo 
se segó en 5 horas: 4 horas la segaban a mano y una hora trabajaba una sola segadora. 
Durante el ns y el tercer días la hlerba se segó 4 veces más que en el primero. 

¿Cuántas horas trabajó. la segadora si por una hora ésta segaba 5 veces más hierba 
que la que daba la siega a mano? Se sobreentiende que la segadora no trabajaba, mien- 
tras se realizaba la siega a mano y no había pausas en el trabajo. 

25. Una fábrica tiene qué mandar a su cliente 1100 piezas. Para el envío las pie» 
zas se embalan en cajones. Los cajones de que se disponen son de tres tipos. En el 
cajón del primer tipo caben 70 piezas, en el de segundo tipo, 40 piezas, y en el de 
tercer tipo, 2 piezas. El costo de envío de un cajón de primer tipo es de 20 rublos, 
el costo de envío de un cajón de segundo tipo es de 10 rublos, el envio de un cajón de 
tercer tipo es de 7 rublos. ¿Cuáles cajones debe utilizar la fábrica para que el costo de 
envío sea el mínimo? Los cajones deben estar completos. 

28. Un éscolar encola de nuevo todos sus seltos en otro álbum. Si pega 20 sellos 
en cada hoja, entonces no le alcanzará el álbum; si pega 23 sellos, le sobrará, por lo 
menos, úna hoja vacía. Y si al escolar se le regala igual álbum con 21 sellos, en cada 
hoja el escolar tendrá 500 sellos. ¿Cuántas hojas tiene el álbumo 

27. Dos tubos funcionando simultáneamenle durante una hora Jlenan de agua 3/4 
de un depósito. Si al principio el primer tubo llena un 1/4 del depósito y luego el se- 
gundo, estando desconectado el primero, complete el volumen de agua hasta los 
3/4 del depósito, se necesitarán para esto 2,5 :horas. Si se pone en funcionamiento el 
primer tibo durante una hora, y el segundo, media hora, el depósito se llenará más 
allá de la mitad. ¿En qué ticmpo cada uno de los tubos llenará el depósito? 

28. Los puntos A y B se encuentran en un río de modo que la balsa que va desde 
A hacia B'a la velocidad de la corriente del rio, recorre el trayecto AB en 24 horas. 
La lancha a motor recorre todo el trayecto AB, en ida y regreso, en no menos de 
10 horas. Si la velocidad propia de la lancha (es decir, la velocidad en agua muerta) 
aumentara en un 40%, entonces el trayecto (o sea, el espacio A£B) sería recorrido por 
ésta en no más de 7 horas. Hallar el tiempo durante el cual la lancha a motor pasa el 
trayecto AB en caso de que su velocidad propia no aumente. 

29. Desde el punto A hacia el punto B, a las 8 a. im. sale un tren rápido. En ese 
mismo instante, desde e) punto B hacia el punto A salen dos trenes, uno de pasajeras 
y otro expreso; la velocidad del tren de pasajeros es dos veces menor que la del expreso. 
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El tren rápido encuentra al tren expreso no antes de las 10. 30 a. nm, y llegá al punto 
B a las 13.50 p. m. del mismo «día. Hallar ta hora de llegada del tren de pasajeros 
al punto A si se sabe que pasa no menos «de una hora entre los encuentros del tren 
rápido con el expreso y del tren rápido con el de pasajeros. 

30. A Jas 9 a. m., desde el punto A parte un ciclista que se dirige al punto B. 
Dos horas despuús de la salida del ciclista, desde A hacia 8 parte un. automovilista 
que alcanza al ciclista a no más tardar las 12 del dia. Siguiendo la marcha, el automo- 
vilista Mega al punto B y vuclve al instante desde B hacia A. En este camino el auto- 
movilista encuentra al ciclista y llega al punto A a las 5 p. m. de ese mismo día. 
Hallar el tiempo de llegada del ciclista al punto B si se sabe que entre los dos encuen- 
tros del automovilista y del ciclista transcurrieron no más de 3 horas. 


$ 13. GRÁFICAS DE LAS FUNCIONES 


Es muy importante para el estudio del curso de las Matemáticas 
superiores saber representar geométricamente las dependencias fun- 
cionales dadas en fórmulas. Por lo tanto, a veces se proponen proble- 
mas de la construccion de las gráficas de las funciones. 

La experiencia enseña que muchos estudiantes experimentan tales 
o cuales dificultades al construir las gráficas. Por eso, en la práctica 
hay que ejercitarse en la construcción de gráficas, recordar la imagen 
de las curvas fundamentales. 

Como se sabe, se denomina dependencia funcional la ley o la regla, 
según la cual a cada valor de x (variable independiente o argumento) 
de algún conjunto de números, llamado campo de definición de una fun- 
ción, se le pone en correspondencia con el valor de la magnitud y com- 
pletamente determinado (variable dependiente o función); se llama cam: 
po de variación de una función al conjunto de valores que toma la variuble 
dependiente y. 

Es importante subrayar que los argumentos de las dependencias 
funcionales, que se examinan en la escuela secundaria, se suponzn 
siempre como las que toman valores reales, y en calidad de valores de la 
variable dependiente se admiten solamente los números reales. | 

Si la dependencia funcional (función) se propone como la fórmula 
y =F(x), entonces la búsqueda de su campo de definición se reduce a 
la búsqueda de todos los valores reales del argumento, para los cua- 
les la expresión f(x) que determina la función tiene el sentido, es 
decir, toma los valores reales. Examinemos unos ejemplos. 

1. Hallar el campo de definición de la función y =10g8, cos x. El 
campo de definición de esta función abarca sólo aquellos valores de 
x para los cuales se cumplen simultánea mente las siguientes condicio- 
nes: a) x0>0, x=*1 (porque la base de los logaritmos tiene que ser 
positiva y no igual a 1); hb) cos x>0 (ya que los números negativos 
y el cero no tienen logaritmos). 

Al resolver este sistema de desigualdades, obtenemos que el re- 
cinto de definición de la función considerada lo presenta el conjunto 
de números siguiente: 


0<a<l, 1<r<z, — + Ma<I< +2, 
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donde £=1, 2, 3, ... (represéntelo en el eje numérico). 
2. Hallar el campo de definición de la función 
y= A sotgxr_ (1) 


V sen x-—c0os x 


Esta función es indefinida para aquellos valores de x para los cua- 
les sen x -—— cos x= 0 (el denominador de la fracción debe ser distinto 
de cero), y además, para aquellas x, para las cuales sen x—cosx<0 
(porque para estos valores de x, el denominador toma valores imagina- 
rios). Por consiguiente, el recinto de definición de la función (1) consta 
solamente de aquellos valores de x para los cuales se cumple Ja de- 
sigualdad sen x— cos x>>0; resolviendo esta desigualdad (véase el 
problema 6 del $ 10, Parte I), hallamos que 


4 2kn<x< E40kn, hi0, +1, +2... (2) 


Sin embargo, hay que notar que cotg x es indefinido para x=nx, 
donde n es un número entero cualquiera. Por ceso, todos los valores 
de x=nnx, n=0, +1, ..., tampoco pertenecen al recinto de defi- 
nición de la iunción considerada y deben ser excluidos dei sistema de. 
intervalos obtenido (2). De tal modo, en calidad de recinto de definl- 
ción de la función (1) obtenemos definitivamente el siguiente conjunto 
de números reales: 


4 2kn<x< a+ 2kn, n+2kn<x< +2, £=0, 1, +2... 
3. Hallar el recinto de definición de ta función 


l 3 
> Ñ (3) 


y = Y cos (cos x) + arc sen 


Examinemos por separado cada uno de los sumandos. Al recinto 
de definición de esta función pueden pertenecer sólo aquellos valores 
del argumento para dos cuales el primer sumando toma los valores 
reales, es decir, aquellos valores de x para los cuales la expresión 
subradical cos (cos x) no es negativa: cos (cos x) >0. Es fácil conven- 
cerse (véase el problema 8 del $ 8, Parte 1) de que esta desigualdad 
es válida para todos los valores reales de x. 

Vamos. a referirnos al segundo súmando. Según la definición, 
la expresión arcsen a tiene sentido sólo para Ja] < 1 (véase $ 5, Parte 11); 
es decir, al recinto de definición de la función (3) pertenecen sola mente 
aquellos valores de x para los cuales (1 + x*)/2x]<1. Sin embargo, 
se demuestra directamente (véase la fórmula (3) del $ 8, Parte 1) que 
para todos los válores reales no nulos de x es válida la desigualdad 
| (UH x3)/2x | > F,con la cual el signo de igualdad se obtiene sólo para 
x=] =— ], 

Por consiguiente, el recinto de definición de la función (3) consta 
de dos puntos: x=— 1 y x=1. 
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De los ejemplos citados se desprende que el modo de hallar el 
campo de definición de las funciónes obliga a “trabajar” a la vez di- 
ferentes partes de Algebra y Trigonometría. El dominio de todas estas 
partes hacen posible resolver fácilmente los problemas similares. 

Es necesario conocer bien las definiciones y saber aclarar tales pra- 
piedades generales de las funciones como son la acotación, monotonía 
(sectores de crecimiento y de decrecimiento de las funciones), paridad 
e imparidad, periodicidad ", saber hallar el campo de variación de 
la función, sus ceros, valores extremos, etc. 

Vamos a subrayar que no siempre se requiere analizar las propieda- 
des de las funciones aplicando el concepto de la derivada. 

El estudiante debe tener una idea clara del sistema de coordenadas 
en un plano y saber dibujar las gráficas de las funciones elementales: 
y=kx+b (la recta); y =ax* +bx+c (la parábola); y=kix (la hi- 
pérbola), y=|x—al, y=x, y= Vx y=lx; y=0* (a>0, 
a 1),y =log,x(a>0, ass 1); y=sen x (la sinusoide); y =COs x, 
y=tg x; y =cotg x. Las gráficas de estas funciones deben represen- 
tarse aproximadamente en cada caso concreto dándole uha vista 
general y las particularidades características del comporta miento 
de la curva y no restablecerla cada vez calculando la tabla de 
valores y construyendo la curva por Jos puntos. ' 

Es preciso saber ilustrar geométricamente las propiedades de la 
función en la gráfica. A veces con esto se comete un error. Contando 
de alguna propiedad (por ejemplo, de la imparidad del seño), un 
estudiante dibuja la gráfica correspondiente (la sinusoide) y dice: 
“Esta propiedad es propia del dibujo”. Este razonamiento carece 
de fundamentos, porque, al utilizar propiamente las propiedades de 
la función, se puede con precisión, más o menos, dibujar su gráfica. 
Por lo tanto, todas las propiedades de las funciones han de ser demos- 
tradas rigurosamente de un modo analitico. 

Con frecuencia se propone construir las gráficas de las funciones 
que representan en si combinaciones de funciones elementales. En 
este caso se exige también expresar el comportamiento aproximado 
de la curva y en calidad de un medio auxiliar utilizar la construcción 
por los puntos. No se requieren investigaciones detalladas de las 
gráficas las que se realicen con utilización de una derivada. 

Examinemos algunos problemas en los cuales la construcción 
de las gráficas se realiza por medio de una transferencia o una defor- 
mación determinada de las gráficas de las funciones elementales. 

4. Construir la gráfica de la función y =2—1/x. 


1 Si se desea que el teorema de Ja función periódica sea válido, la definición 
de lu función periódica se debe enunciar asi: /lámase periódica a la función f(x) 
si existe tal número TX 0 que para cualquier x del recinto de determinación de esta 
función los números x+T y x—T también entran en su campo de definición y para 
todos los valores de x del campo de definición f(x + T)= f(x). Esta definición de la fun- 
ción periódica es universalmente admitida en las Matemáticas. 
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El campo de definición de esta función son todos los valores rea- 
les de x, excepto x=0. Si se examina la función y, = — 1'x (ésta es 
una hipérbola cuyas ramas se encuentran en el segundo y cuarto cua- 
drantes, entonces es evidente que para cada valor de x= Xp, la mag- 
nitud de la función y resulta en 2 unidades mayor que la magnitud 
de la función y, con el mismo valor x del argumento. Por eso, es su- 
ficiente desplazar la gráfica de la función y,, como un e sólido, 
dos unidades hacia arriba y a lo largo del eje de ordenadas, lo que nos 
prestará la gráfica incógnita de la función y (fig. 29). 

Es fácil ver que el método indicado permite construir inmediata- 
mente la gráfica de la función y = a + f(x), donde a es un número dado 
si ya está cónstruida la gráfica de la función y, = f(x): es suficiente des- 
plazar, como un cuerpo sólido, la gráfica de la función y, en a unida- 
des hacia arriba si a>0, y en |a |] unidades hacia abajo si a<o0. 


5. Construir la gráfica de la función y => FT 


Es. evidente que x puede tomar cualesquier valores, excepto —4. 
Comparemos esta función con la función y, =3/x. Está claro que 
la magnitud de función y que satisface algún valor de x= xo, coin- 


Fig. 2% 


cide con aquel valor de la función y,, que corresponde al valor de su 
argumento que es igual a xy + 4. Por ejemplo, la función y = 3/(x +4) 
para x =1 toma el valor de y =3/5, y la funcion Y =3/x toma el 
mismo valor cuando el valor de su argumento sea igual a 5 = xp +4. 
Por esta razón, si desplazamos la gráfica de la funcion y,, como un 
cuerpo sólido, en 4 unidades a la izquierda y a lo largo del eje de ab- 
OS entonces la gráfica de la función y que nos interesa 
(Mg. 30. 

No es dificil comprender que por el mismo método puede construirse 
a gráfica de la función y =f(x+b), donde b es un número dado, 
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siempre y cuando ya esté trazada la gráfica de la función yi=/f(x); 
es suficiente desplazar la gráfica de la función y,, como ún cuerpo 
sólido, en b unidades a la izquierda, si b>>0, o bien, en )b | unidades 
a la derecha, si b<0. ee 

xXx — 


6. Construir la gráfica de la función y = a 


Para construir esta gráfica transformaremos primeramente la frac- 
ción y representaremos nuestra función en la forma que sigue: 


Si razonamos así mismo como en los problemas precedentes 4 y 5, 
nos convenceremos de que la gráfica de la función propuesta está 
representada por una hipérbota “corriente” y = (13/9)/x, desplazada, 
como un todo, en 2/3 a la derecha a lo largo del eje de abscisas y en 
1/3 hacia abajo a lo largo del eje de ordenadas (¡Hágase por si mismo 
el dibujo!). 

Un método análogo facilita la construcción de las gráficas de 


cualquier función 
_ax+b 


—cx+d? 
(la así llamada función fraccionaria lineal); en efecto, una simple 


transformación permite escribir esta función en la forma de 
ad— 


1] 
d 
ES 


y=2+ 


después de que conviene valerse de los razonamientos expuestos por 
arriba, durante la resolución de los problemas 4 y 5. 

Notemos que combinando los razonamientos expresados después 
de las resoluciones de los problemas 4 y 5, podemos del mismo modo, 
sin ningunas dificultades representar la gráfica de la función y =a+ 
+f (x + b), donde a y b son los números dados, si la gráfica de la función 
Y =1(x) ya queda construida. 

7. Construir la gráfica de la función y = log, (—x). 

A veces se oye la contesta que sigue: “No existe ninguna gráfica 
de esta función, ya que los números negativos no tienen logaritmos”. 


1) En este caso se supone que cx£ 0 (en el caso contrario la función analizada es 
simplemente lineal) y que ad —bc + 0. Si no se cumple la última condición, fa función 
inicial tiene el aspecto y= k para todos Jos valores de x admisibles, donde k es con- 
stante. Por ejemplo, Ja función y = (2x+ 2Y(x + 1) está en el recinto de su determina- 
ción, es decir, para xzé —l, ésta puede ser escrita en forma de y= 2. Por consiguiente, 
la gráfica de esta función cs la recta y== 2 sin el punto (—1, 5 ni mucho menos que 
toda la recta y= 2, como lo consideran a menudo Jos estudiantes; compárela con el 
problema 11). 
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Esta contesta acusa una incomprension de aquel hecho elemental de 
que ta expresión — x no siempre es un número negativo. 

El campo de definicióri de ta función considerada y es un conjunto 
x<0. De inmediato se comprende que la magnitud de esta función, 
para x =—Xo, Xp, >>0, coincide con la de la función y, == log, x, cuan- 
do su argumento tiene el valor de x,. Por consiguiente, para obtener 
la gráfica de la función y es suficiente representar en forma especular 
la gráfica de la función y, respecto al eje de ordenadas (fig. 31).. 

Figúrense que este metodo presenta la posibilidad de construir la 
gráfica de la función y =fi=x), teniendo la gráfica de la función 


Fig. 31 


Fig. 32 


YT: es suficiente representar de forma especular la gráfica de 
a función y, respecto al eje de ordenadas. 
8. Construir en un solo dibujo las gráficas de las funciones 


Yi = Sen X, Y, =Sen 2x, Ya =— 2 sen x. 


Los estudiantes no siempre pueden trazar todas las tres curvas 
en un solo dibujo, reproduciendo correctamente su disposición reci- 
proca (fig. 32); señalar rasgos característicos de cada una de estas si- 
nusoides y explicar de qué modo éstas resultan una de la otra. 

En particular es útil recordar que el mínimo periodo positivo de 
la función y =A sen wx, donde wv>+0 y A=*0 son números dados ", 
es igual a 211/| 4 | (por ejemplo, el número 2 1/n = 2 sirve de mínimo 


3) Esevidente que en el caso w< 0, esta función puede presentarse como y = 
=-—A sen jojx. 
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eríodo positivo para la función y =—3 sen sx, y el número 
sy|—1/3|=6x, para la detal 250 1/4 sen (—x/3)) y su “amplitud” 
es eN a JA] (así, la “amplitud” de la función y =— 1/2 sen 3x 
es 1/2). 

Todo lo dicho se refiere, claro está, a las demás funciones trigono- 
métricas. 

Vale subrayar que dichos razona mierittos hacen posible construir 
la gráfica de la función y = Af (wx), donde w20 y AX%0 son núme- 
ros dados, si se conoce la gráfica de la función y, =[(x). Al principio, 
se debe realizar “una compresión”, «w veces, de la gráfica de la función 
y, a lo largo del eje de abscisas, si w+>0; y si w-<0 es indispensable 
realizar “la compresión” de la gráfica de la función y, a lo largo del 
eje de abscisas, |w| veces, y hacer el reflejo especular respecto del 
eje de ordenadas (véase la solución del problema 7). Luego, conviene y 
“extender” A veces, a lo largo del eje de ordenadas, la curva obtenida-* 
si A>0; y si A<0, se hacen ]A | veces “la extensión” a lo largo de! : 


Fig. 33 Fig. 4 


eje de ordenadas y el reflejo especular respecto al eje de abscisas. 
En efecto, si |w|<lI, “la compresión” a lo largo del eje de abscisas 
es realmente la extensión ; asimismo “la extensión” a lo largo del eje 
de ordenadas |A | veces, para |A]<l1, es la compresión. 

_Notemos especilamente un caso de importancia particular: si 
está dibujada la gráfica de la función y, =f(x), la gráfica de la fun- 
ción y =—f(x) resulta de la primera por el reflejo especular respecto 
al eje de abscisas. 

9. Construir ta gráfica de la función y =sen [2x — (1/3)]. 

Si representamos la función propuesta en la forma y = sen2[x— 
— (11/6)] pon observar fácilmente que para cada valor de x = xa, 
la magnitud de la función y coincide con la de la función y, = sen 2x 
que corresponde al valor de xo— (1/6) de su argumento. Por lo tanto, 
para construir la gráfica de la función y hay que construir la de la fun- 
ción y,, desplazándola luego, como un cuerpo sólido, en n/6 a la de- 
recha y a lo largo del eje de abscisas (fig. 33). 

Un error muy difundido proviene del siguiente método de cons- 
trucción de la gráfica de la función y examinada: se construye la grá- 
fica de la función y,, luego ésta, como un cuerpo sólido, se desplaza 
en 1/3 a la derecha. a lo largo del eje de abscisas (fig. 34). No es di- 
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fícil cónvencerse de que esta construcción no es correcta. Eiectivamen- 
te, la gráfica construida de esta manera interseca el eje de abscisas 
en el punto 1/3 (¡Porque la gráfica de la función y, corta este eje en el 
origen de las coordenadas desplazándose después a la derecha en 1/31). 
Mientras tanto, la magnitud de la función y examinada es, evidente- 
mente, diférente de cero para el valor del argumento x = 1/3. 

El método señalado para el ejemplo én cuestión, permite construir 
las gráficas de cualquier función de la forma y=A sen(wx +9), 
y =Acos(ox + q), y = A tg(o0x + q), etc., así como también y =4a x 
x sen 0x-+bcos wx. Este método lleva un carácter general permitiendo 
obtener la gráfica de la función y =[(wx+ q), donde wv=%0 y € son 


Fig. 35 


números dados, si la gráfica de la función y, =f(x) ya está dibujada: 
es suficiente representar la gráfica de la función ya = f(wx) (ésta puede 
obtenerse por el método señalado para la solución del problema 8), 
desplazándola luego, como un cuerpo sólido, en |qp'w | a la derecha, 
a lo largo del eje de abscisas, si q/w <0, o bien en qpíw a la izquierda, 
si p/a>0 (véase el problema 5). 

A veces es muy útil transformar primeramente la fórmula que de- 
termina ta dependencia funcional en otra forma, después de que se 
hace posible dibujar con facilidad la gráfica. En particular, es siempre 
deseable representar la dependencia funcional compleja que se exami- 
na como una combinación de funciones elementales, cuya gráfica se 
obtiéne:pór los métodos conocidos, (por ejemplo, así como se construyó 
la gráfica en el problema 6 

10. Construir la gráfica de la función y = sen? x. 

Ya que esta furición puede escribirse en forma de y= 1/2— 
—1/2 cos 2x, la obtención de la gráfica de la función y procede según 
los métodos ya conocidos: es necesario desplazar en 1/2 de unidad 
hacia arriba la cosinusoide y, ==—1/2 cos 2x, que se construye por el 
método expuesto para la resolución del problema 8 (fig. 35). 

WI. Construir la gráfica de la función 

1 
y=xWe%, (4) 


La aplicación de las fórmulas conocidas para los logaritmos muestra 
que xVlex=g!oetw =0, Muchos, de ahi sacan inmediatamente la 
conclusión de que la recta y =10 es lá gráfica de la función (4). 

Sin einbargo, esta conclusión no es correcta: es necesario tener pre- 
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sente el campo de definición de la función que se examina y las condi- 
ciones con las cuales son válidas las trarisformaciones realizadas. 

El campo de definición de la función (4) consta de aquellos números 
reales que satisfacen las condiciones: x>0, xs l. En estás coridiciones 
la transformación realizada es justa. Por lo tanto, la gráfica de la 
función (4) ésta representa por la semirrecta y = 10, x>>0, de la cual 
está excluido e) punto (1, 10) (fig. 35; la flecha adyacente a cierto pun- 
to significa que éste no pertenece a la gráfica). 

12. Construir la gráfica de la función 


y = log», (xy) + log, V Ixi—Ax =T. (5) 


Antes que nada, realicemos una transfor mación idéntica del segundo 
sumando (véase el $ 4, Parte 1): 


log, V 4:—4x + T= log, 1 (2x— TP = log, [2x— 1/=1 + log, [3 


Ahora está claro que el recinto de determinación de la función y 
es un conjunto x> 1/2 (porque el segundo sumando de la fórmula que 
determina esta función tiene sentido para todos los valores de x>€ 1/2, 


Fig. 36 Fig. 37 


y el primero sólo to tiene para x> 1/2). No obstante, para x>> 1/2 es 
válida la igualdad log,,. (x— 142) =-——log, (x— 1/2) y, por consiguien- 
te, en su recinto de determinación (o sea, para x> 1/2) la función: (5) 
puede ser escrita en forma de y=1. 

De tal modo, la gráfica de la función y está representada por un 
rayo y =1, x> 1/2 (fig. 37; la flecha cerca del punto (1/2, t) significa 
que éste no pertenece a la gráfica de la función (5)). 


Los estudiantes tienen ciertas dificultades en la construcción 
de ias de aquellas dependencias funcionales cuya expresión 
analítica contiene un signo del valor absoluto. Con unos ejemplos 
demostremos cómo se construyen las gráficas de tales funciones. 

13. Construir la gráfica de la función y =|2—2*]. 

Notemos que la función propuesta puede ser escrita, evidentemente, 
en la forma de y =] 2:— $ 

Examinemos la función auxiliar y, =2* — 2; su gráfica se construye 
sin dificultades (por el método expuesto para la resolución del. proble- 
ma 4). ¿Y cómc se diferencia ésta de la gráfica de la función y? 
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Para aclarar esto recordemos la definición (véase la fórmula (2) 
del $ 4, Parte I) se deduce que 


2% —2 para tales x, para las cuales 2% —2>0, 
o sea, para xx>l; 
Y =Y — (2* — 2) para tales x, para tas cuales 2% —2<0, 
o sea, para x<Cl. 


Ahora está claro que la gráfica de la función y para x>1 coincide 
con la gráfica de la función y,, y para x<1 aquella representa en sí 
una curva simétrica a la gráfica de la función iy, respecto al eje de 
abscisas (fig. 38). 

Asimismo, no se puede obtener la gráfica de la función y =|f(x)1l, 
si la gráfica de la función y, = [(x) ya queda dibujada: es suficiente sus- 
tituir todos los segmentos de la gráfica de la función y,, que se encuen- 
tran por debajo del eje de abscisas, por los simétricos respecto de este 
eje (para hallar tales segmentos hay que resolver la desigualdad 
Fx) <0). 

14. Construir la gráfica de la función y =11x4-1]|—-2 |. 

Aquí no hay que despejar los signos del módulo sino realizar 
una construcción mediante los métodos expuestos para la resolución 
de los problemas 6 y 13. En realidad, tomamos la gráfica de la función 
y =|x] (fig. 39) y la desplazaremos, como un cuerpo sólido, en una 


Fig. 38 Fig. 39 


unidad a la izquierda, a lo largo del eje de abscisas, y en dos unidades 
hacia abajo, a lo largo del eje de ordenadas. Como resultado, se obtiene 
la gráfica de la función yz =|x+1/|—2. En lo ulterior, sustituimos 
el segmento de esta gráfica que se encuentra por debajo del eje de absci- 
sas y que corresponde a] segmento —3<x+< l, por uno simétrico 
respecto al eje x: la línea quebrada obtenida es precisamente la gráfica 
de la función y. 

El método general para la construcción de una función, cuya 
expresión. analítica tiene el signo del módulo, consiste en escribir esta 
expresión para la dependencia funcional despejando el signo del mó- 
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dulo (véase el $ 4, Parte I). Con esto, como regla, la dependencia fun- 
cional considerada se describe por diferentes fórmutas en distintos 
segmentos de la variación del argumento. Es natural que en cada uno 
de estos segmentos, la construcción de una gráfica hay que realizarla 
mediante una fórmula adecuada. 

15. Construir la gráfica de la función y =x*%-—2|x|—23. 

Para que podamos eliminar el signo del módulo hay que examinar 
por separado dos casos: x2>0 y x<0 (véase el problema l del $4, 
Parte 1). Si x>0, entonces y ==*—2x—3. Es fácil construir esta 


Fig. 41 


parábola tomando luego sólo aquella parte suya que corresponda a los 
valores no negativos de x. Y cuando x<0, entonces y =x* + 2x— 3. 
Esta parábola debe construirse también y tomar solamente aquella 
parte suya que corresponda a los valores negativos de x. Los dos seg- 
mentos tomados de las parábolas en conjunto forman precisa mente Jo 
que nos interesa (fig. 40). 

16. Construir la gráfica de la función 


y=(lx+11+ 1 (x—3). (6) 


Según la definición del valor absoluto podemos representar esta 
función en la forma: 


WR DH 1 (a— 3) = (442) (x— 3), si x>—1; 
YY (+4 1) + 113) =—x(x—38), si x<—l. 


Ahora nos queda solamente por construir su propia curva para cada 
uno de los seginentos señalados (x>—1 y x<—1), valiéndonos de la 
fórmula correspondiente; el conjunto de estas curvas ofrecerá. la grá- 
fica de la función (6). 

Consideremos al principio la función y, = (x + 2) (x— 3). Los estu- 
diantes, por lo general, abren los paréntesis y realizan una eliminación, 
bastante larga, del cuadrado exacto. Mientras tanto, no vale la pena 
abrir los paréntesis para construir la gráfica de la función y,: de inme- 
diato es evidente que esto es una parábola, una gráfica del trinomio 
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cuadrático; ésta interseca el eje de abscisas en los puntas A = (—2, 0) 
y B =(3, 0) (porque —2 y 3 son las raíces de este trinomio) y sus ramas 
están dirigidas hacia arriba (ya que el coeficiente mayor es positivo). 
En la fórmula para la función y, sustituimos la x por O, hallamos las 
coordenadas del punto de intersección C de esta parábola con el eje 
de ordenadas: C == (0, —6). No es dificil hallar también las coordenadas 
del vértice D de esta parábola. Puesto que la parábola es simétrica 
respecto a la recta vertical que pasa por su vértice, su eje de simetría 
divide en dos partes iguales el segmento A.B. Por eso, es claro que la 
abscisa del vértice es igual a 1/2; la ordenada se calcula directamente: 

Al construir la parábola que representa la gráfica de la función y,, 
debemos separar aquel segmento suyo que corresponde a los valores 
de x=—1 del argumento (fig. 41). 

En forma análoga se construye la gráfica de la función ya = 
=—x(x—3); es necesario tomar sólo aquella parte de esta parábola 


y  -1 101 


que corresponde a los valores del argumento x<—-1. En la figura 41 
la gráfica de la función (6) está dibujada con una línea gruesa. 
17. Construir la gráfica de la función 


_ ]x—3] 4 x4+1 
IES (m 
En primer lugar hallemos aquellos valores de x para los cuales 
cada una dé las expresiones que están por debajo del signo del módulo, 
se convierte en cero: estas son —-3, —1, 1, 3 
Al examinar la función (7) en cada uno de los cinco intervalos, en 


los cuales estos valores dividen el eje numérico, puede obtenerse la 
forma de anotación siguiente: 


LH. si x<-—3, 
HH, si —3Sx GI, 
y= Lo si —1I<x<l, 
mn <a», si 1<x-<23, 
=> si 3<x. 


La construcción posterior procede según los métodos ya conocidos 
(fig. 42). 
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Notemos que de haber crecido infinitamente la x, la gráfica de la 
función (7) viene aproximándose infinitamente a una recta y=1, 
quedándose por debajo de ésta; sí la x va decreciendo infinita mente, 
ta gráfica se aproxima infinitamente a la misma recta, quedándose 
todo el tiempo por encima de ésta. 

18. Construir la gráfica de la función 


y =|senx|+ |cosxl. 
Para la construcción de la gráfica de una función periódica ocurre 
con frecuencia que es útil el razonamiento siguiente: todos los valores 


de esta función se repiten cada periodo. Por lo tanto, si suponemos que 
la función es periódica con el periodo T, entonces es suficiente construir 


la gráfica en un segmento de la longitud 7, por ejemplo, para 0<x< T; 
en los segmentos TEx<2T7, 27T7<x<3T7, —T<xx<O0, etc., la 
gráfica tiene una forma exactamente igual. 

Claro está que el número 2n es el periodo de la función y a exami.- 
nar, por esa razón puede limitarse al examen del segmento 0< x< 21. 
Si dividimos este segmento en cuatro partes, en cada una de las cualos 
sen x y cos x conservan su signo, obtendremos: 


VZ sen (++) ” si 


0< se 
VZsen (x— da si FSI<H, 


XEÚT> 


a D 


Os 


, Ty 
,» Si HEM T 


<= 
| 
/ 
. 3 
Y, si 7 Ex << 2n. 


Ahora vamos a construir las gráficas y, =V 2 sen[x + (1/4)] e 
Ya = V 2 sen lx— (11/4)); después, en el segmento de O a n/2 tomamos 
un trozo de la curva y,, y en el segmento de 1/2 a x, un trozo de la curva 
Ya, mientras que en los segmentos desde == hasta 331/2 y de 31/2 a 21 
tomamos las curvas simétricas a los trozos respectivos de las curvas y, 
y Ya, con relación al eje de abscisas. Posteriormente a esto, valiendonos 
de la periodicidad, prolongamos la curva oblenida fuera del segmento 
0<x<2x (señalada con línea gruesa en la fig. 43). 

De la gráfica construida se deduce que 1/2 es también el periodo de 
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la función dada, así que hemos sido muy prudentes al examinar el 
segmento desde 0 hasta 21. Si de inmediato nos hubiéramos dado cuenta 
de que 1/2 era el periodo de esta función, lo que no es dificil demostrar, 


. Tr MN 
Isen(x+5) [+ |cosí x +3) | = |cosx | |senx1, 


la gráfica habría sido construida mucho más rápida mente. Este ejemplo 
muestra que el análisis minucioso y previo de las propiedades de la 
función propuesta con frecuencia simplifica la construcción de su grá- 
fica. 

19. Construir la gráfica de la función 


sen X COS xX (8) 


U= Fi Vara 


A primera vista, esta función puede parecer muy complicada. 
Sin embargo, al realizar las transformaciones de la fórmula que presen- 
ta la función a examinar, llegaremos a otra forma de anotación. más 
simple de la función (8), que permitirá dibujar sin mucho esfuerzo la 
gráfica deseada. 

Notemos ante todo que el recinto de determinación de la función 
(8) está representado por todo su eje numérico, excepto los puntos 


Fig. 44 


x == 110/2, donde n es número entero cualquiera (en cada uno de estos 
puntos, ya sea tgx ó cotg x, dr su sentido). 
Ya que para x>+n1/2 son válidas tas igualdades 
y 1 + tg? X= | 


| Tai cotot y = 
[cos x| ” V T+cotg a |sen x] 


(véase el $ 1, Parte 11), entonces está claro que la función (8), en su 
recinto de determinación, puede ser escrita en la forma: 


y =sen x- |[cosx|+cosx- [sen x |. 


Esta función es periódica con el período 2n. La gráfica requerida 
puede ser construida como se ha hecho durante la resolución del pro- 
blema 18. Ella está representada en la fig. 44. Notemos una vez más 
que la función (8) no está determinada en los puntos x = 1/2, n =0, 
+1, +2, ...,; esta indeter minación está señalada en el dibujo con fle- 
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chas en los extremos de los segmentos de la curva, que són adyacentes 
a estos puntos. 


Ahora vamos a considerar algunos ejemplos de construcción de 
gráficas complejas en los que es imposible limitarse a los métodos ele- 
mentales examinados más arriba. Cada uno de estos ejemplos tiene sus 

ropias particularidades que deben tomarse en consideración durante 
a construcción de la gráfica. En el transcurso de la resolución de 
ejemplos análogos a los que se citan a continuación, uno ha de basarse, 
como regla, en los razonamientos originales que no tienen nada de pa- 
recido con aquéllos; es necesario aprender a hallar los puntos débiles, 
por decirlo así, de cada problema, y al aferrarse a éstos se logra la cons- 
trucción. : 

90, Construir lu gráfica de la función y =ÉE. 

Al representar la función propuesta en la forma y=x-+(1/x) 
apliquemos un método llamado adición de gráficas. Justamente, la 
gráfica requierida va a ser construida por medio de “la adición” de dos 
gráficas auxiliales y,= x € y= 1/x. En otras palabras, para cada valor 


Fig. 45 


admisible del argumento (o sea, para cada x=40), la ordenada y co- 
rrespondiente a éste, se construye corno la suma (algebraica) de magnitu- 
des de las ordenadas y, e ya correspondientes al mismo valor del argu- 
mento (fig. 45). : 

Es fácil comprender qué aspecto tendrá la gráfica de la función 
sobre el semieje positivo de abscisas: para cada valor de x>>0 hay que 
aumentar la ordenada respectiva de la recta y, =x en una magnitud 
de la ordenada de la hipérbola y,= 1/x que corresponde al mismo valor 
de x. Es evidente que cuando x es positivo y tiende a cero, la expresión 
x + (1/x) tiende a + oo (crece infinitamente), y cuando x tiende a + oo 
la gráfica incógnita viene aproximándose infinitamente a la bisectriz 
Yi = x, porque "el complemento” 1/x va siendo cada vez más pequeño. 
En el caso en cuestión es fácil determinar el valor mínimo de la fun- 
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ción y (recordemos que hasta ahora examinamos solamente los valores 
positivos de x): en efecto, para x>0 es justa la desigualdad x + (1/x) > 
> 2 (véase $8, Parte [), o sea el valor mínimo es igual a 2, que se 
logra cuando x=", 

De modo análogo se construye la gráfica en la parte negativa del 
eje de abscisas. Además, puede aprovecharse del hecho de que la fun- 
ción yesimpar y, por consiguiente, su gráfica es simétrica respecto al 
origen de las coordenadas. 

21. Construir la gráfica de la función y = xsen x. 

Aprovechemos el hecho de que la fórmula, que predetermina esta 
iunción, representa en si un orodúctó y apliquemos un método Jlamado 
multiplicación de gráficas. Precisamente, la gráfica necesaria va a ser 


Fig. 46 


construida por medio de “ja multiplicación” de dos gráficas auxilia- 
res yy = x e y¿e= sen x. Es decir, para cada valor del argumento la or- 
denada y que corresponde a éste, se construye como un producto de 
magnitudes de las ordenadas y, e y, que corresponden al mismo valor 
del argumento (fig. 46). 

Al principio vamos a construir la gráfica de la función y para los 
valores no negativos del argumento. Multiplicando para cada valor de 
x, la magnitud de la ordenada respectiva de la recta y,= x por la de la 
ordenada de la sinusoide y¿== sen x, se puede construir una curva suave 
que reproduce aproximada mente el comportamiento de la gráfica de la 
función y sobre el semieje no negativo de abscisas. Precisemos en algo 
el aspecto de esta curva recurriendo a la ayuda de unos puntos caracte- 
rísticos. Ante todo, es claro que y == 0 para todos los valores de x, cuan- 
do sen x = 0;. por esta causa, la gráfica de la función y cruza el semieje 
positivo de abscisas en los puntos x =kx,k=0, 1,2, ... Seguidamen- 
te, para x>0 es válida la desigualdad evidente —x<X'x sen x<x, 
que significa que para los valores positivos del argumento la gráfica de 
la función y se encuentra ni por encima de la recta y = x ni por debajo 
de la recta y =—x. En este caso, los puntos de la gráfica de la fun- 

M Algo más difícil, aunque completamente accesible a los estudiantes, es la 


demostración de que x+(1/x) decrece monótonamente cuando 0 < x«Z 1 y crece 
monótonamente cuando x>=1. 
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ción y, que corresponden a tales valores de x>>0 para los cuales 
senx = 1, es decir, a los valores de x= (1/2) + 2k11,R=0,1,2, ..., se 
hallan en la recta y = x, los puntos correspondientes a aquellos valores 
de x>0 para los cuales sen x=-—l, es decir, a los valores de 
x= (3n/2 + 2kx, k=0, 1,2,..., se encuentran sobre la recta y =—x. 

El trazado de la gráfica de la función y en el semieje negativo de 
abscisas, es muy simple: por cuanto la función y es par, su gráfica es 
simétrica respecto al eje de ordenadas. 

22. Construir la gráfica de la función y = 2*/*. 

Aquí nos tropezamos con la necesidad de construir la gráfica 
de “una función de otra función”; tales funciones complejas se encuen- 
tran con bastante frecuencia. Para construir sus gráficas se ha de cono- 
cer bien las propiedades de las funciones elementales fundamentales 
y tener una idea clara de las propiedades de combinaciones de las fun- 
ciones que se deducen de las primeras. 

El recinto de determinación de la función a considerar y abarca to- 
dos los números reales, excepto x =0. Ya que para x>0 el exponente 
líx>0, entonces, según la propiedad de la función exponencial, 
y> | para todos los valores positivos del argumento. Notemos que y =2 


Fig. 47 


cuando x=1. Si x va a crecer infinitamente, la expresión 1l/x viene 
decreciendo monótonamente hacia cero, siendo positiva (véase las 
eos de la hipérbola), por lo cual 2*/* decrece monótona mente 

acía 1, siendo sin embargo, mayor que 1 (según la propiedad de la 
función exponencial). Cuando x es positiva y tiende a cero, el exponente 
l/x va creciendo infinitamente y, por consiguiente, 21/x también crece 
infinitamente, Esta circunstancia permite dibujar la gráfica aproxi- 
mada de la función y para x>0. 

Se puede demostrar fácilmente que en el semieje negativo de absci- 
sas es justa la desigualdad 0< y < 1. Con ayuda de los razonamientos 
analógicos se construye también la gráfica de la función y cuando x<0 
(fig. 47; la flecha en la curva significa que el origen de las coordenadas 
no pertenece a la gráfica). 

3. Construir la gráfica de la función 


y= ] —2! +sen +, 
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Si representamos esta función en la forma 
y= 1 + (—2). 25én a+ (9) 


es evidente entonces que es fácil obtener, teniendo la gráfica de la 
función y, =2*n*, la gráfica de la función y que nos interesa, re- 
curriendo a los métodos considerados durante la resolución de los pro- 
blemas 4, 5, 8. 

Por eso, al principio nos pondremos a examinar la gráfica de la 
función y,. Esta función es periódica con el período 21; por consi- 
guiente, es suficiente dibujar su gráfica en el segmento 0 < x < 211 (véase 
el problema 18). 

Para x=0 la función y, toma el valor de 1. Si x va aumentando 
desde O hasta n/2, entonces sen x viene creciendo monótona mente 
desde O hasta 1, y 2stn x crece monótonamente desde 1 hasta 2. Si luego 
x va creciendo de 11/2 a 31/2, entonces sen x decrece monótona mente des- 
de 1 hasta — !, y 2senx decrece monótonamente desde 2 hasta 1/2; 


Fig. 48 


en particular, para x =x la función y, toma el valor de 1. Por fin, si x 
crece desde 310/2 hasta 210, entonces sen x crece monótona mente desde 
—l hasta 0, y 2*nx crece monótonamente de 12 a l; para x = 27 
el valor de la función y, es igual a 1. Todas estas afirmaciones respecto 
al comportamiento de la función y, se deducen de las propiedades del 
seno y de la función exponencial (al mismo lector se le ofrece funda- 
mentar rigurosamente estas afirmaciones). Estas per miten esclarecer el 
comportamiento aproximado de la gráfica de la función y, para 0< 
<x<2x1; conviene prolongar periódica mente la curva obtenida de este 
segmento a todo el eje de abscisas (en la fig. 48, la gráfica de la función 
y, está representada por las lineas punteadas). 

Ahora todo está de ear ara construir la gráfica de la función 
y según la lfórmula (9). Ante todo, desplazamos la gráfica de la función 
yr, como un cuerpo sólido, en una unidad a la izquierda, a lo largo del 
eje de abscisas; resulta una curva que es la gráfica de la función y,= 
= 250 (x+1) (véase el problema 5). Esta también es una función perió- 
dica. (con el periodo 211); su valor máximo, igual a 2, alcanza en los 


gr 
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puntos x* = (1/2) —1+2kx, R=0, +1, 42, ..., y el valor mínimo, 
igual a 1/2, en los puntos x** =— (1/2) —1+2kx, R=0, +1, +2, 
. .. (fig. 48). Al “extender” 2 veces la curva y, a lo largo del eje de or- 
denadas y al realizar su representación especular respecto al eje de 
abscisas, construiremos la gráfica de la función ys= (=-2)-2*n (+1 
(véase el problema 8). Notemos que el valor máximo de esta función 
periódica es igual a —1, y su valor minimo, a —4 (fig. 48). Por fin, 
la gráfica de la función y se obtendrá si la curva ys, como un cuerpo 
sólido, se eleva en una unidad hacia arriba, a lo largo del eje de orde- 
nadas (véase el problema 4). 

La gráfica (la linea gruesa en la fig. 48) reproduce los rasgos prin- 
cipales del comportamiento de la función y. Esta es una función perió- 
dica (con el período 25t) que se convierte en 
cero en los puntos x**=-— (1/2) — 1 + 2£x, 
kR=0, +1, +2, ... (el cero es su valor máxi- 
mo) y toma el valor mínimo que es igual 
a-—3, en los puntos x* = (1/2) — 1 4 2kx, 
k=0, +1, +2,... En los intervalos entre 
los valores extremos la función y varía mo- 
nótona mente. Para x=0 el valor de la fun- 
ción y es igual a 1] —21+:en 1 (¡Notemos que 
sen 1 es el seno del ángulo de un radián!). 

Claro que la fig. 48 da una representación 
aproximada, a grandes rasgos, de la gráfica 
de la función y y los estudiantes no deben 

Fig. 49 dar más detalles a ésta. 
Ss 24. Construir ta gráfica de la función 
y = 108, (l — x?). 

Primeramente construyamos la gráfica de una función auxiliar 
yy == [— x?2; en la fig. 49 esta parábola está representada por la línea 
a Luego hay que construir la gráfica del logaritmo de esta 
unción. 

Para x =0 tenemos y = log, 1 = 0. Cuando x va aumentando desde 
O hasta 1, entonces como lo muestra la gráfica de la función auxiliar, 
1 — x2 decrece desde | hasta 0, a causa de que log,(1 — x*) viene decre- 
ciendo de 0 a— oo. Análoga mente, si x disminuye de O0 a —1, entonces 
l--x? decrece de l a 0, y log, (1 —x*) va decreciendo desde O hasta 
— ooo. Para los demás valores de x, es decir, para x<_—1l y x=>1, 
tenemos que 1— x*<0; por eso, log, (1 —.x*) no tiene sentido. La grá- 
fica de la función y esta representada por la línea gruesa en la fig. 49. 

Notemos que para la construcción de esta gráfica, al principio no 
halla mos el campo de definición de la función considerada, y éste re- 
sultó automáticamente (por sí mismo). Sin embargo, ocurre a menudo 
que se hace muy útil hallar previamente el campo de definición. 

25. Construir ta gráfica de la función y = loBsen x 1/2 

El campo de definición de esta función representa un conjunto 
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de todos aquellos valores de x para los cuales sen x>0, sen x= 1 
simultáneamente, es decir, 


Ani +2, FA Ln << (2% + Da 


para R=0, +1, +2, .... 

Es evidente que la función y es periódica con el período 2x1. Por eso, 
durante la construcción de su gráfica es suficiente limitarse al segmento 
de la longitud 2xc, por ejemplo, al segmento 0<x< 2x1. Pero, no todo 
el segmento entra en su recinto de determinación: la función tiene sen- 
tido (dentro de este segmento) sólo cuando 0<x<x1/2, 1/2<Xx<Hx. 
Precisamente por eso, en estos intervalos tenemos que construir en 
primer lugar su gráfica (at ampliarla simplemente a todo el campo de 
definición según la razón de periodicidad). 

Notemos que la función y en su campo de definición puede escribirse 
en forma de 

4 Toga senx* (10) 
en primer lugar, construimos la gráfica de la función auxiliar y, = 
= log, y, sen x; ésta nos interesará sólo cuando 0<x<x. Tomando un 
segmento de la sinusoide y.= sen ., el que corresponde al segmento 


de variación del argumento de O a xx, se puede, por el mismo método 
que ha sido aplicado en el problema anterior (¡no olvidarse que la 
base del logaritmo es 1/2< 11), obtener la gráfica de la función comple- 
ja y, (fig. 50; las gráficas auxiliares y, e ya están representadas con las 
líneas punteadas). 

Consideremos ahora el intervalo 0<x<1/2. Ya que para cualquier 
valor de x de este intervalo la magnitud de la función y que le corres- 
ponde es contraria con respecto a la magnitud de la función y, corres- 
pondiente al mismo valor del argumento (véase (10)), entonces es fácil 
imaginarse el aspecto aproximado de la gráfica de la función y para 
0<x<un/2 (la línea gruesa en la fig. 50; la flecha en la curva, cerca del 
origen de las coordenadas, señala que este punto no pertenece a la 
gráfica), 
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No es difícil demostrar, utilizando las propiedades conocidas 
de las funciones elementales que la función y crece monótonamente 
cuando x varía desde O hasta 51/2: si x crece desde O hasta 1/2, entonces 
sen x crece monótona mente de 0 a 1, mientras que log,» sen x decrece 
monótona mente desde +00 hasta O y, por consiguiente (véase (10), 
la magnitud de ta función y aumenta desde O hasta -F oo. 

Vamos a subrayar que si x viene acercándose a 1/2, quedándose 
menor que este valor, entonces la magnitud de la función y, tiende a 
cero permaneciendo positiva; por esta razón la magnitud de la función 
y va creciendo infinitamente; y cuando x se aproxima a cero permane- 
ciendo positiva, la magnitud de la función y, va creciendo infinitamente, 
a causa de que la magnitud de la funcion y tiende a cero (aunque no 
toma el mismo valor de cero). 

De un modo análogo se construye la gráfica de la función conside- 
rada cuando n2<x<n. 

Préstese la atención a lo siguiente: tales razonamientos, más o me- 
nos parecidos a los que tenían lugar durante la construcción de la grá- 
fica de la función y, según la gráfica ya obtenida de la función auxiliar 


Fig. 51 


y, (aplicando la fórmula (10)), permiten construir la gráfica de la fun- 
ción y = 1/f (o), sí la gráfica de la función y, = f(x) es conocida. 

Al examinar más detalladamente la fig. 50 se puede notar que no 
hemos obtenido una descripción completa del comportamiento de la 
gráfica de la función dada en el curso de la resolución expuesta por arri- 
ba (por ejemplo, ni siquiera se discutía el hecho de que esta gráfica 
resultó encorvada de tal modo como está representada en el dibujo). 
No obstante, como lo hemos visto, no es difícil dibujar aproximadamen- 
te el comportamiento de la gráfica. 

Además, la forma de la curva, se habria podido precisar en algo de 
haber calculado complementariamente la tabla de valores de la fun- 
ción para los valores “cómodos” del argumento y haber tomado los 
puntos obtenidos durante el trazado de la gráfica. Pero, lo importante 
es aprender a dibujar una curva “aproximada” que ofrezca la for ma ge- 
neral y las propiedades características de la gráfica. 

26. Construir la gráfica de la función y =sen x?. 

Ántes que nada subrayemos que la anotación señ x*? no hay que 
confundirla con sentx: si la primera expresión presenta sen (x?), la 
segunda, (sen x)?. 
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Examinemos primeramente los valores no negativos del argumento 
y dividamos el semieje x >0 en segmentos, donde la función y crece o 
decrece. Si x* aumenta desde O hasta 1/2 (o sea, x crece desde O hasta 


V 1/2), entonces sen x? crece desde O hasta 1; si x? crece desde 1/2 hasta 


3/2 (es decir, aumenta desde W'1/2 hasta Y 31/2), entonces sen x* 
decrece desde 1 hasta —-1; si 1? crece desde 311/2 hasta 5/2 (o sea, x 


crece de Y 310/2 a Y 51/2), entonces sen x? crece desde —1! hasta 1, etc. 
Por eso la gráfica de la función y tiene un carácter “ondulatorio” con 
“la amplitud” 1 (fig. 51), Es fácil obtener abscisas de los puntos de 
intersección de esta gráfica con el eje x: con este fin es suficiente resol- 
ver la ecuación sen x*«=(; está claro que las raices no negativas de 
esa ecuación son los números x =Y kar, R=0, 1,2, ... 

Inmediatamente se construye la gráfica sobre el semieje negativo 
de las abscisas, por cuanto la función y examinada es par. 


En resumen, examinemos algunos ejemplos algo distintos de los 
considerados anteriormente, aunque relacionados también con las 
construcciones en el plano, con el sistema de 
coordenadas dado. 

27. Hallar en el plano un conjunto de puntos 
cuyas coordenadas x e y verifican el sistema de de- 
sigualdades 


y—2x<2. (11) 


De la primera desigualdad tenemos que 
y =>-—-5x/3. Vamos a construir, en primer ter- 
mino, la gráfica de la función y = —Sx/3 (fig. 52). 
En este caso, los puntos cuyas coordenadas sa- 
tisfacen la igualdad y = —5x/3 se encuentran en 
la recta construida, y los puntos cuya coordena- Fig. 52 
da y es mayor que —5x/3 han de hallarse por 
arriba de esta recta. De tal modo, el conjunto de puntos cuyas co- 
ordenadas satisfacen la primera desigualdad (11) será el semiplano 
ubicado por arriba de la recta y =—-5x/3 (comprendida también esta 
recta; en la fig. 52 estecampo está marcado por sombreado vertica)). 

Asimismo, de la segunda desigualdad (11) tenemos y<2x+ 2, 
por lo cual, el conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen la 
segunda desigualdad (11) será el semiplano que se halla por debajo de 
la recta y =2x + 2 (no comprendida la misma recta; en la fig. 52 este 
campo está marcado por sombreado horizontal). 

or consiguiente, los puntos del plano, cuyas coordenadas x e y 

satisfacen el sistema de desigualdades (11), se encuentran en la parte 
común. de los dos semiplanos obtenidos que representá un campo an- 
gular (en la fig. 52 el conjunto buscado está señalado por sombreado 


5x+3y=0, 


1) Es preciso subrayar que ta función y== sen x* no es periódica. 
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doble); en este caso uno de los rayos o un segmento de la recta y = 
=-—$5x/3, que acotan este campo, está comprendido en el conjunto 
incógnito, y el otro, que esun segmento de la recta y =2x «t- 2, no está 
comprendido (el vértice A del campo angular que es un punto de inter- 
sección de lás rectas y =—5x/3 e y =2x +2, tampoco pertenece al 
conjunto incógnito). 

28. Determinar el conjunto de puntos de un plano cuyas coordenadas 
x e y satisfacen la expresión 


Ix+yl= ly bx. (12) 


Antes que nada trataremos de eliminar el signo del válor absoluto, 
como se hizo en la resolución de otros problemas con módulos. 

Con este fin tracemos (fig. 63) dos rectas en un plano: x+-y=0 
(es la bisectriz AOB del segundo y cuarto ángulos de coordenadas) 
e y=0 (es el eje COD de abscisas). Está claro que las coordenadas 
x e y de cualquier punto ubicado por encima de la recta x+y=0, 


Fig. 53 


satisfacen la desigualdad x+y>>0, y para cualquier ¡punto ubicado 
por debajo de esta recta se verifica la desigualdad x + y<0. Análoga- 
mente, cualquier punto del semiplano superior (respecto al eje de abs- 
cisas) lleva una ordenada positiva y cualquier punto del semiplano 
inferior tiene la ordenada negativa. 

Las rectas señaladas dividen el plano en cuatro campos (fig. 53), 
de donde es evidente que en cada uno de estos recintos, para cualquier 
punto (x, y), las expresiones x+ y e y conservan su signo. Por eso es 
razonable hallar, por separado en cada uno de estos campos, los puntos 
cuyas coordenadas x e y satisfacen la expresión (12). 

Para cualquier punto (x, y) del recinto 1 (campo angular DOA que 
comprende también los rayos límites) tenemos las desigualdades x + 
+ y=>0, y>0. Por consiguiente, la expresión (12) del recinto 1 toma 
la forma x+y=y—x, esto es, que x=0. Pues, a esta última igual- 
dad le satisfacen las coordenadas de puntos del semieje positivo de 
las ordenadas (esto no quiere decir que sean todos los puntos del 
eje de ordenadas; en efecto, nos hemos interesado solamente por aque- 
lios puntos que se encuentran en el campo Il, y el semieje negativo de 
ordenadas no pertenece a este recinto), 
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Para cualquier punto del campo II (el recinto angular AOC que 
incluye sólo el rayo CO) tienen lugar las desigualdades x+—y<0, 
y=0 dado que la relación (12) en el recinto [Il toma da forma 
— (x+ y) =y—x, o bien, y =0. A esta última igualdad la satisfacen 
los puntos del semieje negativo de las abscisas (los demas puntos del 
eje de las abscisas no se encuentran en el recinto 11). 

Para cualquier punto del campo I1LI (el campo angular COB, ex- 
cepto los rayos límites) son válidas las desigualdades x+y-<O0, 
y<0, dado que la expresión (12) en el recinto I1I toma la forma 
—(x + y) =—y—x, o bien, 0=0. Esto denota que las coordenadas 
de cualquier punto del campo !lI satisfacen la expresión (12). 

Finalmente, para cualquier punto del campo IV (el campo angular 
que comprende solamente el rayo BO) tenemos x+y2>0, y<O0, 
y por eso la expresión (12) en el campo 1V toma la forma x+-y= 


ra —y—.x, 0 bien, x + y =0. A esta última igualdad le satisfacen, evi- 
dentemente, aquellos puntos del campo IV que se hallan sobre la bisec- 
triz del cuarto ángulo de coordenadas. 

De tal :modo, el conjunto de puntos de un plano cuyas coordenadas 
x e y satisfacen la expresión (12) son el campo angular entre el semieje 
negativo de las abscisas y la bisectriz del cuarto ángulo de coor- 
denadas (incluso los rayos límites), y el semieje positivo de las ordena- 
das (fig. 53). 

29. En un plano está dado un sistema de coordenadas cartesianas. 
Representar el campo de este plano lleno de todos los puntos cuyas coorde- 
nadas satisfacen la desigualdad 


log, log, x> 0. (1) 


Ahora mismo notemos que xe y, que satisfacen las condiciones (13,3) 
son tales que x>0, y>0, x3£l e yy£1. Por cuanto las propiedades 
de los logaritmos son distintas en función de las bases, menores o mayo- 
res que 1, entonces es natural analizar dos casos. 

a) Sea x>l. Basándose en Jas propiedades de los logaritmos, la 
desigualdad (13) resulta válida si se cumple la desigualdad log, x>1. 
Como se sabe, los logáritmos de los números mayores que 1 son negati- 
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vos, de su base menor que 1. Por lo tanto, la desigualdad log, x> | 
no puede satisfacerse para y desde el intervalo 0O<y<l.  . 

De tal modo, la desigualdad log,x>1 puede ser válida sólo en 
aquel caso en que y > 1. Pero, si y > I, todas las x> y serán la solución 
de la desigualdad log, x> 1. 

Si x>1, entonces, para que se satisfaga la desigualdad (13), y 
ha de ser obligatoriamente mayor que 1: y>>1, y a la desigualdad ini- 
cial le satisfacerán sólo aquellos puntos para cuyas coordenadas 
sea Válida tambien la condición x > y. | 

Si se representa este conjunto de puntos en un dibujo, se puede ver 
que es una parte interior del campo angular CBD (fig. 54). 

b) Sea ahora 0O<x<l. Razonando de modo análogo, hallemos 
que a la condición del problema le satisfacen aquellos puntos para cuyas 
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coordenadas se cumplen las condiciones 0<y < 1 e y<x. El conjunto 
de estos puntos constituye el interior del triángulo AOB (fig. 54). 

Es por esto que los puntos, cuyas coordenadas satisfacen la desigual- 
dad (13), forman el campo sombreado en la fig. 54 (las coordenadas de 
los puntos límites de este campo no satisfacen la expresión (13)). 

30. Hallar todos los puntos de un plano cuyas coordenadas x e y sa- 
tisfacen la desigualdad 

cos x — cos y >0. 


Aplicando una fórmula conocida de Trigonometría, escribamos la 
desigualdad dada en la forma 


x+y —x 
sen S sen EG > 0. 


Esta desigualdad es válida para todos aquellos puntos cuyas coor- 
denadas x e y son tales que las expresiones A =sen [(x Pu yB= 
= sen [(y — x)/21 iHevan signos iguales. 

Ante todo, vamos a investigar la expresión 4. Al resolver la ecua- 
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ción sen [(x + y)/2] =0, hallamos que x + y =2fx1,k =0, +1,+2,... 
Esto significa, geométricamente, que la expresión 4 puede ser 
reducida a cero sólo por las coordenadas x e y de los puntos del plano 
que se encuentren en cualquiera de las rectas y =—x+2kxr, k=0, 
=+=l, +2, ... (en la fig. 55 estas rectas están representadas por líneas 
continuas). Por abreviar cuestión, la recta y =—x + 2ka, para k en- 
tero, la designaremos por M, (así, la recta M, es la bisectriz del se- 
gundo y cuarto ángulos de coordenadas, la recta M -.., tiene la ecuación 
y =—x—2n, etc.). 

Todas las rectas M, son paralelas entre sí y dividen el plano en 
fajas; convengamos en denominar faja (M,, M, +1) a la faja compren- 
dida entre las rectas adyacentes M, y M) +1, con todo esto las mismas 
rectas M, y My +1 no pertenecen a esta faja. Por ejemplo, (Ma, M,) 
es la faja que se encuentra entre las rectas y == —x e y == —x + 21, es 
decir, un conjunto de puntos cuyas coordenadas x e y satisfacen la 
desigualdad O<x+y<2x. Análogamente, en el caso general, la 
faja (Ma, Mw) es un conjunto de puntos cuyas coordenadas x e y 
satisfacen la desigualdad 2kn<x+y<2(k=+ Dux. 

Ahora esclareceremos qué representa aquel conjunto de puntos cuyas 
coordenadas x e y satisfacen la desigualdad sen [(x + y)2)]>0. Es 
fácil resolver esta desigualdad: es válida para 

2-2nan<x+y<2(2n+1)x, n=0, El, +2, ... 
Esto denuncia, geométricamente, que la expresión A es positiva 
para las coordenadas x e y de todos los puntos ubicados en cada una 
de las fajas (M.,,, Man +) n=0, +1, +2,..., o sea, en cada faja 
acotada por debajo con la recta M,, de signo par, y por encima, con 
la recta Man +1. 

Resolviendo la desigualdad sen [(x + y)/2] <0, nos convenceremos 
de que la expresión Á es negativa para las coordenadas x e y de todos 
los puntos ubicados en cada una de las fajas (Mu, 1, Man), n=0, 
+1, +2, ... En cada una de las fajas (My, M».1) de la fig. 55 va 
señalado el signo correspondiente de la expresión A: las fajas, donde 
A>0 quedan sombreadas horizontalmente y, donde 4<0, vertical- 
mente. 

Pasemos ahora a la expresión B. Razona mientos análogos muestran 
que la expresión B la convierten en cero las coordenadas x e y de los 
puntos ubicados sobre las rectas y =x+2mxft, m=0, +1, +2, ... 
(en la fig. 55) estas rectas están señaladas con líneas punteadas). De- 
signemos por N , la recta y = x + 2mx siendo m entero, y convenga mos 
en llamar (Nx, Nm.) a la faja comprendida entre las rectas adyacen- 
tes Nm Y Nm+1 (con todo esto, estas rectas no pertenecen a esta faja). 
Es fácil comprobar que la faja (Nm, Nm.) es un conjunto de puntos 
cuyas coordenadas x e y satisfacen la desigualdad 2x1 <y—x<2(m+ 
+ ax. 

Resolviendo las desigualdades B>>0 y B<0 ros convence mos de 
que la expresión B es positiva para las coordenadas x e y de los puntos 
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ubicados en cada una de las fajas (Nip, Naprar, p=0, El, +2,..., 
o sea, en cada faja acotada por debajo con la recta N¿), de signo par, y 
por encima, con la recta Moo es. A continuación, la expresión B es 
negativa para las coordenadas x e y de todos los puntos situados en cada 
una de las fajas (Nyp_1) Nip). p=0, +1, +2, ... En cada una de las 
fajas (Nm, Nm+1) de la fig. 55 va señalado el signo respectivo de la 
expresión B: las fajas, donde B>0, están sombreadas verticalmente y, 
donde B<O0, horizonta! mente. 

Ahora es fácil describir el conjunto de puntos de un plano cuyas 
coordenadas x e y satisfacen la desigualdad A - B>>0: son todos los 
rectángulos (exceptos sus contornos) que tienen doble sombreado 


en la fig. 55. 


EJERCICIOS: 

Hallar el recinto de determinación de las funciones: 

l. y=5 Y I—ax, 2. y =108y=1 (2—x—x?). 
3. y==arccos 2) *1, 4. y=aresen (tg x). 
yo V DA. 6. y= VE cos (2nx). 
Construir las gráficas de las funciones; 

7. yum —3. 8. gez(x+t 1). 

9. y=x(l —x). 10M. y=xX+5Jx—1|+=1. 
1. y=|—3x4 2] —/2x—31. 12. y=|x-—3x+2|+/|5—x]. 
13, y = (x= 1) (]x | —2). M. y=|[x--1]-([x] —2). 
15. y El 16. y=2*—8 

ET IET 
17. y=1—1/]|x!. 18. y=(1/3)-**+1, 
19. y=2-3x +1), 20. y=10-1x1, 
21. y==— lg (2x + 1). 22. y = 1081 y] 2. 
23. y=/l08, y. 1*|. 24. y= V Te sen x. 
25. y = sent x-+ cos? x. 268. y == sent x — cos! y, 
27. y=V 3sen2x-+ cos 2r. 28. y=2sen|2x]. 
29. y= 2gl —2x4 (1/41. 30. y= [x— (1/6). 
81. y=14+Vx. 32. y= x-+ senx. 

l INugzx 
33. y=1811 773: 34. y= 7 . 
35. y=lo0g, in tEX: 36. y =sen (arccos x). 
87. y==cos 2x— Y [—sen Íx (sen x-+4- cos 1), 
—2|+1 
38. Ez 2 
2213] 


3 cos 
39. y=34+2 — ?, 
¿Cómo se diferencian las gráficas de las funciones: 
40. y =logwx* e y¿=2loggx? 
4. y =2WX%* e y=x? 
42. y,= tgxcotgx e ya= 1? 
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En un plano con el sistema de coordenadas dado dibujar un conjunto de puntos 
cuyas coordenadas x e y satisfacen las expresiones: 


43. [y—1|=x*—4x-3 M4. |xl+x=!1yl+y. 
45. |lx—2|+ |y+1]|<!. 46. |Ix—yl> 2. 

47. |2x+ y| + |2x—y]< 4. 48. | y | = sen x. 

49. cos2x + cos y== 0. 50. x=>sen|y!|. 

51. Jo senxj Y > 9- 52. x>logslyl., y<x. 


53. La altura de un paralelep$ípedo rectangular es igual a 1/2, y los lados de la 
buse son iguales a x e y. Hallar la dependencia entre y y x y representarla en una grá- 
fica si se sabe que la superficie Jateral del paralclep [pedo es igual ul área de Ju base. 

54. En una pirámide cuadrangular de altura y y base x, el área de la base es mayor 
en 1 que el área del corte hecho por el vérlice de lá pirámide y la diagonal de la base. 
Hallar la e ANAIS entre y y x y representarla en una gráfica. 

55. En la báse del primer cilindro recto se encuentra un círculo de radio y, en 
la base del segundo, un círcúto de radio x, con esto, el radio del primer circulo es ma- 
yor, La altura del primer cilindro es igual a 1/8, la altura del segundo, 1/2. Hallar la 
dependencia entre y y x y representarla en una grúfica, si la diferencia entre el área 
de la superficie lateral y el área de la base dei primer cilindro es igual al área de 
la superficie lateral del segundo cilindro. 


PARTE !l 


TRIGONOMETRÍA 


$ 1. OBSERVACIONES GENERALES SOBRE LA TRIGONOMETRÍA 


En esta parte sólo nos detendremos brevemente en determinados 
problemas del curso de Trigonometría, que consideramos impor- 
tantes. 

En este párralo haremos unas observaciones de carácter general 
sobre una serie de materias de Trigonometría que a veces se escapan 
del campo visual de los estudiantes y también exa minaremos ejemplos 
de resolución de problemas. 

Definiciones de las funciones trigonométricas. Los estudiantes 
conocen bien las definiciones de Jas funciones trigonométricas de un 
ángulo. Sin embargo, al igual que todas las funciones elementales 
que se estudian en Algebra, las funciones trigonométricas se examinan, 
en resumidas cuentas, como funciones del argumento numérico, Entre 
tanto, a veces se manifiesta cierta incompresión acerca de qué significa, 
por ejemplo, el seno de un número dado. 

A la pregunta qué significa sen x le sigue, por lo general de inme- 
diato, la respuesta: sen 1=0. Pero, se trata no de la magnitud de sen x 
sino del significado de este símbolo, se trata de cómo debe comprenderse 
esta anotación: sen st. Precisamente, el seno del número x, es decir, 
sen n es el seno de un ángulo de una magnitud de xi radianes, o sea, 
de un ángulo de 180”. 

A la definición de las lunciones trigonométricas de un argumento 
numérico, lMegamos también poco a poco. Al principio, estas funciones 
se definen como las de un ángulo arbitrario (positivo o negativo). Lue- 
go, la introducción de la medición de ángulos por radianes nos permite 
poner en correspondencia con un determinado ángulo de valor a en 
radianes a cada número real a y, a la inversa, un número real deter mi- 
nado univocamente, o sea, su magnitud en radianes a cada ángulo ”. 


1) Por to común, a los estudiantes se les ocurre preguntar: ¿Par qué es necesario 
aplicar la medición en radianes de los ángulos para la definición de las funciones trigo- 
nométricas de un argumento numérico? ¿Por qué, por ejemplo, es imposible definir 
el seno del niúmero a como el seno del ángulo de una magnitud de a grados? En efecto, 
tal definición es posible, en principio, pero a causa de muchos motivos ésta es incó. 
moda y no razonable. Lamentablemente, es imposible explicar aquí los motivos por 
los cuales tal definición resulta no razonable, teniendo en cuenta el curso escolar de las 
Matemáticas. 
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En fin, podemos definir así las funciones trigonométricas de 
un argumento numerico: la funcion trigonoméirica de un número a 
es la misma función trigonométrica de un ángulo de una magnitud 
a en radianes. De tal modo, por un número dado hallamos un án- 
gulo correspondiente a éste y para cada ángulo las funciones tri- 
gonométricas ya han sido definidas. 

Por consiguiente, sen 10, por ejemplo, es el seno del ángulo de 10 
radianes. En otras palabras, tenemos que tomar el sistema de las 
coordenadas Oxy, un solo círculo con el centro en el origen de las 
coordenadas y hallar en la circunferencia tal punto M que el vector 


OM componga, en el sentido positivo del eje Ox un ángulo de 10 
radianes (-570* (rpaxycoB)), medido de derecha a la izquierda". En 
este caso la ordenada del punto M (¡que es un número!) será el seno 
del ánguto de 10 radianes, es decir, será igual a sen 10. 

De esa manera vemos que ningún ángulo participa en la definición 
categórica de las funciones trigonométricas sino que se establece 
una relación entre los números. La utilización de los ángulos es una 
etapa auxiliar, intermedia, cuya introducción se impone sólo por razo- 
namientos metodológicos. 

Los estudiantes utilizan a menudo el símbolo vo, el cual no se 
aplica, en general, en las matemáticas elementales. En particular, 
es muy popular aunque absurda la fórmula tg 90”= oa o su expresión 
verbal: “La tangente del ángulo recto es igual a infinito”. A veces se 
puede oir hasta sus “argumentos”: tg 90” = sen 90%cos 90” = 1/0 = co. 
Hay que comprender que todos estos argumentos no tienen sentido. 


Fórmulas trigonométricas. Está claro que las fórmulas deben re- 
cordarse. Pero, es necesario también deducirlas con rapidez, porque la 
habilidad de deducir la fórmula requerida es un mérito mucho mayor 
que el simple conocimiento de las fórmulas sin saber deducirias. 

El análisis de la demostración de las fórmulas trigonométricas, pre- 
visto por el curso escolar de Trigonometría, muestra que puede obtener- 
se rápidamente cualesquiera de éstas si se saben de memoria las defini- 
ciones y propiedades fundamentales de las funciones sen x, cos x, tg x, 
cotg x >, la expresión senix+cos%x=1 y las fórmulas de adición. 
Por esto es fácil deducir las fórmulas de reducción, las de conversión 
de un producto de las funciones trigonométricas en la suma y a la iín- 
versa, etc. 


D Aquí es conveniente mencionar una convicción difundida de que, al medir, 
un ángulo en grados obtenemos un número concreto y al medirlo en radianes, un nú- 
mero abstracto. En realidad, cualquiera que sea la medición resulta siempre nu nú- 
mero concreto: sean 5 km. 28 ó 10 radianes. Después de la medición de un ángulo 
en radianes no slempre mencionamos la unidad — “el ángulo es igual simplemente 
a 3H y no a 31 radianes” —, es un convencionalismo, un convenio universal. 

2) A veces se encuentran designaciones lÉsen x= cosecx (cosecante), 1/cosx= 
== secx (secante). 
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En efecto, supongamos que necesitamos una fórmula del seno 
de un semiángulo *. Según la fórmula de adición y la expresión sen? x + 
+ cos*x =1 podemos escribir de inmediato que . 
x a 02 a a a 
COS A ==COS - (5 + 7) == COS yy COS y — Sen y seny= 


= cost $ —ser q [—sent $ ) sent = l—2enZ, 


2 2 
de donde 
y _ I—cosa CATA y iaa 
sed =—g, 05a, sns=xw _—— (1) 


Por otra parte, no hay que sobreestimar la posibilidad de deducir 
cualesquier formulas porque esto exige mucho tiempo, debido a que el 
número de fórmulas que se hallen en la memoria activa ha de ser bas- 
tante grande. 

Los métodos de deducción de muchas fórmulas son diferentes. El 
estudiante puede escoger el método que más le guste, siempre y cuando 
sea correcto. En particular, es obvio considerar las demostraciories 
de las fórmulas expuestas en algunos libros de texto cono una de tas 
variantes posibles de su deducción; es muy buerio cuando el mismo estu- 
diarite puede proponer otras argumentaciones correctas de tal o cual 
fórmula. En este caso es deseable que siempre se elijan los métodos de 
razona mientos más sencillos. 

Pero, es imprescindible observar que durante la deducción de una 
fórmula no nos basemos en otra que se obtiene a su vez con la utiliza- 
ción de la que se demuestra. Por ejemplo, algunos estudiantes, la pa- 
ridad de la función cos x la demuestran así: 


cos (—x) = cos (D— x) = cos0Dcos x + sen O sen x =Cos.x, (2) 


En esta cadena de igualdades se aplica la fórmula de adición 
cos(a — B) en el caso cuando a << f. Mientras tanto, en algunos libros 
de texto la deducción de esta fórmula de adición aplica la paridad de la 
función cos x. Por esto, la demostración (2) de la paridad de la furición 
cos x, recién expuesta, puede ser reconocida correcta tan sólo cuando el 
estudiante sabe fundamentar la fórmula de adición cos (a— PB), a<P, 
sin aplicar esta propiedad del coseno. 


Llamemos la atención a una confusión bastante difundida en lo 
que se refiere a la comprensión del signo 3 en las fórmulas del tipo (1). 
Unos entienden este signo en el sentido de que “el seno del semiángulo 
puede asumir dos valores”, otros consideran que debe elegirse sólo uno 
de estos valores (es decir, correspondiente al signo más o al menos), 


M Sería mejor decir “la fórmula del seno de un semiargumento”, “la fórmula del 
coseno del argumento doble”, etc., pero no vamos a rechazar la terminología adopta- 
da. Subrayemos que, en lo ulterior, el término “ángulo” puede sustituirse siempre, 
por el término número”, 0 a la inversa, 
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péro no pueden explicar con exactitud cuándo y cuál de estos valores 
conviene tomar. 

En realidad, para cualquier valor fijo de a debemos elegir en la 
fórmula (1) el valor correspondiente al signo más o el valor correspon- 
diente al signo menos (¡y nunca ambos valores a la vez!) ". Y cuál 
de estos valores hay que tomar, depende precisamente del cuadrante 
en que se encuentra el ángulo a/2: si éste se halla en el primero o segundo 
cuadrante, conviene tomar el valor con el signo más, y si se ecuentra 
en el tercero o cuarto, con el signo menos ?', 

De tal modo, el signo + en la fórmula (1) no significa el seno del 
semiángulo de dos signos opuestos; nos hemos visto obligados a poner 
este signo ya que sen (a/2) puede asumir (para distintos «) tanto valores 
positivos como negativos mientras que la expresión Y 1/2(1—cosa) 
no es negativa para todos los valores de «. 

De hiecho, la fórmula (1) significa que el conocimiento del valor cos « 
no deter mina univocamente el valor de sen (a/2) sino que sólo determina 
el valor absoluto de sen (u/2); y para determinar el valor de sen (a/2) es 
necesario tener, además de cos «, una información complementaria de 
la disposición del ángulo a/2; ¿en qué cuadrante éste se encuentra? 

Precisa mente, por esto es preferible evitar la anotación del tipo (1), 
utilizando la más exacta: 


az Jl —cosa 
[sen 5 | = y 22, 


Nos tropezamos también con una situación análoga en otros prob- 
lemas donde se exige calcular el valor de una expresión trigonométrica 
al saber la magnitud de otra expresión. Hay que recordar que por 
el valor de una función trigonométrica de alain ángulo sólo se de- 
terminan univocamente, diciendo en general, los valores absolu- 
tos de otras fumciones de este ángulo. Y para determinar los pro- 
pios valores de estas funciones es preciso saber, por ejemplo, en qué 
cuadrante se encuentra el ángulo considerado. 

j 1. Es sabido que senf =4/5 y O<f<x. ¿A qué valor es igual la 
relación 


2 
Y 3 sen + a os (a+ B) 


sen q il 
si: a) el ángulo PB es agudo; b) el ángulo f es obtuso? 


1) Sólo cuando cosa 1 porque en el caso de cosa. = | ambos valores son iguales 
a CcOro. 

2 Noes difícil comprender que el signo “más” en la fórmula (1) se toma en el caso 
en que ¿naa < 4an 421, y el signo “menos”, cuando 4na + 21 a <4n:1 + 4n 
(donde a es un número entero cuaiquiera). Para a= 2ax, no llene importancia cuál 
de los signos se dehe elegir ya que con este valor del ángulo sen (a/2)= 0, 
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La relación señalada en la condición — la designaremos, para 
abreviar, por M— puede reducirse a la forma 


M-— sen a (3 cos f +4:sen B)+cos «(3 sen B—4 cos B) 
me 3 sena " 


Para calcular el valor de esta expresión es necesario saber, además 
de la magnitud sen f, el valor de cos B. Ya que sen P =4/5, halla- 
mos inmediatamente la magnitud absoluta del coseno de este ángulo: 
cos B | == YU T=sentf =3/5. El signo del coseno ha de determinarse 
en función del cuadrante considerado. 

En el caso en que el ángulo f es agudo, tenemos cos $ =3/5, 
debido a que es fácil calcular que M =5/V 3. Y si el ángulo f es 
obtuso, entonces cos P=—3/5 y, por consiguiente, M=V 3- (7 + 
+ 24 cotg a)/15. 


Por desgracia, no son todos los estudiantes que saben hallar 
aquellos valores del argumento para los cuales una u otra fór mula 
es correcta. A veces dicen: “Todas las fórmulas trigonométricas 
deducidas en los libros de texto representan en sí las identidades, 
o sea, son válidas para todos los valores de los argumentos”. 
Sin embargo, esto no es así. Las fórmulas trigonométricas son vá- 
lidas sólo para los valores admisibles de los argumentos. 

En particular, la fórmula sen 2a =2senfcosa es válida real- 
mente para un valor arbitrario de a, mientras que la fór mula 
tg a cotga= 1. tiene sentido sólo para los valores de « distintos 
de ks/2, donde £ es un número entero arbitrario (porque para a = 
= kn/2, una de las funciones de esta fórmula no está determinada). 

Así pues, al escribir alguna fórmula trigonométrica hay que tener 
presente para cuáles valores de las letras que integran la fórmula 
esta es válida. 

Para hallar estos valores hay que determinar los valores de los 
argumentos para los cuales tiene sentido cada función que entra 
en la fórmula trigonométrica. Si una de las funciones, aunque 
sea una sola, que forman parte dela fórmula irigonométrica, pierde 
sentido para cualquier valor del argumento, este valor tiene que ser 
despejado. 

Consideremos, por ejemplo, la fórmula 


_sen(a—B) 


Su primer miembro es determinado cuando a=>t(1/2 +£n y PX 
E (102) + nat, donde k y n son números enteros arbitrarios, ya que 
para cada uno de estos valores tga ó te f pierde sentido. El 
segundo miembro de (3) tiene sentido para aquellos valores de a y 
$ para los cuales cosacos $40; es fácil comprobar que llegamos a 
las mismas restricciones para a y P. Vemos de tal modo que los 
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miembros primero y segundo «de la fórmula (3) existen en las mismas 
condiciones: 


xn 3 , 
acá 7 +Rn, PF +2, R, n son números enteros; 


estas dos desigualdades nos proporcionan condiciones en las 
cuales es da la fórmula de la diferencia de tangentes. 
Un análisis algo más complejo se refiere a la fórmula siguiente: 


tgao—tgB 
ETS da 


Su primer miembro se determina si a—f-+n/2+kn: solamente 
para estos valores de « y fi la expresión tg (2 —f) pierde su senti- 
do. Y ahora, en lo que se refiere al segundo miembro de la fór- 
mula (4): para que éste tenga sentido es necesario determinar tg a y 
tg f, o sea, que azstra2+ na, Pren¿24 mn, donde n y m son 
múmeros enteros. No obstante, esto no es todo: el denominador 
l+tga tg f) debe ser distinto de cero. Ya que tg a y tgf son 
determinados (ya lo hemos supuesto), la condición 1+tg atgP=+0 
puede anotarse en forma de cos(a—f$)=*0. Por consiguiente, el 
denominador del segundo miembro de la fórmula (4) es distinto 
de cero si a —f/ 3n/2+k%x, donde £ es un número entero +”. 

De tal manera, la fórmula de la diferencia de tangentes es válida 
con la condición de que 


a Fina, Pztma, ap kn, (3) 


donde n, m, k son números enteros ?. 

La comparación del análisis realizado de las condiciones en 
las cuales las fórmulas (3) y (4) tierien sentido denuncia una di- 
ferencia esencial entre estas fórmulas. Mientras que los primero 
y segundo miembros de la fórmula de la diferencia de tangentes 
existen o no existen con los mismos valores de los argumentos, 
los cainpos de existencia del primero y del segundo miembros de 
la fórmula de tangente de la diferencia son distintos. Por ejemplo, 


l> Subrayemos que para que cierto par de valores de a, f sea eliminado del re- 
cinto de valores admisibles de la fórmula (4) se requiere solamente que sea a = 1/2 + 
+ nas para cierto n entero (y $ cualquiera), sea B == n/24- mr para cierto m entero 
(y a cualquiera), sea a—P= xn /2+ kn para cierto k entero. Por consiguiente, el 
cumplimiento aunque sea de una sola de estas igualdades denuncia que la fórmula (4) 
es Incorrecta para algunos valores de los argumentos. 

2 Las condiciones (5), a veces, se anotan asi: 


at > + kn, Pé +ean, a—pe 5 + kn, 
E=0, +1, +2, 


Aquí se sobreentiende que en cada una de estas desigualdades el número 4 recorre, 
independientemente de las otras dos desigualdades, todos los valores enteros. 
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el primer miembro de la fórmula (4) tiene sentido para a =x1:2, 
$ =1x1/4, mientras que su segundo miembro para estos valores de 
a y f es indeterminado. 

Se pueden citar también otros ejemplos de fórmulas trigonomé- 
tricas cuyos miembros primero y segundo tienen diferentes recintos de 
valores admisibles. Tales son, por ejemplo, las fórmulas que expre- 
san el seno y el coseno por medio de la tangente del semiángulo, 
la fórmula de la tangente de la suma, la fórmula de la tangente del 
neo doble (el lector puede analizar atentamente todas estas fór- 
mulas). 

Este hecho tiene gran importancia para la resolución correcta 
de las ecuaciones (véase este problema expuesto más detallada mente 
en el $ 9, Parte 1). 


EJERCICIOS: 


l. ¿Quésignifica: a) un as negativo; hb) la medida de un ángulo en radianes; 
c) la tangente de un ángulo dado; d) cos 1; e) are sen a? 

2. ¿Es una definición o un leorema cada una de las afirmaciones siguientes: 
a) senta + cost = 1 para cualquier a; db) el seno de un ángulo p es igual a la ordenada 
de un vector de la longitud unidad, ej cual proviene del origen de las coordenadas 
y que forma con el eje de abscisas un ánguto q; c) la gráfica de la función y»= sen x 
pasa por el origen de las coordenadas; d) colg90= D? 
. . 9. Examinemos el tcorema: “Si el ángulo q termina en el segundo cuadrante, 
Ab Enunclar los teoremas: recíproco, contrario y contrario al recíproco. 
¿Cuáles de estos teoremas son correctos? 

_4. Demostrar que si los números reales x e y satisfacen la condición x3 +4 y3= 3, 

se encontrará un ángulo q, donde x= sen qp e y= cos p. 

5. ¿Qué es mayor: a) sen 1? 6 sen 1; b) tg 1 $ tg 2? 

6. ¿Cómo están entrelazados los ángulos a y f si se sabe que a) sen «== sen $; 
b) cosa== cos f; c) tga= tg B; d) sen a = cos PB? 

7. Expresar cos (a/2) y sen (a/2) por sen a, si 270% a «<< 450", 

8. Tenemos que: sen x=1/4(M5—1). Calcular sen 5x. 

9, Caícular, sin recurrir a las tablas: 


cos x COS 25 cos tx 
7 ls idas 3 


19. Comprobar si es válida la igualdad 


I—tg215%_ y 3. 
+ tgT15 "2 
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Á veces se proponen diferentes problemas en cuanto a la trans- 
formación de las expresiones trigonométricas o a la demostración 
de las proporciones trigonométricas. Todos los problemas similares 
pueden ser resueltos aplicando determinadas fórmulas. Aunque las 
expresiones propuestas para la simplificación parecen a veces “te- 
rribles” a primera vista, su transformación por combinación de las 
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fórmulas convenientes no presenta corrientemente dificultades de 
principio. 

Sin embargo, a fin de realizar esto hay que saber bien estas 
fórmulas, saber “leerlas” no sólo “de izquierda a derecha” sino tam- 
bién “de derecha a izquierda”, ver estas fórmulas en las más di- 
versas anotaciones. Por ejemplo, en la anotación sen x sen 30 — 
—cos 30" cos x se debe “reconocer” — cos (x 4-30”) y nosen (x — 
—30”), como escriben, de vez en cuando, los estudiantes, etc. 

Tal conocimiento puede adquirirse si se obtienen hábitos firmes 
de trabajo con las fórmulas trigonométricas fundamentales, al ejer- 
ol en la resolución de un número bastante grande de ejem- 

OS. 

á Naturalmente, al realizar transformaciones trigonométricas es 
imprescindible observar rigurosa mente todas las reglas de las operacio- 
nes algebraicas y calcular atenta y precisamente los mismos cálculos, 
porque es suficiente escribir en un lugar, por ejemplo, menos en 
vez de más o calcular erróneamente el coeficiente para que el resul- 
tado definitivo sea incorrecto. En el transcurso de las tramnsfor- 
maciones, a veces se han de aprovéchar diferentes identidades 
algebraicas que sean aplicables con habilidad a las expresiones 
trigonométricas. 

En particular, una gran cantidad de errores en tas transforma- 
siones provienen de la comprensión incorrecta del símbolo V. En 
Trigonometría, así como en Álgebra, este signo significa slempre 
raíz cuadrada aritmética (véase $ 4, Parte 1). Por lo tanto, por 
ejemplo, 


Y T— sen 2x = V (sen 4— cos x)? = | sen x—cos xl, 


y de ningún modo sen x — cos x; en lugar de la expresión 
VWT72(L—cos 2a) hay que escribir [sen a] y no sen «a, ete. 
2. Simplificar la expresión 


e Y sas 
0 y (y Elunz) 


donde b>a>0. 

Al realizar transformaciones poco complicadas, la expresión dada, 
designándola ¡por P, para abreviar, puede escribirse en forma que 
sigue: 


Va+btgx, 


p—nx apbtgx __senx Varbtgir 
V a+(b—a)senvx Yaco posenia > 


No pocos estudiantes realizan incorrectamente la transior mación 
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ulterior, considerando que 


Vas btg? x= Y a+ paa Vu caosixibsentx 


cos? x COS X 


y obteniendo la solución P=tg x. El error radica en lo siguiente: 
durante esta transformación tenemos que simplificar de hecho la 
expresión J' cos? x, que es igual, en realidad, a | cos x|. Por eso, el 
resultado definitivo es tal: P= sen xí |cos xl. 

En el problema que se examinará a continuación la dificultad 
principal consiste en el aspecto algebraico, o sea, en la necesidad 
de señalar con exactitud para cuáles valores de los parámetros 
es válida tal o cual transformación y cómo se debe proceder 
cuando los valores de los mismos son otros. 

3. Hallar ta dependencia entre m y n despejando 9 y «q de las 
expresiones 

mig0+ 1 tgg=1, m*cost 4 + a sen p1, 
m sen 0 = 1 cos y. 


En este problema es necesario, considerando que las tres expre- 
siones son cumplidas, despejárselas Oy q. Esto puede hacerse de 
diferentes maneras; expondremos aquí uno de los procedimientos 
posibles. 

Para aprovechar la tercera expresión, escribiremos la segunda 
de modo que en ésta entren los productos m sen 8 y n cos q: 


in” sen? 8+ n? cos?” p=m?+n—1, 


Entonces, si tenemos en cuenta la tercera igualdad dada en la condi- 


ción obtenemos 
2n*? cost p = m1 —ut—!. 


Suponiendo que n£0 (la posibilidad de 1 =0 va a examinarse es- 


pecialmente) tenemos 
mi4+ni—)] 
2n* p 


Luego, de la tercera expresión, suponiendo que m=*0, tenemos 


m—n? +1 
2m4 " 


cosip = 


cos? f) = | —sen? 8 = 1— E, cost p= 


De tal manera, ya podemos sacar las primeras conclusiones de 
las relaciones entre m y n: si m0 y n30, entonces 


2 a tn! 
A AS 
Ahora escribamos la primera de las expresiones dadas en la forma 
2 | | == 
ds (a — 1) ús Exa 1) e 
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y pongamos aquí las expresiones halladas para cos? O y cos* q; ob- 
enemos da relación entre m y n: 


2m1 4 


2n A 
A PR. 


Veamos ahora qué ocurre cuando n =0. En este caso las expresio- 
nes en cuestión asumen ia forma de 


mtg0 = 1, micost8=1, msen 8 =0. 


La primera de estas igualdades demuestra que m=>*0; y la tercera 
da sen 9 = 0, lo que contradice a la primera igualdad. Por consi- 
guiente, de las relaciones dadas se deduce que n>£0. Análogamente 
se demuestra también que +n3te0. 

De esa manera, de las tres igualdades iniciales, una vez despe- 
jados 8 y q, se han obtenido las siguientes afirmaciones sobre m y n: 

¿mid nt—) 3=n!4-] 
m0, n*0, 0< == << 1, 0<7 3 <I, 
2n1 2n? 
AF E AÑ =n "410441, 


que dan la solución del problema planteado. 

Detengámonos en la transformación de la expresión a sen x + 
+ bcos x, e introduzcamos un ángulo auxiliar. Como se sabe, al 
definir el ángulo «p de las condiciones * (se supone que a y b simul- 
táneamente no son iguales a cero) 


Sa cal a 
A e 


podemos reducir la expresión a sen x + b cos xa la forma Y at + bx 
X sen (x +). Es fácil comprender que los signos de los números 
a y b determinan precisamente aquel cuadrante en que se encuentra 
el ángulo q. 

Este procedi miento general de introducir el ángulo auxiliar conduce 
siempre a la solución. Sin embargo, en la práctica, al resolver los 
problemas concretos (por ejemplo, las ecuaciones trigonométricas), 
ocurre que es más ventajoso introducir el ángulo auxiliar aplicando 
un método algo diferente. 

Con frecuencia es cómodo determinar el ángulo auxiliar de modo 
que éste se encuentre en dos limites de O a n/2. Si en lugar de las 
fóranulas (6) para determinar el ángulo auxiliar a se aplican las igual- 


dades 
5 
sen a PL E cosa LL z (7) 
Y aq Y a? b8 
19 Enri algunos libros de texto se señala que estas condiciones determinan el 


único ángulo dentro de los limites 05 q < 21. Naturalmente, en calidad de ángulo 
auxiliar podemos elegir también cualquier ángulo p-+ 24x, A=-+l, +2, ... 
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será claro que el ángulo a puede elegirse en el primer cuadrante. Ade- 
más, para determinar « es suficiente utilizar sólo ura de las fór- 
mulas (7), porque el ángulo del primer cuadrante se determina uní- 
vocamente por el valor del seno (o del coseno) *. 

En este caso la expresión asen x + b cos x no se reduce obli- 
gatoriamente a la forma Ma? -Fb* sen (x+a), sino, quizá, a una 
de las expresiones 


V a + b?sen (x— 0), V al + b3 sen (— x +0), V ab sen(— x —a), 


lo que resulta en función de los signos de los números a y b. 

No obstante, no es necesario recordar las fórmulas (7) para trans- 
formar la expresión concreta a sen x +bcos x: es más fácil realizar 
directamente cálculos requeridos. 


Examinemos, por ejemplo, la expresión Q =—2senx+VW 3 x 
Xx cos x. Ya que la raiz cuadrada de la suma de cuadrados dé los 


coeficientes, de seno y coseno, es igual a Y7, entonces la expre- 
sión de Q puede escribirse así: 


Q=V7(— 5 senx+ Uh cosx) 
Si ahora tomamos 2/7? como coseno del ángulo auxiliar a, y 
W31Y'7 como seno del mismo ángulo, 
Q =V 7 (—cosa sen x + sena cosx) =V 7 sen (a — x) == 
=Y 7 sen (x— a). 


El mismo ángulo a (dentro de los limites de O a 12) puede ser de- 
terminado de la igualdad 


V3 1441 


5 Ad = —_— Í = arc , 
sen 7 ' es decir, a=a sen ——; 


por tanto, en definitiva resulta que 


== — V 7 sen ( x—arcsen Ya) : 


Y si, para determinar el ángulo auxiliar « que se halla entre 0 y 
7/2, se utiliza la condición | 


2 2Y 7 
Cos =-—=, O Sea, A=arccos y 7 ] 
vV7 7 


1 Según se desce, para delerminar o (entre los limites de O a q se puede utilizar 
también la expresión tga= J6)/|a] (si a 4 0) que se deduce de las fórmulas (7). Es 
fácil convencerse de que todas estas relaciones determinan el mismo ángulo « en el 
primer cuadrante. 
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la expresión de Q tomará una forma algo distinta: 
> 2Y 7 
Q =—VTsen (x—arc cos =— 


A veces resulta más ventajoso reducir la expresión a sen x+ 
+ b cos x al coseno de la suma (o la diferencia) del ángulo x y del 
ángulo auxiliar que se encuentre en los límites de 0 a 1/2. Es tam- 
bién cómodo realizar tal transformación, directamente, sin aplicar 
fórmulas generales. 

Pues. así, la expresión R =sen 2x—Y 3 cos 2x puede ser repre- 
sentada como 


R =2 (+ sen YE cos2x) x 


Este conducirá al coseno de una combinación de ángulos, si la ex- 
presión que está entre paréntesis la presentamos como un coseno 
desarrollado de la suma del ángulo 2x y de un ángulo f (dentro de 
los límites de O a 1/2). Pero, para esto es suficiente tomar 1/2 como 


el seno del ángulo auxiliar $, y V 3/2 como su coseno. Puesto que 
en este caso P ="*/6, tenemos: 
R =2( sen ¿sen 2x—cos Zcos 2x) =-—2cos (2% + 7) ; 

En. general, la expresión trigonométrica, como se sabe, tiene . 
sentido pero no para todos los valores de sus argumentos. Por esto, 
en los problemas en que se trata de la transformación de una u 
otra expresión trigonométrica, se supone siempre (aunque no se 
estipula corrientemente en una forma explícita en la condición 
del problema) que la transformación de la expresión propuesta se 
debe realizar en su campo de determinación, es decir, sólo para 
aquellos valores de los argumentos para los cuales la expresión pro- 
puesta tiene sentido. 

4. Tenemos los ángulos a, B, y relacionados del modo siguiente: 

2 tea tap tey+tgo top top tey+tey tea=1. (8) 

Hallar sent a + sen? f + sen? y. 

Según lo dicho anteriormente, es necesario hallar la suma de 
sen? a + sen? f + sen? y, designándola por N, sólo para aquellos 
ángulos a, $, y para los cuales existen todas las funciones trigonomé- 
tricas que forman parte de (8). En otras palabras, debemos conside- 
rar que en este problema los ángulos «, f, y son tales que tg a, 
tg B, tg y tienen sentido *. En esta condición complementaria enun- 
ciada implícitamente vamos a hallar el valor de 


4 Señalemos que la suma incógnita sen? a + sen? f -+- senty tiene un sentido y un 
valor completamente determinado para todos los ángulos a, P, y. Sin embargo, para 
los ángulos a, P, y que no tengan existente aunque uno de los números tga. tg'B, lg y, 
la condición (8) del problema pierde su sentido, a causa de que no es posible conside- 
rer tales ángulos como “relacionados por la expresión (8)”. 
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Ya que se propone calcular el valor de N valiéndose de la mag- 
nitud de una expresión trigonométrica que contiene tas tangentes, es 
natural escribir también el valor incógnito de N en otra forma, 
aplicando las tangentes. 


_ tga tgap tg y 
Watt AE: 


Notemos que aquí utilizamos la suposición de que tg a, tg f, 
tg y existen: sólo en este caso puede valerse de la fórmula que re- 
laciona el seno y la tangente de un mismo ángulo. 

Las transformaciones ulteriores no presentan dificultades: redu- 
ciendo la expresión obtenida para N a un denominador común 
y utilizando (8) hallamos que N =1. 

En el problema examinado no era necesario hallar los valores 
admisibles de los argumentos: solamente era importante que las 
transformaciones realizadas fueran válidas para todos estos valores 
admisibles, que éstas no cambiaran los campos de determinación. 

No obstante, se deben utilizar aquellas transformaciones que 
hagan variar el campo de determinación, procediendo con mucho 
cuidado. Esto es muy esencial cuando se necesita mo sólo transfor- 
mar ta expresión dada sino aclarar también aquellos valores de la 
variable que la convierten, digamos, en cero (o sea, resolver real- 
mente alguna ecuación). En este caso se han de observar los cambios 
que sufre el campo de determinación, no admitir su estrechamiento 
y efectuar comprobaciones si el campo resulta ampliado. 

5. Simplificar la expresión 


es [(2 cos x —sen x) cotg x + 2 sen x + cos x] x 


x E + (y 7! cos 2x [2 (1 —sen x cos xf) + (sen x + cos x)] 


2005 x— Sen x (sen x+ cos x)? (| —sen x cos x) 


Hállense lodos los valores de x con los cuales esta expresión se convierte 
en cero. 

Al principio no vamos a aclarar los valores admisibles de x, sino 
que realizaremos transformaciones formales. Designando la expre- 
sión dada por A, el minuendo, por B, y el sustraendo. por C (tal 
que A =B-—-C), reduciremos B y C a una forma más simple: 


B= A: , 3 sen? x y ] y 
—3senx senx 4(l—senxcosx) 2(1—senx cos x) * 
C= 3 (cos? 1—sen? x) COS x-—Sen x 


6 (sen x— cos x)? (1 —sen x cos Do 2 (sen x + cos x) (1 —sen x cos x) ” 


Por consiguiente, 
sen x 
A =- 


(sen x+4- COS 1) (1 —sen x cos x) ' 


$ 2. TRANSFORMACIONES TRIGONOMÉTRICAS 251 


Si tenemos en cuenta que l --— sen x cos x = sen? x — sen x cos x + 
+ cos? x, y aplicamos la identidad algebraica 


(a+ 0) (a? — ab =- b?) = a? + bi; 


obtendremos en definitiva que 


sen x 
A A Ñ 
sen? x4- cos? x 


Nos referiremos a la segunda cuestión del problema. La forma 
definitiva de la expresión dada muestra que ésta puede transfor- 
marse en cero sólo para áquellos valores de x cuando sen x=0. 
No obstante, para estos valores dex la expresión inicial pierde su 
sentido: la presencia del sen x en el denominador y del cotg x presu- 
pone que la expresión inicial se considera para x=*%x, donde £ es 
un número entero. Por eso, la expresión dada no puede convertirse en 
cero para cualesquiera que sean los valores de x. 

¿Y cómo explicar entonces el hecho de que la expresión de- 
finitiva se convierte en cero con algunos valores de x y la expresión 
inicial para estos valores de x no tiene sentido? Resulta que en el 
proceso de las transformaciones de la expresión inicial habiamos arm- 
pliado su campo de determinación. Esto ocurre en el momento en que 
se reducen el numerador y el denominador del minuendo por sen? x; 
precisamente después de esto, los valores x=kx, k=0, +l; 
+2, ..., cayeron en el campo de los valores admisibles. 

Notemos que en el campo de determinación de la expresión ini- 
cial no entran ni x=k%x, k=0, +1, +2, .... ni siquiera los 
valores de x, para. los cuales las expresiones sen x + cos x y 2 cos x — 
-——sen x se convierten en cero (la expresión 1 — sen x cos x nunca se 
convierte en cero). Y en lo que se refiere a la expresión definitiva, 
ésta no tiene sentido para los valores de x cuando sen x +cos x=0, 
pero tiene sentido para x cuando 2 cos x — sen x = O (Hállense las 
transformaciones después de que los valores indicados de x entraron 
en el campo de determinación). 

Ya hemos examinado detallada mente que las fórmulas trigonomé- 
tricasson válidas cuando son admisibles los valores de los argumentos 
(véanse, por ejemplo, (3) y (4)). Lo mismo se refiere también a las 
relaciones (identidades) trigonométricas que se proponen a «demos- 
trar a los estudiantes. 

En los problemas que exigen fundamentar alguna relación tri- 
gonométrica es necesario tener presente que cada relación debemos 
considerarla junio con la descripción del conjunto de valores de los 
argumentos para los cuales esta es justa. Si el conjunto, en el cual 
la identidad es válida para la demostración, nose expone en la condi- 
ción del problema, esto significa que hay que examinar la identidad 
en su campo de determinación. En este caso conviene hallar su campo 
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de determinación y asegurar la validez de la determinación a rea- 
lizar para todos los valores admisibles de los argumentos. 
6. Demostrar la identidad 


l= — cos 2a [1+t8 (5 —a )tg(n — 20). 


A pesar de que en este caso esta identidad es válida, no quiere decir 
que lo sea para todos los valores de a. En efecto, el primer miembro 
tiene sentido para cualesquier valores de a (porque no depende de a) 
y el segundo miembro no está determinado para u =nx1, a =(311/4) + 
+ (max/2), donde n y m son números enteros. (¡ Represente estos 
valores en el círculo trigonométrico!). Todos los valores de «a, ex- 
cepto los indicados recientemente, son admisibles. 

Precisamente, con estos valores de a. admisibles tenemos que de- 
mostrar la identidad propuesta. Es bastante fácil realizar esta demos- 
tración utilizando las fórmulas fundamentales de Trigonometría. 
Con esto es preciso comprobar solamente que las transformaciones 
sean válidas para todos los valores de y admisibles. 


Para la demostración de las relaciones trigonométricas se toma, 
or lo común, uno de sus miembros y mediante diferentes operaciones 
rigonométricas y algebraicas (y también datos del problema) éste se 
transforma de modo que se obtenga la expresión que se halla en otro 
miembro de Ja relación a demostrar. Transfor mando éstos por separado 
puede convencerse también de la coincidencia del primero y segundo 
miembros de la relación que se demuestra. 

Sin embargo, en los casos más complejos, cuando se requiere ob- 

tener, sobre. todo, de una igualdad (dada) la otra (buscada), es bas- 
tante difícil percibir en seguida aquellas transformaciones que darían 


la solución. En tales problemas, al principio se supone que la relación 
a demostrar es válida y ésta se reduce, por diferentes transfor maciones, 
a la igualdad evidente (o dada), “tanteando” de tal modo la vía de 
resolución 

7. Demostrar que sí cos x=c0s a cos b y sí x+azx(k+Iln, 
b(2n+ 1x1, k, n=0, +1, +2, ... , entonces 


x+a b 


148318 39 = sect. (9) 


En este problema, es poco probable que sea posible determinar a 
primera vista cómo debe transformarse la igualdad dada cos x =c0s a x 
xcos b para llegar (teniendo en cuenta las restricciones) a la igual- 
dad incógnita (9) ”. 


1) Llamaremos la atención en cuanto a la esencia de las restricciones impuestas 
sobre x, a, b: sin éstas, la afirmación del problema sería incorrecta porque la Ipualdad 
(9) que nos interesa, tiene un campo de determinación más estrecho que la relación 
dada cos x= cosa cos b. Por ejemplo, para x== a+ 71, bum yu, la relación cos x= cos ax 
xcosb es válida mientras que la igualdad (9) plerde su sentido, 
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Por lo tanto, supongamos que la tgualdad (9) es correcta, y vamos a 
transformarla: 


an sen 


sen 


2 2 1 

cos E2 cos EL — cost 5 
2 2 2 (10) 
cos u—cosx  l—cosb. 


cosu+cosx l|+c0sb' 
cos x=cosacos b. 


Como resultado de los cálculos realizados hemos llegado a una igual- 
dad que es correcta según los datos del problema. 

En esta etapa algunos estudiantes cometen un grave error lógico 
sacando la conclusión inmediata: “Por consiguiente es también co- 
rrecta la igualdad (9) propuesta para la demostración”. En realidad, 
hasta ahora no hay razón alguna para hacer tales conclusiones: los 
cálculos realizados no demuestran la validez de la igualdad requerida. 
Hablando en rigor hemos demostrado que sí la igualdad (9) es válida, 
entonces cos x=cos a cos b, es decir, hemos demostrado la asevera- 
ción: contraria a la que se exige en el problema. 

Luego, para resolver el problema propuesto se puede razonar asi. 
Consideraremos los cálculos realizados (10) como simple búsqueda 
de las vías de resolución, como “borrador”. Y en calidad de resolución 
“en limplo”, efectuaremos todas estas transformaciones en la sucesión 
contraria, partiendo de la igualdad dada cos x =cos a cos b. 

Precisa mente, tomemos la igualdad correcta (según la condición 
del problema) cos x=cos a cos b, multipliquemos por 2 ambos 
miembros y escribamos el resultado en forma 


—(0S XxX +COsS a cos b=c0s x—c0s y cos b. 


Adicionando la expresión cos a— cosb cos x a ambos miembros, 
obtenemos 


(cos a—cos x) (l + cos b) = (cos a + cos x) (1 —cos 5). 


Ya que x3-as$(2k + 1), entonces cos a+cos x=0; ya que b=£ 
S(2n +1)x, entonces l +cosb=*0. Por eso * ambos miembros de 
esta última igualdad pueden dividirse por el producto (cos a + cos x) x 
Xx (1 +cos b); de aquí obtendremos una igualdad correcta 


cosa—cosx _ |—cosb 


cosa+cosx ÍI+cosb" 


Transformemos en ca la suma y la diferencia de los cosenos 
de su primer miembro, y para el segundo miembro apliquemos las 


22 Vemos que las restricciones indicadas en la condición del problema se utilizan 
esenciálmente: sólo con estas restricciones podemos realizar a la inversa las transfor- 
maciones hechas en “borrador”. 
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fórmulas del semiángulo: 


x+a x—a 2 0 

sen! = 

2 sen y sen 2 n o) 
EZ EZ IA 
2 cos 2] cos 3 COS o) 


Ahora, en el primer miembro nos queda por pasar a las tangentes y, 
en el segundo, expresar el seno del ángulo 5/2 por su coseno para ob- 
tener la igualdad requerida (9). 

Pero, se puede de hecho prescindir de los cálculos a la inversa. 
Es preciso demostrar solamente que todas las transformaciones, con 
ayuda de las cuales hemos pasado, en la fórmula (10), de la igualdad 
(9) a la relación cos x == cos a cos b, en el campo de determinación de (9) 
son reversibles (o sea, no sólo de cada igualdad obtenida en el curso 
de transformaciones resulta la consecuente, sino que la misma se 
deduce de la consecuente). Este método de consideraciones ya lo hermos 
discutido en el $8, de la Parte I con arreglo a la demostración de las 
desigualdades; es totalmente aplicable también para fundamentar 
las igualdades (incluso las trigonométricas). 

Pues, asi, debemos analizar una vez más las transformaciones (10). 
Es fácil convencerse de que todas estas son reversibles (en particu- 
lar, la transición de la segunda igualdad (10) a la tercera es precisa- 
mente reversible a' causa de las restricciones superpuestas en la 
condición del problema sobre x, a, b). Los cálculos (10), provistos de 
la demostración de reversibilidad de cada transformación, pueden 
considerarse como solución completa: en este caso éstos permiten sacar 
conclusiones de la validez de la igualdad inicial (9) (en su campo de 
deter minación). 

En resumen, propongamos un problema más sobre la demostración 
de una relación trigonométrica que se resuelve aplicando un proce- 
dimiento artificial. 

8. Demostrar que para cualquier n entero positivo es válida la 


igualdad E 
x 2n nn na (n+/1)x 
sen q + sen $4... + Sen -3-= 2 sen E en ——_— 
Para abreviar la fórmula, designaremos por S el primer miembro 
de esta igualdad, lo multiplicaremos por sen (1/6) y todos los productos 
de los senos los desarrollaremos en diferencias de los cosenos: 


E E 3x 3n 5x1 
S.sen E=73 | (cos F— cos E) + (cos F— cos F) + NA 


2 o ' 
Ea + (cost n—cos 12 a) ] : 


2 En cl problema 8, del $3 de la Parte I, esta relación fue demostrada por el 
mélodo de inducción matemático. 
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Notarido que todos los sumandos intermedios de la suma obtenida se 
eliminan recíprocamente, hiallaremos que 


sn | a 2n +1 Es ni  n>+l 
S-seng=>3 [cos Z— cos 2" a] = sen 7 sen —7 1, 


nr (+1)a 
S x= 2 sen q sen. 


El primer miembro de la igualdad a demostrar coincidió de esa 
manera con su segundo miembro, lo que comprueba su validez ?. 


EJERCICIOS: 


1. Comprobar la validez de la igualdad 


I—tgr 15% Y3 
yg 15 TT + 


2, Está propuesto: sen x= 14(V 5 — 1). Calcular sen 5x. 

3. Está propuesto: senx= 1/4(M 5 — 1). Demuéstresc que en este caso cos 4x== 
== sen x y hállese en grados el ángulo x que. se encuentra entre los límites de O a 90?. 

4. Exprésese cos (a/2) y sen (a/2) por sen «, si 270% a 450". 

5. Demuéstrese que la expresión ¡== cos? x+ cost (xa) — 2 c05 a cos XX 
Xx cos (x-+a) no depende de x. 

6. Simplificar la expresión 


cos? y sen x 
2 sen 2x (sen x COS A ai 
cost x-+- Y T+Fcosix Vl-icosix 
7. Simplificar la expresión 
Y —=ai—ab Y —a—ab 
AA ) 
2 Y —a—ab May V—aiabtgx —as V—a—abtga! 


donde a? + ab< 0. 
8. Simplificar la expresión 


=1 
> 


J+(2 (g x) 


lex 2 go +1] lr lito 


21F cost liura tao Pr )luor rt 1) 
-M, 


Me 
e (2 ty 
ELY) (2 (Q tex) [1+2 tg x (gx 1)-2J-4, 


VR cos? x (tg x-1)* 


1) El lector puede convencerse de que el método expuesto es aplicable también 
a otros probiemas. Por ejemplo, éste permite cálcular sumas-de la forma s,= sen x4= 
+ sen (x+ A+...+sen ña nh); sy= cosx+cos2x4-...Feoosax y así sucesi- 
vamente (para esto es suficiente examinar las expresiones s, sen (4/2) y s, sen (x/2), 
respectivamente). 
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Ballar todos los valores de x para los cuales esta expresión es igual a 3*?”, 
9. Simplificar la expresión 


2 sen acos x(Í —cos a cos x) —sen 2a sen? x 1 sen3 asentx “]-1/8 
2 (1— cos a cos x)Ji (1-——cos a.cos xP y 


si O<a<n/4, n/4<x<mni2, 
10. Demostrar la identidad 


cos* F—a)—sen (Fa sen a-3)=3 
2 3 JT: 
, Demostrar que para 0 <x< ¡42 
Vigxtsenx+V tgx— ni=2V ¡xo 7—<). 


12. Representar la expresión —tg (x/2) 4- cos x-+ senx en forma del producto. 
13. Simplificar la expresión a 
sen (4— bh) + sen (9—c) L sen (c— a) +4 sen E 3 ma sen 1 sen Ss 


14. Despejando 8 y y de las relaciones 


asent8+ bcostB=!, 
acot p< sento 1, atgO== btgo, 


hallar la dependencia entre ay b,si0< b< 1,a>1. 
15, Despejando 0 y q de las relaciones 


p cotg?0+gcotgtp=1, pcost0+2costp= 1, 
p sen e =qsenq, 


hallar la dependencia entre p 

16. Se da: tg x= 2b/ (a—c), año. Calcular Jas expresiones siguientes: y= 
= acost x + 25 sen x cos x+- cesen? x; 2== asen? x —2b sen x cos 1-4 ecos? x.. 

17, Calcular sin recurrir a tas tablas, que 


n 25 4 
COS 7 005 F cos 7" 
18, Demostrar que 
21, . dx 6n 1 
cos "4008 —+<0s A 


19, Demostrar que tg 142%30'=2+ Y 2-Y 3-Y 5. 
20. ¿Para los cuáles valores de at y B, de la igualdad cos (204 f) == 1 se. deduce la 
Igualdad” lg (2+ P) —tgea= 2 tg (8/2)? 
21. Demostrar que sen (a + 2B)= sene. si cotg (a+ f)= 0. 
a Hallar tg (a/2) si sen au 4 cos a = V 7/2 y el ángulo a se encuentra entre 0? 
y 4 
23. Demostrar que a.-+ 28= 45? si a y fB son Jos ángulos del primer cuadrante 
y lea= 1/17, senf= 1/Y 10. 
Demostrar que (a —P)= (aA + el tes + AO si sen 
este al pa y a a iia aB+bA 
. Calcular la expresión sent (a + f)-+ psen (a + 8) cos (a+ Ph geo (a+ 
+ p, Sabienso que ig a y tef son las raices de la ecuación x*4- px +q= 
26. Transformar la expresión cosa cos $ cos y en una suma de senos e condición 
de que a+ $ + y= 50/2. 
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27, Simplificar la expresión senta + sen?fi + sen? y — 2 eos e£ cos fi cos y, 
sia+BHy=1x. 
23. La suma de tres números positivos a, P, y €s igual a 12. Calcular el producto 
cotg a cotg y si se conoce que cote a, cotg f, cotg y forman una progresión arltmética. 
24. Demostrar que 
B e Y 


5 + cotg -7 + colgy = colg 7) coty E cota > 
si a, P. qn los ángulos de un triángulo. 

30. Demostrar que a+ P-ry=1a, si 0O<a<zx/2, 0<f< 12, 0O< y< 1/2 
B Y 


y cos al Fcosf+cosy= | 4sen 5 sen 7 sen y. 


cotg 
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Los estudiantes tienen que saber escribir las fórmulas que presenten 
las soluciones de las ecuaciones trigonométricas elementales: sen px =4, 
cos qx =.b, etc. Á veces, al escribir las soluciones de tales ecuaciones 
se encuentran errores que se explican por el dominio inseguro o la 
comprensión incorrecta de los simbolos arc sen «e, arc cos a y de otros. 

Consideraremos por ejemplo, la ecuación cos x=— 1/2, Á veces 
se oye decir que “la solución de esta ecuación será x =-+ (—11/3) + 
+ 2kn, donde k es un número entero cualquiera”. Tal respuesta denun- 
cia la incomprensión del simbolo arc cos (—1/2) (véase el $ 5, Parte 11). 
Esta magnitud se calcula correctamente por muchos estudiantes: 
arc cos (—1/2) =x— (1/3), pero la respuesta se escribe, no se sabe 
por qué, en la forma x =-3 1 — (1/3) + 2£1 en lugar de la forma co- 
rrecta x =p (210/3) + 21. 

También se cometen errores graves cuando se aplican automática- 
mente tales o cuales fórmulas. Así pues, al resolver la ecuación 


sen x=(V5+1)/2 a veces se da la respuesta siguiente: 


= (—1) arcsen 15 4 tn, para k=0, +Il, +2, 


mientras que esta ecuación no tiene raíces (porque (W'5 + 1)/2>1). 

Los estudiantes, de vez en cuando, las soluciones de las ecuaciones 
trigonométricas las escriben en grados. Claro que esto es admisible, 
aunque es preferible que la solución se dé en radianes, considerando a 
x como número y no como ángulo. Sin embargo, no conviene del todo 
utilizar anotación en la cual figuren a la vez los grados y los radianes 
(por ejemplo, x= (—-1/8) + 90”- k). 

La ecuación de ta forma 


asen x+bc0sx=cC (1) 


es próxima a las ecuaciones trigonométricas elementales; a ésta se 
reducen muchas ecuaciones. Las ecuaciones del tipo (1) se resolverán 


9 2395 
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mejor aplicando el método de introducción de un ángulo auxiliar (véase 
$ 2, Parte I1). 
1. Resolver la ecuación 


cos x +V 3 sen x =2 05 2x. 


Aquí es más cómodo transformar el primer miembro al coseno 
de la diierencia (determinando el ángulo auxiliar dentro de los lí- 
mites de O a 3/2): 


cos x +M 3 sen x=2 cos( *—<) 
después de lo cual la ecuación toma la forma cos lx— (10/3)] =cos 2x. 
Si transformaramos el primer miembro al seno de la sumacos x 
+W3 sen x=2sen Íx-+ (50/6)), entonces, después de permutar al 
primer miembro 2 cos 2x, tendríamos que aplicar también la fórmula 
del ángulo auxiliar para pasar al producto de las funciones trigono- 
métricas *. No obstante, ahora podemos realizar esto inmediatamente: 


s 


Yx— xr 
cos (x—+G) ——cos 2x =0, sen 222 sen 222 0; 


de aquí obtenemos dos series de soluciones: 


a, para R=0, zw=+l, +2, ...; 


x,=—+ +2nn, para n=0, «El, +2, ... 


Las ecuaciones trigonométricas casi siempre tienen varias series 
de soluciones. Es importante comprender que los números £ y » que 
entran en distintas series de ninguna manera están ligados entre si. 
Al mismo tiempo, la solución obtenida puede ser escrita en otra forma: 


m=43, x=—F-+2%n. para k=0, +l, +2 ...; 


sin embargo, en este caso se sobreentiende que en cada una de estas 
igualdades el número k toma, independientemente de otro, todos los 
valores enteros. 

En caso de que el ángulo auxiliar resulta ser “bueno” (por ejemplo, 
1/3, 7/4, etc.), los estudiantes resuelven siempre tales ecuaciones (1) 
recurriendo al método expuesto. Y si el ángulo auxijlar no es igual 


2 Las ecuaciones de la forma cos [x — (1/3)| = cos2x o bien, sen [x + (11/6)] = 
= cos 2x se resuelven a menudo no por el método indicado por nosotros, sino qrie se 
utilizan las relaciones entre a y que se deducen de las igualdades cosa =cusf ó 
sena.== cos p (véase ejercicio 1). Sin embargo, la experiencia enseña que en este caso 
los estudiantes cometen errores relacionados con la aplicación incorrecta de estas rela- 
ciones. No hay necesidad de aprender estas relaciones porque su utilización no con- 
duce a la disminución de los cálculos. 
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a ninguno de los valores bien conocidos, son pocos los que resuelven 
ecuaciones de tal modo: la sustitución universal y la elevación al 
cuadrado son de uso común. 

Esto se explica, por lo visto, por cierta adversión a los símbolos 
arc sen u y otros; en este caso “malo”, el ángulo auxiliar sólo puede 
anotarse como arc seno o arc coseno de un número (de una expresión) 
que “no se deja calcular”. No obstante, hay que subrayar que tal in- 
conveniencia es insignificante en comparación con las dificultades 
que nos esperan al aplicar otros métodos ”. 

2. Resolver la ecuación 


2 sen 4x + 16 sen ? x cos x +3 cos 2x5 = 0. 


Surge un método bastante natural: expresar sen 4x por funciones 
trigonométricas del ángulo x: 


2 sen 4x=8 sen x cosx — 16 semx cos x. 


Ahora ya se ve que la ecuación propuesta se reduce a la forma (1). 
4 sen 2x + 3c052x = 5. (2) 


Sea a el ángulo entre 0 y 1/2 que satisface a las expresiones 
sen a =3/5, cos a = 4/5, es decir, a =arc sen 3/5. En este caso la 
ecuación (2) es equivalente a la ecuación sen (2x + x«) = 1, de donde 


x=—+ arc sen Fi ka, parak=0, +l.+2,... 


Las expresiones que determinan el ángulo auxiliar a permiten 
elegir a =arc cos 4/5 que presenta otra forma de solución: 


=> arc cosp+ 4 — kx, parark=0, +1, +2,.., 


o bien, elegir a = arc tg 3/4; entonces 


=—>3 arc teh+5 +Fkn, R=0.+1,>+w2,... 


En fin, se podría introducir el ángulo auxiliar $, 0<f <sn/2, de 
modo que la ecuación (2) se reduzca a la forma cos (2x—$) = 1. 
Para esto es suficiente elegir $ = arc sen 4/5 6 PB= arc cos 3/5; la solu- 


1)» En efecto, la sustitución universal, o sea, el cambio del sena y del coseno por 
la tangente del semiángulo, reduce el campo de valores admisibles, lo que puede 
conducir a la pérdida de raíces (vease el problema 15 del $ 9, Parte 1). La operación 
de elevar al cuadrado ambos miembros de ta ecuación puede dar lugar a la adquisición 
de soluciones (véase $ 9, Parte 1). Por consiguiente estos métodos exigen investigaciones 
complementarias, mientras que el método de introducción del ángulo auxiliar nos da 
inmediatamente una ecuación equivalente elemental. Por esto se recomienda su apli- 
cación para resolver las ecuaciones del tipo (1). 


9» 
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ción se escribe, respectivamente, en forma de 


x= aresenó + ha, parak=0, +1, +2,... 


o bien, 
=> are cos <+kn, parark=0, +1, +=2,... 

Es fácil convencerse de que las fórmulas obtenidas son solamente 
diferentes formas de anotación de las soluciones de la ecuación (2), 
o sea. todas éstas pueden ser transformadas una en otra (véase el 
35, Parte 1). 

3, [Resolver la ecuación 


tg E cos x )—cotg(a sen x) =0. 


Esta ecuación parece insólita a causa de los argunientos “exóticos” 
de la tangente y la cotangente. Pero, en realidad aquí no hay nada ex- 
cepcional: para cualquier x, los números sen x y cos x son total mente 
determinados ya que tienen sentido determinado la tangente del 
número (112) cos.x, si cosx 3%, y la cotangente del número 
tt sen x, si sen x340, sen x= -£ ). Estas condiciones describen el RVA 
de la ecuación inicial. 

Transformando la diferencia de la tangente y la cotangente y omi- 
tiendo el denominador, llegaremos a la ecuación 


EL 
AOL 5 


COS X — TE SEI] x) = 0; (3) 
/ 
es necesario resolver esta ecuación y tomar sus raices que entran en el 
RVA de la ecuación inicial. 
De la ecuación (3) obtenemos 


3 cosx + nsenx=>3 + ka, R=0, +1, +2,... 


Ahora deben hallarse lodas las raíces de la ecuación para cada k entero: 
2 sen x + cos x =2k — 1] (4) 


del tipo (1). La ecuación (3) “se descompone” por lo tanto, en un número 
infinito de ecuaciones, y para obtener todas sus raíces se ha «dle buscar 
todas las raices de la ecuación (4) correspondiente a k=0, todas las 
raíces de la ecuación (4) correspondiente a k= 1, todas las raices «le 
la ecuación (4) que corresponde a k =—-1, etc. 

Esta particularidad del problema desorienta a algunos estudian- 
tes. Unos oblienen de la ecuación (3) la relación (12) cos x+nx 
xsen x= 7-2 perdiendo de tal modo parte de las raíces; otros conside- 
ran que el número k de la ecuación (4) ha de asumir un vafor comple- 
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tamente determinado y en vano tratan de hallar este valor de k de la 
ecuación (3). 

No es difícil buscar todas las raíces del número infinito de ecua- 
ciones (4). Introduciendo el ángulo auxiliar, por ejemplo, según la 
fórmula f=arc cos (1/V 5), podemos reducir las ecuaciones (4) a la 
forma 

cos op. E. para £=0, +1, +2, ... (5) 
V5 
Resolviendo la desigualdad — 1<(2% + 1)/M 3< 1, nos convencemos 
fácilmente de que ésta tiene dos soluciones de números enteros: kR =0 y 
k=-—1, Por consiguiente, de todo el número infinito de ecuaciones 
(5) es preciso hallar solamente las raices de las dos ecuaciones corres- 
pondientes a los valores de k=0 y R=—1: 


cos (—B)==p3 y cos(1=B)=— 33; 


las ecuaciones (5) correspondientes a todos los demás valores de k, 
no tienen raíces: 

Las raíces de las dos ecuaciones obtenidas las anotaremos en forma 
de cuatro series (x, y x, son las series de la primera ecuación, Xa y Xy, 
las de la segunda ' ): 


Xx, = P + arccos 77% + 211% == 2arccos — 73 — 215 


para 1=20, +l, +2, ..., 
l 


Xx, = P—arecos + 2mxa =2m9g para m=0, +l, +2, ... 


E 
X, = f + arccos S yr) + 2p1=(2p+1)rparap=0,+l,+=2,..., 
A 
Xx, =BPB— aarccos — 77) + 208 =2arccos ya + Ra Dr 


para y=0, z+l, =2, ... 


Sin embargo, no todas estas series entran en el RVA de la ecua- 
ción inicial: para cualquier raíz de las series segunda y tercera es 
evidente que sen x=0 debido a que no existe cotg (1 sen x). Por 
consiguiente, estas series no pueden ser soluciones «kde la ecuación 
inicial. En lo que se refiere a las raíces de las series primera y cuarta, 
todas éstas entran en el RVA de la ecuación inicial: los cálculos re- 
queridos (que pueden realizarse, por ejemplo, análogamente a la re- 
solución de los ejemplos 2—4 dados en el $ 5, Parte II) señalan que 
para estas raices cos x3£ +l, sen x350, senx=—x3 1. Pues así, la 


1 Al transforimar la tercera serie se ha utilizado la expresión obtenida en es pro- 
blema 10 del $ 5, Parte ll. 
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solución de la ecuación inicial comprende dos series x, y x, indicadas 
anteriormente. 

A veces, algunas series de raíces de la ecuación trigonométrica 
se logran reuniéndolas mediante una sola fórmula. Por ejemplo, en 
el problema considerado, las series x, y x, son fáciles de representar 
en la forma 


] 
x= 2 arcc0S 3 +n para l=0, +l, +2, ... 
(los valores pares de ! =2f1 dan la primera serie y los impares de 
[=2— 1, la cuarta serie). Sin embargo, esta agrupación no es obll- 
gatoria (y no siempre es cómoda); se puede dejar la respuesta defini- 
tiva en forma de varias series. 


Las ecuaciones trigonométricas contienen expresiones trigonomét- 
ricas más o menos complejas. Como se sabe, no existe un método 
único con cuya ayuda se podría resolver cualquier ecuación de funciones 
trigonométricas. Pero, la finalidad consiste en la transformación de 
las expresiones trigonométricas, que forman parte de la ecuación, de 
modo que la ecuación considerada se reduzca a una elemental, o bien 
“se descomponga” en unas elementales. 

En cada ejemplo concreto se ha de aplicar su propio método de 
transformación de la ecuación considerada. De vez en cuando resulta 
necesario variar diferentes transformaciones, probar distintas ideas 
de que se elija el método que conduzca a la solución. 

Y sólo el buen conocimiento de las fórmulas trigonométricas 
y el dominio correcto de las transformaciones trigonométricas (véase 
el $2, Parte IT) pueden proporcionarnos el éxito; esto puede lograrse 
sólo con una práctica intensiva. 

Muchas ecuaciones trigonométricas admiten distintos métodos 
de resolución: en dependencia de la idea en que se basa la resolución, 
cómo se transforman las expresiones trigonométricas que entran en 
la ecuación. Subrayemos que en este caso la forma de anotación de 
las soluciones depende a menudo del método elegido para la resolución, 
y si queremos demostrar la equivalencia de dos formas diferentes de 
anotación de la solución, lendremos que recurrir a las transforma- 
ciones complementarias. 

Esto tiene importancia porque los estudiantes, después de resolver 
una ecuación trigonométrica, a veces empiezan a resolverla, “para el 
control”, de otro modo y obtienen una solución distinta, la cual se 
toma conto una confirmación de que la primera solución es incorrecta; 
los estudiantes tratan de encontrar errores inexistentes gastando 
para ello mucho tiempo y esfuerzos en lugar de realizar las transfor- 
maciones requeridas de las soluciones y convencerse de su identidad. 

Además, se requiere resolver la ecuación trigonométrica propuesta 
aplicando otro método cualquiera (es deseado: por un método más 
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sencillo y breve), sin recurrir a otras formas de transformaciones de 
la solución. 

En el proceso de las transformaciones de la ecuación se ha de ob- 
servar la equivalencia para que no se pierdan las raices (por ejemplo, 
al dividir el primero y segundo miembros de la ecuación por un factor 
común) ni se adquieran raíces extrañas (por ejemplo, al elevar al cua- 
drado ambos miembros de la ecuación). Además de esto, es necesario 
controlar por separado si las raíces obtenidas de la ecuación conside- 
rada pertenecen al RVA. En todos los casos necesarios (o sea, cuando 
se han realizado las transformaciones no equivalentes), debe, obliga- 
toriamente, realizarse la comprobación. 

Todas las cuestiones similares referentes a la resolución de las 
ecuaciones (incluso las trigonométricas), asi como algunos ejemplos 
son considerados detalladamente en el $9, Parte 1. Por eso, aquí 
no nos detendremos especial mente en estos casos. 

Los ejemplos que se examinan a continuación, en términos gene- 
rales solamente ilustran recomendaciones que deben ser tenidas en 
cuenta, al resolver las ecuaciones trigonométricas. Sin embargo, no 
hace falta pensar que estas recomendaciones tienen un carácter uni- 
versal y que en todos los casos conducen a las soluciones. 

Es sumamente conveniente resolver muchas ecuaciones trigono- 
métricas que contienen el seno, el coseno y la tangente, pasando 
previamente a una sola función cualquiera. En particular, a veces 
se logra simplificar la ecuación con ayuda de la sustitución universal, 
es decir, la sustitución de todas las funciones trigonométricas integran- 
tes, por la tangente del semiángulo. 

Sin embargo, es necesario recordar que esta transformación re- 
duce el RVA y por eso puede provocar la pérdida de raices (véase el 
problema 15 del $ 9, Parte 1). Por lo tanto, la sustitución universal 
debe acompañarse de las investigaciones complementarias requeridas. 

4. Resolver la ecuación 


(1— tg x) (1 + sen2x) = 1 + tg x. 


Son muchos los métodos para resolver esta ecuación. Pero, lo 
más pronto que conduce a la solución es la sustitución universal: 
expresando sen 2x por tg x, obtenemos la ecuación 


2t 
(6) (14 En) =1+18x, 


que es equivalente a la inicial (ya que tg x existe en el RVA de la ecua- 
ción inicial). Reduciendo el segundo factor del primer miembro a un 
denominador común y despejando el denominador (esto es posible, 
porque 1+tgix>£0), llegamos a una ecuación “descomponente” 
te x(1 +tgx) =0 que tiene dos series de soluciones: 


x =kn, a =—I+m, R, n=0, +1, di 
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Los estudiantes, al resolver las ecuaciones trigonométricas que 
contienen las funciones trigonométricas de los argumentos múltiplos, 
a veces se esfuerzan por pasar a las funciones del propio argumento; 
en este caso resulta una ecuación algebraica de alto grado respecto a 
sen x (o cos 1). No obstante, en muchos casos es más cómodo pasar 
de tos cuadrados de las funciones trigonométricas a las funciones de ar- 
gumento doble, aplicando las fórmulas 


cost x == 12(1 +cos 2x), sen? x = 1/2(l— cos2x), (6) 


disminuyendo de tal modo la potencia de la ecuación obtenida. Este 
procedimiento reduce los cálculos y además de esto, permite anotar 
automáticamente la respuesta en la forma más compacta. 

5. Resolver lu ecuación 


cosi y 4- sentx =2c0s (2: Z 3) COS (2:—F) E 


Es fácil reducir el segundo miembro de esta ecuación a la forma 
1/2 +c0s4x. Luego, si expresa mos cos 4x por cos x y en el primer miem- 
bro de la ecuación inicial sustituimos sen?x por 1—.cos' x, enton- 
ces ésta se reducirá a la ecuación bicuadrada 12 costx— l2cos?x +1 = 
== () (respecto a cos x). 

Designando por y la expresión cost x, obtendremos una ecuación 
de segundo grado 12y?—12y +1 =0 cuyas soluciones sort: 

3-V6 34 V 4 
Y, NE , E a 


La primera raíz y, nos lleva a la ecuación cos 3 x =(3— Y 6)/6; 
puesto que O0< y, < 1, esta se descompone a su vez en dos ecuaciones: 


COS X= y Ya A x=— a A ; 


y cos 


de donde obtenemos dos series de soluciones de la ecuación inicial. 
Análogamente, la segunda raíz y, conduce más a dos series de solucio- 
nes de la ecuación inicial (el mismo lector puede escribir todas las 
cuatro series «de ecuaciones). 

Naturalmente, la solución expuesta no hace ningunas objeciones 
por esencia porque es del todo correcta. Pero, es mejor y más económico 
otro procedimiento de solución de la ecuación inicial, que permite 
reducir todo a la consideración de una ecuación trigonométrica ele- 
mental y obtener la respuesta en forma de una sola fórmula. 

En la ecuación cost x+sent x= 1'2 +cos 4x transformaremos 
no cos 4.x sino que, al contrario, expresaremos cost x y sent x por el 
coseno del argumento cuádruplo, para lo cual aplicaremos la fórmula 
(6). Cálculos bastante sencillos nos conducirán en seguida a la ecua- 
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ción cos 4x = 1/3, de donde 
x=+-p arcos +, para k=0, +l, +2, ... 


Notemos en particular que la aplicación de la fórmula (6) siempre 
ermite resolver la ecuación cuadrada respecto a cos 2x, en lugar de 
a ecuación bicuadrada respecto a cos x (o sen x), que exige menos 

cálculos y permite escribir la solución en una forma más sencilla. 

6. Resolver la ecuación 


4 cos? (2—-6x) +- l6 cos? (1 — 3x) = 13. 


Para abreviar la ecuación, al designar 1—3x por y, ésta la escri- 
biremos en Jorma de 4 cos? 2y -+ 16 cos* y = 13. Claro está que el pri- 
mer sumando del primer miembro puede transformarse por la fór- 
mula del argumento doble: como resultado se obtendrá la ecuación 
bicuadrada respecto a cos y. Pero, sí transformamos el segundo su- 
mando del primer miembro por la fórmula (6), llegaremos a la ecua- 
ción de segundo grado 4 cos* 2y +8 cos 2y—5 =0. 

La ecuación de segundo grado 42? + 82—5 =0 respecto a 2 =c0s 2y 
tiene dos soluciones: z, =— 5/2, 2, = 1/2. Por consiguiente, tenemos 
que resolver dos ecuaciones: cos 2y =— 5/2 y cos 2y = 1/2. Ya que 
lcos 2y |< 1, la primera ecuación no tiene raices, y de la segunda se 
deducen fácilmente las raíces de la ecuación inicial 


repif+E, para k=0, +l, 42... 


Se recomienda al lector que observe por qué la solución puede anotarse 
en tal forma. 

La aplicación acertada de las fórmulas de transformación del pro- 
ducto de las funciones trigonométricas en la suma (diferencia) de tales 
funciones (o a la inversa) conduce a menudo a la solución siguiendo 
un método más breve. Al resolver las ecuaciones es muy útil calcular 
mental mente el resultado de la aplicación de estas fórimulas y ver las 
posibilidades que se obtengan. 

7. Resolver la ecuación 


sen 4x + 3 sen 2x = tg x. 
Algunos estudiantes proceden del modo siguiente: al multiplicar 


esta ecuación por cos x y aplicar las fórmulas del argumento doble, 
Megan a la ecuación 


sen x (8 cost x + 2 cos? x— 1) =0, 
que se resuelve luego por métodos ya conocidos. 
Mientras tanto, es más fácil proceder de otro modo. Si se desarro- 


lan los productos obtenidos sen 4x cos x y 3 sen 2xc0s .x, una vez mul- 
tiplicada la ecuación inicial por cos x, en sumas de las funciones tri- 
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gonométricas, llegaremos a la ecuación sen 5x 4-4 sen- 3x + sen x= 
= (). Más adelante, el primer y el tercer sumandos del primer miembro 
de la última ecuación los transformaremos en un producto de funcio- 
nes trigonométricas; como resultado obtenemos que sen 3x(cos 2x + 
+ 2) =0. Esta ecuación “se desintegra” en dos: la primera (sen 3x = 0) 
da una serie de x =£1/3,k=0, +1, +2,..., y la segunda, (cos 2x + 
+ 2 =0) no tiene raíces. 

Una comprobación (necesaria, dado que la multiplicación por cos x 
amplió el RVA) muestra que la serie hallada es la solución de la ecua- 
ción inicial. 

En imuchos casos, al resolver las ecuaciones trigonométricas, se 
aplica con éxito un método especial: designación de cierta combino- 
ción de funciones trigonométricas por una nueva incógnita y la solución 
de la ecuación para esta incógnita. Naturalmente, hay que tener una 
expertencia para ver una combinación apropiada. 

8. Hallar todas las soluciones de la ecuación 


1 + sen? x +<08% x == 5 sen 2x. 


Se comprende fácilmente que los miembros de la izquierda y de la 
derecha de esta ecuación se expresan por la suma y el producto sen x 
y cos x. Utilizando la identidad  a*+b*= (a +- b) (a?— ab + 6?) 
escribiremos la ecuación considerada en forma de 


l -+ (sen x ++<0s x) (| — sen x cos x) = 3 sen x cos x. 
El producto sen x cos x se expresa a su vez por la suma ser x + cos x 
mediante una identidad trigonométrica ”. 
2 sen x cos x = (sen x++c<os x— 1. 


Por eso, es natural designar la suma sen x+<cos x por y y escribir la 
ecuación inicial en forma de 


De esta manera hemos llegado a una ecuación algebraica con la 
incógnita y. Agrupando todos sus términos del primer miembro y 
sacando y-F1 fuera de paréntesis, obtendremos la ecuación (y +1) x 
Xx (y? + 2y— 5) ==0, que tiene tres raíces: 


y=—=1, y =—14V 6, y =—1-V 5. 
La primera raíz conduce a la ecuación 


senx+c0sx=-—], O bien sen («+ 2) =— LE, 


M En ocasiones resulta útil la fórmula análoga 2 sen x cos x= 1 — (sen x- 
— Cos x)*. 
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de donde obtenemos una serie de soluciones: 


O Fan, n=0, +1, +2, ... 


En lo que se refiere a la segunda y tercera raices, estas superan a 
V2 en su magnitud absoluta, mientras que 


[sen x-+ cos x | > VW 2Bsen(x+<) ISV 2, 


y, por consiguiente, estas raices no dam soluciones de la ecuación 
inicial. 
9. Resolver ta ecuación 


tg" 2x + cotg? 2x + 2tg 2x + 2 cotg 2x =6. 


Notemos que 2tg 2x cotg 2x =2, a razón de que se puede escribir 
la ecuación dada en forma de 


(tg 2x + cotg 21)? + 2 (tg 2x + cotg 2x) —8 —0. 


Designando por z la suma tg 2x + cotg 2x llegamos de tal modo a 
lá ecuación de segundo grado 2*+2z—8==0, cuyas raíces son 
21 =—4 y 2¿=2. Ahora tenemos que considerar dos posibilidades 
correspondientes a cada una de estas raíces: 


tg 2x + cotg 2x =—4 y tg 2x + cotg 2x = 2. 


Mediante la sustitución de cotg 2x por 1/tg 2x estas ecuaciones 
se reducen a las de segundo grado respecto a tg 2xr: a cada raíz de la 
ecuación de segundo grado le corresponde una serie de soluciones. 

Si transformamos preliminarmente la suma de la tangente y la 
cotangente, se exigirán cálculos más fáciles para hallar la solución: 


tg 2x + cotg 2x == 


sen Ax * 


En este caso la raíz 2, nos conducirá a la ecuación sen 4x= - 172, 
de donde obtendremos la primera serie de soluciones 


=(—Ipnz4Z para =0, +l, 42 ..., 


y la raíz 2,, a la ecuación sen 4x= 1 que nos da la segunda serie 
A= +5 para n=0, +1, +2, ... 


Es fácil convencerse de que todos los valores de ambas series perte- 
necen al RVA de la ecuación inicial. 

A menudo, al resolver las ecuaciones trigonométricas, conduce a 
la solución la agrupación acertada de los términos. Sin embargo, a 
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veces cuesta irabajo encontrar tal agrupación acertada: para esto es 
ha de buscar diferentes posibilidades. 
10. Resolver la ecuación 


4 sen x+2c0sx=2-+ 3 tg x. 


A primera vista esta ecuación parece bastante sencilla aunque 
nos dará mucho que hacer. Notemos que el método de resolución con 
ayuda de la sustitución universal, que aparenta natural, en realidad 
conduce a la ecuación de cuartó grado respecto a tg (x'2). 

Tratemos de agrupar los miembros de la ecuación considerada de 
tal modo que resulte una ecuación “desintegrante”. Multiplicando todos 
los miembros de la ecuación inicial por cos x (naturalmente, en este 
caso se amplia el RVA y por eso al final deberá verificarse si resultan 
o no las raíces extrañas) y permutándolos al primer miembro, obten- 
dremos 

4 sen x cos x +2 cos? x—2 cos x— 3 sen x =0. 


¿Puede descomponerse el primer miembro de esta ecuación en 
factores? En todo caso, no es explícito cómo proceder, y hemos de 
poner a prueba diferentes variantes. 

Es fácil convencerse de que la agrupación del primer término con 
el segundo, del tercero con el cuarto y del primero con el cuarto y 
del segundo con el tercero no sirve de nada. Tratemos de agrupar el 
primer término con el tercero y el segundo con el cuarto: 


2 cos x(2 sen x— 1) + (2 cost x— 3 sen x) =0. (7) 


Luego, el segundo sumando en (7) puede escribirse en la forma de un 
trinomio de segundo grado (respecto a sen x): 2 cos? x—3 sen x= 
= 2—3 sen x—2 sen? x. Pero, el trinomio 2y? 4 3y—2 se descompo- 
ne fácilmente en factores: 2y* + 3y— 2 = (2y— 1) (y +2). Por io 
tanto, el segundo sumando de (7) se representa en forma de un produc- 
to: 2cos* x—3 sen x =— (2 sen x— 1) (sen x+ 2) y, por  consi- 
guiente, la ecuación puede anotarse así: 


(2 sen x— 1) (2 cos x—sen x— 2) =0. 


Esta ecuación “se descompone” en una más simple, sen x = 1/2, 
de donde 


x=(— 1h +4n, parak=0,+*1,+23..., 
y en la ecuación sen x—2 cos x =—2 del tipo (1), de donde 
2 
Xx. =2n1, x, =—2 o E 
para n, m=0, +1, +2, ... 
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Todas las raices de las tres series obtenidas entran en el RVA de 
la ecuación inicial, o sea, son sus soluciones. 
11. Resolver la ecuación 
cos (13%) — 2 cos? (113%) + 2 cos (4103) —eos (713%) =- 
= sen (13*) + 2 sen? (113%) —2 sen (413%) -- 2 sen (13*1) —sen (713%). 
Para que la ecuación sea más evidente, designemos 13% por y, 
entonces la ecuación considerada tomará una forma común: 
cosy—2c0os* y |-2 cos 4y—eos 7y= 
= sen y--2 sen? y—2 sen 4 y 4-2 sen 3 y—sen7 y. 
Después de permutar todos los términos al primer miembro y 
aplicar diferentes métodos de agrupación, puede hallarse como más 
aceptable: 


(cos y — Cos 7 y) + (sen 7y — sen y) + 2(c054y -+ sen dy) — 
— 2 (cos! y + seny?) — 2 sen 3y =0, 


de «donde 
2 sen 4y sen 3y + 2 sen 3y cos 4y + 2 (cos 44 + sen 44) — 
—2 (sen 3y + 1) =0. (8) 


Si ahora sacamos fuera del paréntesis 2 sen 3y de los primeros dos tér- 
minos y comparamos la expresión obtenida con el tercer término, 
será evidente que estos tres términos se representan en forma de un 
producto de dos factores, uno de los cuales coincide con el último tér- 
mino de la ecuación (8). Por eso la ecuación (8) puede ser escrita en 
la forma descompuesta: 


(sen 3y +1) (sen 4 y + cos4y— 1) =0, 


lo que da la posibilidad de escribir tres series de sus soluciones: 
_ a , 2én na MR 
E E 


donde k, ft, m. son los números enteros arbitrarios. 
Al recordar que y =313*, llegaremos a un número infinito de ecua- 
ciones para determinar las raices de la ecuación inicial: 


l , 2k > 


39 =—3+3 para k=0, +£l, 262, .-.; | 
39=>3 para n=0, <+l, 22, ...:; l (9) 
== 47 para m=0, +l, +2, ... | 


Es decir, cualquier valor de x que satisface a la primera ecuación 
(9) para cierto valor entero de k, es la solución de la ecuación inicial. 
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Por consiguiente, tenemos que hallar todas las soluciones de la pri- 
mera ecuación (9) para cada valor entero de £. Lo mismo ocurre con 
las dos ecuaciones restantes (9). 

Algunos estudiantes no comprenden el sentido de las expresiones 
obtenidas (9) considerándolas como un sistema de ecuaciones, esto 
es, buscando sólo aquellos valores de x que (para ciertos números 
enteros de k, n, m) satisfagan a la vez tres ecuaciones (9). A veces 
se cometen errores cuando se determinan las raices de las ecuaciones 
(9). De vez en cuando, las raíces de estas ecuaciones se escriben for- 
mal mente (por ejemplo, se afirma que las raíces de la primera ecuación 
(9) “son los números logs l(— 1/6) + (2%/3)1, donde k es un número 
entero cualquiera”), sin recurrir a un análisis correcto y necesario 
para aquellos valores de k, n, m (como números enteros) para los 
cuales las ecuaciones (9) tienen soluciones. 


Entre tanto, antes de resolver las ecuaciones (9) hay que recordar 
que la ecuación 3* = a liene una sola solución (única) para a positiva, 
que se anota por la fórmula x= logs a. Por eso, las ecuaciones (9) 
sólo tienen soluciones para los valores de £, n, m (enteros) cuando los 
segundos miembros correspondientes de las relaciones (9) son positivos. 
Es fácil ver que el segundo miembro de la primera ecuación (9) es 
positivo para k>0 enteros; el segundo miembro de la segunda ecua- 
ción (9), para n>0 enleros; el segundo miembro de la tercera ecuación 
(9) para m >0 enteros. De tal modo, sólo para los valores indicados 
de k, n, im podemos resolver las ecuaciones (9); los valores de x, obte- 
nidos como resultado de lo expuesto, son precisamente soluciones 
de la ecuación inicia): 


x=108, (—+%) para k=1, 2, ...; 


x= log, 5 para n=1, 2, ...; 


s 


x= log, (5+2) para m=0, 1,2, .... 


A menudo nos encontramos con problemas en que se exige buscar 
no todo el conjunto de raices de una ecuación trigonométrica sino 
aquéllas que satisfagan las condiciones complementarias indicadas 
en el problema (por ejemplo, cuales se hallan entre los límites deter- 
minados). 

Estos problemas pueden resolverse del modo siguiente: se escriben 
todas las raices de la ecuación que se tienen que resolver, y después 
se escogen aquéllas para lascuales se verifican las condiciones comple- 
mentarias. Por lo demás, a veces resulta más fácil prescindir las 
soluciones de la ecuación, hallando inmediatamente las necesarias. 
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12. Hallar lodas las soluciones de la ecuación 
VI +sen 2x—V 2c053x =0, (10) 


comprendidas entre n y 3/2. 

Esta ecuación se puede resolver elevándola al cuadrado, pero 
en este caso, al final de la resolución tendremos que omitir todas 
las raíces extrañas y de las que queden, escoger aquéllas que satis- 
fagan la desigualdad x<x<3n:2. Vamos a elegir otro método de 
solución. 


Dado que V T+sen2x = [sen x++<osx |, la ecuación (10) puede 
escribirse así: 
[sen x +c0s x | —Y 2 cos 3x =0. 


Para resolver esta ecuación hay que deshacerse del módulo. Sin embar- 
go, no hay que considerar todos los casos posibles, En efecto, debe- 
mos hallar sólo aquellas raices de esta ecuación que satistagan la 
desiguáldad 1 <x<3x1/2. Pero, el seno y el coseno son negativos en 
el tercer cuadrante (¡en el intervalo que nos interesa!), a consecuencia 
de lo cual la ecuación inicial se reduce a la forma 


(senx + osx) FM 2cos3x =0, 
o bien, una vez realizadas las transformaciones evidentes, 


, 


cos (25 Jocs(x+3) =0. 

Luego, se describen en la forma habitual las series de soluciones 
se esta ecuación “desintegrante” escogiendo de estas series aquellas 
daíces que se encuentran entre x y 3 1/2. Se puede proceder también 
rin estos cálculos obteniendo de inmediato la respuesta que nos in- 
teresa. 

En realidad, examinemos primeramente la ecuación cos [2x— 
— (11/8)] = 0, o buen, designando 2x— (1/8) por £, la ecuación cos f = 
= 0. Nos interesan sólo los valores de x que satisfacen la desigualdad 
an <x<g3n/2; de aquí se deduce que 


sT T TT 
21—F <2x— q <3n— E 


De esta manera, para nosotros sólo son necesarias las raíces de la ecua- 
ción cos £ =0 que están comprendidas entre 2x1 — (3/8) y 31— (21.8). 
Recurriendo a la gráfica de la función y =cos i (fig. 36) es fácil cor- 
vencerse de que en este intervalo el coseno se convierte en cero una 
sola vez: en el punto ¿=5x/2. Por lo tanto, 

Dx rn  3r 21x 


==» de donde x=. 
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Del mismo modo nos convenceremos de que entre a y 310/2 hay un 
solo valor de x, a saber: x=11l 1/8, que satisface la ecuación 
cos lx + (5118)1 =0. 

Muy a menudo se tiene que recurrir al método de escoger las so- 
luciones de una ecuación trigonométrica cuando ésta se obtiene de 
una ecuación inicial de tipo “combinado” (por ejemplo, de una ecua- 
ción que comprende funciones Jogaritmicas y trigonométricas). En 
estos casos, las desigualdades que determinan el RVA de la ecuación 
inicial hacen el papel de condiciones “complementarias”. 

13. Resolver la ecuación 

log - y: 6. (sen 3x + sen x) = log. ye - 6. sen 2x. (11) 
10 To 


Se eliminan inmediatamente los logaritmos que participan en el 
enunciado del problema, pero, sería un error grave afirmar que la 
ecuación inicial es equivalente a la ecuación 


sen 3x + sen x = sen 2x, (12) 
orque el paso de (11) a (12) erssarncha el RVA y por eso entre las so- 
uciones de la ecuación (12) pueden encontrarse extrañas. 


Por consiguiente, según la afirmación B del $9, Parte l, para 
resolver la ecuación inicial (11) es suficiente resolver la ecuación (12) 


Fig. 56 


y tomar sólo aquellas soluciones «que entran en el RVA de la ecua- 
ción (11), es decir, que satisfacen a las desigualdades 


sen3x +sena>0, sen2x>0, —6<x<0O (13) 


(¡obtenga estas desigualdades usted mismo!). 

La ecuación (12) se escribe inmediatamente en forma de 2 sen Xx 
x2xcosx =sen2x. Ya que sen 2x>0 en el RVA de la ecuación ini- 
cial (véase (1:3)), al realizar la reducción por sen 2x, obtenemos la 
ecuación cos “== 1/2, de donde 


1 
1=33 -— 21 parark=0, +1, +2, ... 
De estas soluciones tenemos que escoger precisamente aquéllas que 


satisfacer las condiciones (13). 
En este caso será más cómodo examinar dos series de soluciones 
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de las ecuaciones (12), en lugar de una sola fórmula obtenida para 
las raices: 


Xy =3 + 2nx, A =—3 + 2mx para 1, m=0,+1l,+2,... 


y para cada una de éstas hallar por separado los valores (enteros) de 
n y m para los cuales las raices correspondientes salisfagan las tres 
desigualdades (13). 

Primeramente examinemos la primera serie x,. La más “fuerte” 
de las restricciones (13) es, evidentemente, la tercera; por esta razón 
empezaremos por ésta: esto nos dará la posibilidad de realizar una gran 
“depuración” entre las soluciones. 

Para la primera serie de soluciones de la ecuación (12), la tercera 
de las desigualdades (13) tiene la forma de 


—6<3 + 2n1 <O0; (14) 


no debemos olvidar que nos interesan solamente las soluciones en 
números enteros de esta desigualdad. Es más fácil hallar estas solu- 
ciones mediante la solucción directa. Es comprensible que para cual- 
quier número entero n>>0 el miembro medio de la desigualdad (14) 
es positivo, y por eso ningún valor entero no negativo de n satisface 
esta desigualdad. Luego, para cualquier número entero 1 <—2 te- 
nemos (teniendo en cuenta que x1>3): 


+21 < 7 —41 = ES —2=-—31 < —£6, 
es decir, ninguno de Jos valores de número entero de 1 <—-2 satis- 
face la desigualdad (14). Por consiguiente, nos queda por comprobar 
si el valor de 1 =— 1 satistace la desigualdad (14). Ya que con este 
valor de rs el miembro medio de la desigualdad (14) es, evidentemente, 
negativo y ya que (en vigor de que 1<3, 2) 


x Sr. 5:3,2 Lo 
—21-= EE E 03 4d —6, 
está claro que el valor de n =— 1 satisface la desigualdad (14). 
Asi, de toda la primera serie x, de soluciones de la ecuación (12) 
un solo valor de x* =—5x1:3 satisface la tercora desigualdad (13). 
La verificación directa demuestra que este valor satisface también 
dos * otras desigualdades (13), o sea, x* =—5n 3 es la raíz de la 


ecuación inicial (11). 


Y Mientras tanto, es suficiente efectuar esta verificación para establecer solamen- 
le la desigualdad sen 2x* > 0. Si recordamos tuego que x* es la raiz de Ja ecunción 
(12), es decir, sen 3x*-+ sen x*= sen2x*, será evidente que la desigunidad sen 3x* 
+ sen x*> 0 resulta de la desigualdad sen 2x* > 0. 
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Análogamente podríamos examinar la segunda serie x, de las 
soluciones de la ecuación (12), pero llegaremos más rápidamente a 
la finalidad si comprobamos al principio la segunda de las desigual- 
dades (13). Esta comprobación demuestra que ninguna de las raíces 
de la segunda serie x, satisface la condición sen 2x>0 y, por consi- 
guiente, no es una raíz de la ecuación (11). 

Se encuentran problemas en los cuales se tienen que escoger tam- 
bién raíces de las ecuaciones trigonométricas, pero por otra causa: 
hay que hallar sólo aquellas soluciones que son comunes, por ejemplo, 
para dos ecuaciones trigonométricas. 

14. Resoluer la ecuación sen Tx +-cos2x =-— 2. 

A primera vista puede parecer que este problema no tiene nada de 
particular. No obstante, a medida que realizamos las transfor maciones 
se esclarece que esta ecuación es de un carácter excepcional: ésta no 
“se descompone en varias ecuaciones simples, sino se reduce a un sis- 
tema de dos ecuaciones trigonométricas (simplisimas) con una incógnt- 
ta. 

Escribiendo la ecuación inicial en la forma 


ll +cos (5 —7x)1 +l(1+c0s2x)] =0 


y transformando cada uno de los términos entre corchetes, obtendre- 
mos la correlación 


cos? (5-4) +. cost x =0. (15) 


Como se sabe, la suma de cuadrados de dos magnitudes es igual a cero 
cuando y sólo cuando ambas estas magnitudes son iguales a cero. Por 
consiguiente, la ecuación inicial es equivalente al sistema de dos 
ecuaciones con una incógnita 


cos (37) =0, (16) 


Hace falta, por lo tanto, obtener todas las soluciones del sistema (16), 
es decir, todas las xx, que satisfacen ambas ecuaciones de este sistema. 
La primera ecuación del sistema (16) tiene una serie de raíces 


o para k=0, +1, +2, ..«»p 
mientras que la segunda, 
x=35 +- an paran=0, +l, +2, ... ; 


es necesario elegir lodos los valores de x que pertenecen, a la vez a estas 
dos series (es decir, hay que hallar todos los valores de x que se ob- 
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tengan para cierto £ entero de la primera serie y para algún n entero 
de la segunda). 

Para eso es conveniente hacer uso del circulo trigonométrico *' 
Marquemos con puntos los valores de x que pertenecen a la primera 
serie para k=0, 1,2,... , 6 (fig. 57). Se ve que los puntos que repre- 
sentan los demás valores de x de esta serie (para los demás valores 
de £), se reiteran dentro de siete unidades (por ejemplo, el punto que 
corresponde al valor de x p a kR=39 coincide con el punto cotrespon- 
diente al valor de x para k =2, etc.). Los valores de x de la segunda 
serie se marcan con cruces para n=0, 1; los puntos que correspon- 
den a los demás valores de n se repiten dentro de dos unidades. 

De la fig. 57. se deduce que las series a examinar tienen como co- 
munes aquellos valores de x a los cuales les corresponden el extremo 


superior del diámetro vertical; estos valores se obtienen de la segunda 
serie para n =2p, siendo p =0, «El, -e2, ... , y de la primera, para 
k=7q +1, cuando q=0, +1, 42, ..... 

De esa manera, la solución del sistema (16) y, por consiguiente 
de la ecuación inicial es siguiente: 


== +-2pxr, siendo p=0, +1, +2,... 


En la resolución efectuada se ha utilizado la transformación de 
la ecuación inicial en la forma (15). Sin embargo, no es difícil 
comprender cómo pasar sin tal transfor mación. 

n efecto, examinemos atentamente la ecuación inicial. Su pri- 
mer miembro es la suma del seno y del coseno, mientras que el se- 
gundo, un número,— 2. Pero, según las propiedades del seno y del 
coseno, las desigualdades sen 7x>=— 1, cos2x>—I, son válidas 
para toda x, de donde al sumar estas desigualdades, obtenemos 
sen 7x + cos2x>—2. Por lo tanto, la ecuación inicial se satisface úni- 

1) La selección de los valores de x que pertenecen a ambas series indicadas es 


posible realizarla del todo analiticamente (sin utilizar el efrculo trigonométrico), es 
decir, aplicando el método usado en el problema 4 del $2, Parte 1. 
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camente en el caso de que cada uno de ambos suinandos de Su primer 
miembro sean iguales a — l, es decir, cuando x satisfaga simullánea- 
mente a las dos ecuaciónes 


sen7x==-_1l, cos2x =—l. 


Tenemos de nuevo el sistema de dos ccuaciones con una incógnita: 
su resolución puede practicarse como en el caso del sistema (16). 
15. Resolver la ecuación 


2sen (x +5) =tgx +cotgx. (17) 


Después de las transformaciones clementales, la ecuación a exa- 
minar se reduce a la forma siguiente: 


/ n > 
sen | x= ¿senZx=l, 


5 E ú f s (18) 
cos («—)—cos| 3x4) = 2. 


Se obtiene la ecuación del mismo género que ha sido analizada en el 
ejemplo precedente; sin ninguna dificultad el lector efectuará por 
s1 mismo, los razonamientos posteriores. 

No obstante, al considerar atentamente la «ecuación (18) puede 
concebirse la idea de que la utilización acertada de las propiedades 
de las funciones trigonométricas permite no realizar transformacio- 
nes que están demás. Aquí, para encontrar la solución, conviene tomar 
en consideración que el seno de cualquier argumento no supera a la 
unidad por su valor absoluto. 

Por lo tanto, el producto del primer miembro de la ecuación (18) 
uede ser igual a | solamente en dos casos: cuando cada uno de los 
actores es igual a 1, o cuando cada uno de ellos es igual a — 1. De 

ese modo, el número x será una raíz de la ecuación cuando y sólo 
cuando este número satisfaga uno de los dos sistemas de ecuaciones 


f : y f í 
sen (0 =], sen (xi =— 1, 
A 4 19) N 4 ? 

sen2x = 1 sen 2x =-— 1. 


Examinemos el primer sistema. De su segunda ecuación tenemos: 
x =30/4 /- kx, para k=0, +1, +2, ... Sustituyendo estos valores 
de x en su primera ecuación, obtenemos sen [(1/2) -F£n]= 1, lo que 
es válido solamente cuamdo los valores de £ son pares, es decir, 
para k =2n, donde n=0, + 1, 422,... Por lo tanto, como soluciones 
del primer sistema serán: x =10/4 + 2n1, donde n. es un número entero 
cualquiera. 

En el caso de resolver del mismo modo el segundo sistema nos 
cercioramos de que el último no tiene soluciones. Por consiguiente, 
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las IAS halladas del primer sistema son raíces de la ecuación 
inicial. 

Sin embargo, la solución más corta de la ecuación (17) se obtiene 
como resultado del empleo acertado de las desigualdades. Su segundo 
miembro, por su valor absoluto para cualquier valor de x (admisible), 
es más o igual a 2, mientras que la magnitud absoluta «e su primer 
miembro no supera a 2. De ahí, la ecuación (17) puede satistacerse 
sólo para los valores de x, con los cuales ambos miembros de la ecua- 
ción (17) son iguales a 2 ó— 2. Examinemos estas posibilidades. 

El segundo miembro de la ecuación (17) será igual a 2, si tgx = 
= cotg x = 1, es decir, en caso de x = (1/4) + kar, donde =0, +1,>+2, 
. . . El primer miembro de la (17) tomará este valor cuando x = 11 /4 4 
+2nx, siendo n=0, +1, +2, ... El termino genegrae de estas dos 
series, precisamente, los valores de x =x/4-+ 2n31, donde n es un 
número entero cualquiera, da las raíces de la ecuación (17). 

A continuación. El segundo miembro de la ecuación (17) es igual 
a—2 cuando x =31/4 +nx, donde 1 =0, +1, +2, ... Sin embargo, 
con estos valores de x el primer miembro de la ecuación (17) es igual 
a cero y por lo tanto esta ecuación no se satisface. 


Las ecuaciones trigonométricas, que además de las incógnitas 
contienen parámetros componen un grupo especial. Al resolver estos 
problemas, ante todo, hace falta encontrar los valores de los pará- 
metros para los cuales existern soluciones. Sin duda, hay que hallar 
también mismas soluciones (en función de los parámetros). 

Aunque, al resolver los problemascon los parámetros, no son nece- 
sarios algunos conocimientos complementarios, los razonamientos 
requeridos, a veces, pueden manifestar ciertas dificultades lógicas 
y técnicas. 

16. Hallar todas las soluciones reales de la ecuación 


sen x + cos (u +x) + cos(a— x) == 2 


para cada número real. 
Sumando el segundo y tercero término del primer miembro, 
obtenemos inmediatamente la ecuación del tipo (1): 


sen x+2c0s acos x=2. 


Es natural que hay que resol verla con ayuda del método de la intro- 
ducción del ángulo auxiliar; no obstante, es necesario tener en cuenta 
diversas posibilidades que surgen para distintos valores del pará- 
metro a. 

Es posible escribir las condiciones que determinan el ángulo auxi- 
liar de la forma siguiente: 


e Y 1+4c03? a ' 


2c0s a 
cos : 19 
p AS 1 +4 co3? a CI 
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en este caso la última ecuación se reduce a la siguiente 


cos (x — fP) = (20) 


2 
Y T-F4cos! a” 
Como se sabe, esta ecuación tiene sus raíces solamente si el segundo 

miembro no supera a | por su módulo. Sin embargo, ya que este miem- 
bro es positivo (¡raíz aritmétical) para cualquier parámetro a, la 
ecuación (20) tiene sus soluciones sólo para los valores del a, que sa- 
tisfacen la desigualdad 

a | 

Y T+F4 cosa 


(para los demás valores de a la ecuación (20) no tiene raíces). 
No es difícil resolver esta desigualdad (véase el $8, Parte 1): 
ésta se reduce a la forma siguiente: costa > 3/4, de donde, 


— 1/6 + kn<a<1/6 + ka, donde k£=0, +1, +2, ... (21) 


Así , la ecuación (20) y la ecuación inicial también tienen solucio- 
nes solamente para los valores de a que satisfacen la condición (21). 

Ya es fácil hallar las mismas soluciones de la ecuación (20) (y, 
por lo tanto, de la ecuación inicial) correspondientes a todo valor 
de a que satisface la condición (21): 


2 
x= PH aJCCOOS === 2n*1í 
úl VEZ i 


siendo n=0, +1, +2,...; 


aquí hace falta sólo sustituir la expresión del ángulo auxiliar f. 

Muchos estudiantes, sin razonamientos especiales, aplicando las 
relaciones (19), toman para f la expresión que se obtiene de la pri- 
mera fórmula (19): 

] 

f = arc sen Via 
Pero el ángulo f que se determina por esta igualdad satisface la 
segunda de las condiciones (19) no para todo valor del parámetro a. 
En realidad, este ángulo se encuentra en el primer cuadrante (ya 
gue bajo el signo del arco seno se halla la expresión positiva para 
todos los valores de a) y por lo tanto, su coseno será también positivo 
para todos los valores del parámetro a. Entretanto la segunda fórmula 
(19) muestra que si cos a<O0, el coseno del ángulo auxiliar debe ser 
negativo. 

Para elegir la expresión necesaria del ángulo auxiliar f puede 
ayudarnos el razonamiento siguiente. Ya que sen f es siempre posi- 
tivo (lo que se ve de la primera fórmula (19)), por lo tanto, es posible 
tomar el mismo ángulo f en el primero o segundo cuadrante. Pero, 
precisamente, en estos cuadrantes se encuentra el arco coseno. 
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Por eso, como el ángulo auxiliar es posible tomar 


2 cos a 
Vi+4cosTa 


Este ejemplo muestra que para los problemas con parámetro 
es imposible tener éxito en cada intento de elegir el ángulo auxiliar 
de manera que éste se encuentre en el primer cuadrante y se exprese 
por una fórmula que sería válida para todos los valores del parámetro 

17. Hallar todas las soluciones de la ecuación 


(sen x + cos x) sen 2x = a (sen? x + cos” x), 


B == arc cos 


que se sitúan entre 1/2 y n. ¿Para qué a esla ecuación no tiene más de 
una solución que satisfaga la condición 1/2 <x<n? 

La ecuación dada puede ser escrita de una vez, en la forma “des- 
componente”: 


(sen x + cos x) (sen 2x— a + asen xcos x) =0, 


debido a que siempre (es decir, para todo el valor del parámetro a) se 
tiene por lo menos una raiz que se encuentre en el intervalo a 
examinar 1/2<x<x, o sea, la raíz x=3m/4 de la ecuación sen 
x +c05x =0. 

Luego, hace falta hallar las demás soluciones de la ecuación ini- 
cial, es decir, las soluciones de la ecuación sen 2x—a-+asenx X 
xcosx=0 ó (2+a) sen 2x= Za. 

Para todo valor del parámetro a distinto de —2, esta ecuación 
puede adoptar la forma siguiente 


sen 2x = (22) 


24 
244 
Sin embargo, solamente tienen interés las raíces de x que se encuen- 
tren entre 10/2 y n. En este caso n <2x<2x, por lo tanto, sen 2x debe 
ser no positivo y no debe ser menor que — 1. En consecuencia, la 
ecuación (22) tiene raices entre 1/2 y an sólo para los valores del pará- 
metro as*—2 para los cuales 

24 
—] < 34780. (23) 
Esta desigualdad se resuelve fácilmente: — 2/3<43<0. 

De ese modo, para cada valor de a que satisface la condición 
—23<a<0, la ecuación (22) tiene raíces entre 1/2 y n; para los 
demás valores de a distintos de —2 no hay tales raices. 

Ahora es necesario hallar las mismas raíces de x de la ecuación 
(22) que se encuentran en el intervalo de n/2 a x, considerando que 
—2/3<a<0. Para esto 2x se denomina con y, y la ecuación (22) 
toma la forma sen y = 2a/(2 +a); deter minemos las raíces de y de 
esta ecuación (para — 2/3X<Xa<0) que satislacen la condición 


220 PARTE ll. TRIGONOMETRÍA 


n<y< 21. Ya que en virtud de la desigualdad (23), el ángulo 


2a 
G% == Arc sen 2Fu 
se sitúa entre —a1/2 y 0 (véase el $5, Parte 11), es fácil entender, 
utilizando el círculo trigonométrico (fig. 58), que la ecuación sen 
y = 2a/(2+a) tiene sólo dos soluciones que satisfacen la condición 
n<y<2r' a saber: 
2a 24 

Yi = arc sen gy € Y, = 28 4 are sen. 
Por lo tanto, como raices de (22) (para — 2-3 < a < 0) que se encuentran 
en el intervalo m/2 q, serán 


_ sz Í 2a LA 2a 
o A a: Be Xy = T-] aL ares 


Así, pues, para—23<a<0, satisfacen la ecuación inicial tres 
números: 3n/4, x, y x;. Á pesar de esto, no hay ninguna razón para 
considerar que la ecuación inicial con cada valor de a en el intervalo 


Fig. 58 


indicado tiene más de una raíz: quizá, para algunos de estos valores 
de a, x, = x¿ = 31/4. Precisamente, esto tiene lugar cuando a =— 2/3 
y sólo cuando a tiene este valor, de Jo que es fácil cerciorarse directa- 
mente. 

Por consiguiente, si —2/3Xa<0, la ecuación inicial tiene tres 
raices en el intervalo 12<x<mxm, a saber 314, x,, x,; para otros 
valores de a, además de a =—2, esta ccuación tiene sólo una raíz 
3n/4. 

Señalemos que ahora hace falta examinar el último caso cuando 
a =-— 2. Con este valor del parámetro a es imposible analizar la ecua- 
ción (22) y debe examinarse la ecuación (2 + a) sen 2x = 2a la 
cual (para u == —2) obtiene la forma siguiente: 0 =—4. Como esta 
ecuación no tiene raíces, la ecuación inicial sólo tiene una raíz 31/4 
en el intervalo entre 1/2 y xx cuando a =-—- 2. 
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EJERCICIOS: 


1. ¿Qué relación existe entre los ángulos « y f si es conocido que a) sen a = 
= sen f; b) cosa = cosfB; e) tg a = tgf; d) sen a = cos $? 
2. Estudiar las posibilidades de resolver la ecuación a sen x+-bcosx= cc. 
Resolver das ecuaciones: 


3. sen 2x — tg (116) cos 2x== 1. 

4. sen [2x— (U/2)1+ cos[2x — (11/12)]= Y Zcos(3x+ (1/6)1. 
5. sen 8x —cos 6x== Y 3 (sen 6x 4- cos 8x). 

8. sen 3x4 4sentx+ 4cosx= 5. 

7. 2 sen 4x —3sen*2x= 1. 


8. —2+ 4cos*2= cos2+ V 3senz. 
9, 2 sent (costa) =1—cos(nsen2a) " 


l+tex 
10. l + cotg x 


11. 2 | I=sen ($-=)| = Y 3 tg > á 
12, 3 cost x — sen? x —sen 2x == 0. 

13. cotgl(n/4) — x]= 5tg2x 4-7. 

14. 2 cos 2x + sen 3Jx —2=0. 


15. A cost + sen + A 


==2 sen x. 


4 4 


16. lgx= (2+V 3) te (x/3). 
17. cos(10x + 12)4- 4V Zsen (3x +6)= 4. 

El E IT A a— a 
18. cotg (E) Y 3 cate ( es) +5 cole E 
19. 4 sentx+ cos 4x= 1+ 12 cos! x. 
20. sen 31 cos += 3/2 tg !. 


21. (25en 1) == 2, 
cost py 
De 
22, sen! x + cos? x=7¿ cos" 2x. 


23. sent2x+ cost2x =7/16. 

24. cost x—+ cos? (3x/4) + cost (1/2) + cos? (1/4) = 2. 

25. seny + cos3y= 1--2s5en? y + sen 23, 

28. sen 2x sen 4x sen 6x= 1/4 sen 4x. 

27, cost (x — y) + cosi (0,5x + fP — y) — 2 eos (0,5 — PB) Xx 
X cos (x —p) cos (0,Sx+PB=y) ==". 

28. sen*tx-- sen 2x sen 4x+...+ sen nx sen ntx= 1. 

29. sen x + sen 2x + sen 3x-F sen 4x= 0. 

30. sen x cos 2x + sen 2x cos $x == sen 3x cos 5x. 

"sen x4sen 3x-+ sen 5x 
y cos x-—cos 3x + cos 5x +2 tga=b. 
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32. 


33. 
4, 


35. 


36. 
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cos 2x 
l—sen dy * 
sen 3x -L sen a+ 2c03 x== sen 2x + 2 cost y. 
(21 Y 3) (tg x—cotg x)=z tg? x+cotg?x—2. 


VI7SExT 16 (1/2 1gxsecx — Il = 2tg x (1 +4 sen x). 
] ] 39 3 l 
V E+cosa 3 cosi x + y 1g teos* + cosi x SN 


cos x 4-sen x = 


37. sen (S112*)-1- sen (1.2%) — 2 sen (312%) =8 sen? (12%) + 2 cos (312%) — cos (12%) 
— cos (5:12?*). 
38. 2 cos? (14*) —sen (14*+1) + sen (144 +1/2)-.-2 cos (14% +1/3) e (, 


39. 
40. 
41. 


6 tg x-)- Scoty 3x= tg 2x. 
5 (sen x + cos x) + sen 3x—c0s3x= 2 Y 2 (2 + sen 2x). 
Hallar todas las soluciones de la ecuación 


sen x-- sensy8 Y Y — COS 1) FE sent x= 0, 


que se encuentran en el intervalo y 51/2 entre 751/2. 


42. 


Hallar todas las soluciones de la ecuación 


V T—c0s x+ Y 1-4 cos x 


= dá sen x 
COS x ] 


que se encuentran entre O y 2x. 
Resolver las ecuaciones: 


43. 
44. 


45. 


ta 2x tg 7x= 1. 

lOB 6 y rs (— COS X— COS 3x) = lo; y yz (— COS 24). 
10 TT 

log. yz. 14 (Sen 3x— sen x) =lOgG y x0. ¡4 008 2x. 
part A 


> 
, 


. Sen x+ sen 9x == 2. 
- COS x—sen x= —2. 


sen (5x/2) -- sen (x/2) = 2. 


+ COSA COS Óx= —1. 

. (sen x— M3 cos x) sen 3ra= 2. 
. costa Y x) cos(n Y x—3yu 1, 
. Sen xscn7a= 1, 

. tg x—tg 2x= sen x. 

. Demostrar que la ecuación 


sen 2x.+ sen 3x+ ...A- sen ni = n—] 


para todo número entero 1> 2 no tiene soluciones. 


58. 


¿Para qué valores de a la ecuación 
4 sen (x+ 1/3) cos (x — 2/6) = at-+ Y 3 sen 2x —cos 2x 


tiene sus soluciones? Hallar estas soluciones. 


56. 


¿Qué valores de a dan soluciones de la ecuación a? —2a+ sec? T(a+ x)== 0? 


Hallar estas soluciones. 


57. 


¿Con qué valores de u la ecuación sen? x+senx—a=0 tiene soluciones? 


Hallar qué soluciones se encuentran entre los límites 04 x < 21. 


58. 


Resolver la ecuación sen 4x= mtgx, m>0, 
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59. ¿Para qué valores de b la ecuación 


bcosx + sen x 
2 cos 2x=1 — (cosix—3 sen? x) lg x * 


tiene soluciones? Hallar estas soluciones. 
60. ¿Qué valores de a proporcionan las soluciones de la ecuación 
a senix+a—2 


a > 
l—tg? x cos 2x 


Hallar astas soluciones. 
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A veces es necesario resolver sistemas de ecuaciones trigonomé- 
tricas. Resolver este sistema no es otra cosa (según la determinación 
algebraica general de la resolución de un sistema de ecuaciones) que 
hallar todos los conjuntos de valores de las incógnitas que convierten al 
mismo tiempo todas las ecuaciones del sistema en igualdaudes numéricas 
justas. 

Por lo común, al resolver sistemas trigonométricos, se elimina 
una de las incógnitas, expresándola con ayuda de las otras de una 
ecuación del sistema, o un sistema trigonométrico se reduce al siste ma 
de ecuaciones algebraicas mediante la introducción acertada de 
nuevas incógnitas, o transformando las ecuaciones de) sistema. 

Es natural que en caso de resolver sistemas de ecuaciones trigono- 
métricas no deben perderse soluciones y hay que omitir soluciones 
extrañas si éstas aparecen. 

La resolución de los sistemas trigonométricos no exige métodos 
o conocimientos especiales que no formen parte del curso general de 
la trigonometría. No obstante, estos problemas están vinculados con 
algunas dificultades específicas. Una de estas dificultades está rela" 
cionada con el hecho de que estos sistemas tienen como regla un nú- 
mero infinitamente grande de soluciones. Por lo tanto, la representación 
correcta del conjunto de los valores de las incógnitas que forman la 
solución y también la elección de las soluciones debidas, etc., pueden 
ser dificultadas por la necesidad de examinar distintos casos o resol- 
ver desigualdades auxiliares. 

l. Resolver el sistema de ecuaciones 

l—tg x 
Fig” 80 
x—y=u5x/6. 


La segunda ecuación del sistema a examinar permite fácilmente 
expresar una incógnita por la otra. Esto sugiere la idea de que es 
mejor resolver el sistema sustituyendo directamente una incógnita, 
después de lo cual el sistema se reduce a una ecuación trigonomeétri- 
ca “ordinaria”. 
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No importa qué incógnita se elimina; sustituimos y. Ya que 
y =x— (1/6), la sustitución en la primera ecuación proporciona una 
ecuación trigonométrica respecto a x: 


I—tgx_ A 
ls (+3). 


E! primer miembro de esta ecuación se transforma con facilidad 
en la forma tg [(104) — xl después de lo cual mediante la fórmula de 
la diferencia de tangentes, se obtiene la ecuación 


sen (2 —7) = 0), de donde 2— 7 =hn, para k=0, +1, 3+2,... 


Por consecuencia, las soluciones del sistema inicial son las si- 
guientes: 


=$. ISA siendo k=0, +l, +2 ... 


La comprobación que aquí es indispensable, demuestra que todos los 
pares de los valores obtenidos de x e y satisfacen el sistema inicial. 
Subrayamos que a cada número entero £ le corresponde el par de los 
valores de x e y, o sea, la solución del sistema inicial. Este par se cal- 
cula por aquellas fórmulas. El sistema en cuestión tiene un número 
infinitamente grande de soluciones. 

2. Resolver el sistema de ecuaciones 


tl +te4 —cotgS =0, 
cos (x— y— 2) = 1/2, 
X+y+z2=x. 


La última ecuación del sistema permite inmediatamente sustituir 
z. Precisamente, poniendo 2 =x— (x+ y) en las dos primeras ecua- 
ciones obtenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas: 


Xx tu ATHY 
(5+64=8 mo (1) 


| cos 2x =— 1/2. 
La segunda ecuación de este sistema se resuelve en seguida 
xo=+trid3rhr, donde k=0, +1, +2, .os (2) 


Parece que es natural poner esta expresión para x en la primera ecua- 
ción (1) y, por lo tanto, reducir el sistema (1) a una ecuación. Sin 
embargo, este procedimiento nos conduce a una ecuación trigono- 
métrica, bastante incómoda respecto a y (aunque, sin duda, es po- 
sible resolverla). 

Por esto, conviene elegir otro método, es decir, transformar la 
primera ecuación del sistema (1). Convirtiendo el primer miembro 
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de acuerdo can la fórmula de la suma de tangentes, después de transfor- 
maciones evidentes obtenemos la correlación siguiente: 

Pd A e A A 

sen == [cos —¿—-COS y 005 %) = 0. (3) 


Igualando el primer factor a cero, obtenemos la correlación algebraica 
entre x e y: 


x+y=2nx, donde 1n=0,>3+1, +2, ... (4) 
Ahora, o las expresiones para x y z, es fácil obtener la primera 
serie de los valores de las incógnitas: 
X= +3 + Ex, siendo £=0, +1, 323,..., 
y =+3-+(n—kja, siendo n=0, + l, +2,..., (5) 
2, = 5 — 2nx. ) 


Igualemos el segundo factor del primer miembro (3) a cero. Por medio 
de la fórmula del coseno de suma (coseno suma), tenemos la correla- 
ción siguiente: sen (x2) sen (y/2) =0. Pero, en virtud de (2), 
sen (x/2) 30, y por lo tanto, sen (y/2) =0, de donde y = 2mx, siendo m 
un número entero. Empleando las expresiones de x y z, hallamos la 
segunda serie de valores de las incógnitas: 


xr =33 +Én, siendo k=0,+1,+2,..., 
Ya =2mx, siendo m=0,+=1,%2,..., 
2, =1 3 (2m —R) x. 


La comprobación muestra que las dos series encontradas son, en realí- 
dad, las soluciones del sistema inicial. 

Señalemos algunas observaciones con respecto a la forma de escri- 
bir las soluciones de los sistemas trigonométricos. 

Al resolver un problema a considerar, muchos estudiantes razonan, 
por ejemplo, de esa manera: “Ya que de la fórmula (4) se deduce que 
y =2n1—x, entonces, tomando en consideración (2) para x, hallamos 
que 


y=200 3 —kn=4 4 + (20—h)a. (6) 


Algunos intentan incluso demostrar la “legalidad” de esta fórmula: 
“Ya que e da lugar a tomar ambos valores (más y menos), por lo 
tanto en la expresión para y hay que tomar ambos signos, lo que se 
indica en (6) por medio del signo =”. 

En realidad, la expresión (6) para y no es justa: si se aplica algun 
valor de x correspondiente al signo “más” en la fórmula (2), el valor 


» 
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respectivo de y corresponde a la elección del signo “menos” en la segunda 
fór mula (5). Por consiguiente, Jos signos en las fórmulas (5) no signi- 
fican la elección arbitraria de los signos “más” y “menos” en cada una 
de ellas, sino la elección determinada por completo: en estas fórmutfas 
se toman simultáneamente ambos signos superiores o ambos inferiores. 

Conviene entender correctamente este exacto sentido de la expre- 
sión convencional (5). En particular, esta expresión significa que 
a cada elección de los valores de k y n le corresponden dos soluciones, 
es decir, dos trios «de números x, y, z, del sistema inicial. 

Otra equivocación típica consiste en denominar con una misma 
letra, en todos los casos, los números enteros arbitrarios. Por ejemplo, 
en vez de (4) muchos estudiantes escriben: x + y =2%nx, donde k = 
=0,+1,52,... y teniendo en cuenta (2) y la expresión para z, 
obtienen en vez de (5) la serie: 


X + +ka, y=+ z +|kst, 2 =21n-—2Éx, 


Aunque estos tríos de números satisfacen realmente el sistema 
inicial, muchas de sus soluciones están perdidas. La causa de este 
error consiste en que, al pasar de las ecuaciones del sistema (1) a 
las igualdades para x y x 4- y, hace falta, introduciendo los parámetros 
de números enteros R y rn (como se ha sido hecho en (2) y (4)), conservar 
“la independencia” de estas igualdades y no “atarlas” mediante la 
introducción de un mismo número entero É. 

3. Resolver el sistema de ecuaciones 


cosx+cosy=1, 


e y _ Vz 
| COS 3 “COS =>! 

En este sistema no tenemos una ecuación que permita expresar 
directamente una incógnita por otra, y con esto eliminar una de las 
incógnitas. Por consiguiente, intentemos transformar las ecuaciones 
de este sistema de modo que se obtenga un sistema algebraico de ecua- 
ciones respecto a unas funciones trigonométricas de incógnitas x e y. 

Como se sabe, el coseno de cualquier ángulo se expresa por 
el coseno del semiángulo lo que sugiere la idea de designar cos (x/2) 
por u y cos (y*2) por v, y escribir la primera ecuación del sistema con 
ayuda de u y uv*. Las transtormaciones evidentes conducen al sistema 
que es un sistema algebraico “corriente”: 


Fut+pu=3/2, 


fi 
u yu=%2—1. 


1) A propósito, de la segunda ecuación del sistema, sería posible expresar 
cos (1/2) pur cos (4/2) y luego, 11 reducir el primer miembro de la primera ecuación a 
cos (x/2) y cos (y/2), eliminar cos (x/2). Como resultado, se obtiene la ecuación 
cuadrática respecto a cos(y/2). 
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No es difícil resolver este sistema. Desprendiendo del primer 
miembro de la primera ecuación el cuadrado complelo de la suma de 
incógnitas u y uv, y tomando en consideración la segunda ecuación, 
hallamos la magnitud del producto uv. De este modo podemos ob- 
tener otro sistema 


que se resuelve por medio de la reducción conocida a la ecuación 
cuadrática (por el teorema inverso al teorema de Viete). Sin embargo, 
es más simple “adivinar” las soluciones del último sistema. En efecto, 
son evidentes dos pares de tales números ”, que la suma de éstos es 


igual a P2/2—1 y su producto, a —Y 22 
Ur =Y 2,0, =—1l; 44=— 1, 0: =Y ?;2. 


Por consiguiente, para determinar las incógnitas * e y tenemos 
que resolver sucesivamente dos sistemas de ecuaciones 


x V2 Xx 
ST O SN : cos y = e 
cos > 1. Cos -5 a 


De aquí se hallan dos series de soluciones del sistema inicial 
A=>+ 5 +H4kn, y =2n +4na, donde £, n=0,4+ 1,4 2,... 
Xy =2n +4pr, ya =>+>3 +41, donde p, y=0,+ 1,3x2,... 


En el problema siguiente tampoco tenemos la posibilidad de eliminar 
directamente una de las incógnitas, pero el sistema que se considera 
ali se transforma a pt en una forina que permite encontrar 
soluciones. La particularidad de este problema consiste en que nos 
interesan no todas las soluciones del sistema trigonomeétrico sino 
aquellas que satisfacen algunas condiciones complementarias. 

4. Hailar todas las soluciones del sistema 


|sen x | sen y =— 1/4, 
cos (x + y) + cos(x— y) = 3/2, 


que satisfacen las condiciones UZxZ 2H, RZY< 2. 


2 No obstante, de nuestra “conjetura” no se deduce que cste sistema no tenga 
otras soluciones. Por lo tanto, para la exactitud completa es necesario referirse al he- 
cho de que cada sistema del tipo u-+-u= a, uv=b no tiene más de dos soluciones, 
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Para resolver este sistema se utiliza el método corriente de elimi- 
nación del módulo. Con este motivo se consideran dos casos: sen 
XX>0 y senx<0. La primera de estas desigualdades se satisface 
(tomando en consideración la limitación de x que se deduce de las con- 
diciones del problema) si Ó<x<<zx., la segunda, si a<x<2n; es 
evidente que la igualdad x =x es imposible. 

Al principio, sen x>0, es decir, 0O<x<x. En este caso la pri- 
mera ecuación se reduce a la forma sen x sen y =— 1/4 y se transforma 
el producto de senos en diferencia de cosenos; el sistema inicial se 
reduce al sistema 


f cos (x— y) —cos(x + y) =— 1/2, 
| cos (x + y) + cos (x-— y) = 3/2, 


del cual se deduce otro sistema más simple: 
[ cos(x— y) = 1/2 
| cos(x + y)=1. (7) 


El sistema obtenido se reduce de modo evidente al sistema algeb- 
raico de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas: 


x—Y=E3 +2%x, siendo k=0,+1,+2,..., 
x-+y=2n1, siendo n=0,+1l,+23,..., 


lo que permite encontrar fácilmente todas las soluciones del sistema 
(7). Sin embargo, la selección posterior de las soluciones que satisfacen 
las limitaciones complementarias planteadas en la condición, sería 
muy compleja, pués sería necesario resolver las desigualdades de 
los números enteros y examinar distintas posibilidades. 

Por lo tanto, es más simple, buscar en seguida las soluciones ne- 
cesarias, es «decir, las soluciones del sistema (7) que se encuentran 
en los intervalos 0<x<xn (supongamos que sen x>0) y n<y<2n 
que son de interés para nosotros. De estas desigualdades se deduce que 


—2n<x—y<0, 
n<Xx+y<3n. 


Hablando de otro modo, se necesita hallar solamente tales soluciones 
del sistema (7) para las cuales son justas estas desigualdades. 

No obstante, si la diferencia x—y se encuentra entre—2n y O, 
la igualdad cos (x— y) = 1/2 se ca llajace sólo para dos casos: cuando 
x— y =— 3013 y x— y =— 510/3. De esto puede cerciorarse, por ejem- 
plo, por medio del círculo trigonométrico (fig. 59) o según la grafica 
del coseno. Luego, si la suma x + y se encuentra entre a y 3x, la igua- 
Idad cos (x + y) = 1 puede satisfacerse sólo para el caso de x + y = 2n. 
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De esa manera, obtenemos dos sistemas algebraicos lineales: 
x— y =-— ní3, a—y=-—5a1/3, 
rea y AER 
de donde tenemos, respectiva mente, dos soluciones de nuestro problema: 
xx, =5n/6, y =71/6 y x¿=8R/6, y, =113/6. 


El caso de sen x<0 que tiene lugar six <x<21x se analiza aná- 
logamente del todo y da dos soluciones más del sistema inicial que 
satisfacen las desigualdades del problema: 


xy =75/6, yy =710/6 y x.=111/6, y =11 16, 
5. Hallar las soluciones del sislema 
log, xlog,2+1=0, 
q sen xcos y = 1 -— cos x sen y, , 


que satisfacen la siguiente condición: x + y<8. 
Al resolver este sistema, nos encontramos también con la selección 
de las soluciones. Pero hace falta prestar aterición a que, además de 


Fig. 69 


la desigualdad indicada x-+y-<<8, surgen otras condiciones comple- 
mentarias, vinculadas con la necesidad de asegurar la existencia de 
los logaritmos integrantes del sistema. Por esto, precisamente, son 
interesantes sólo tales pares de valores x e y para los cuales x>0, 
y>0, yl. 

A partir de estas condiciones complementarias es fácil reducir 
la primera ecuación del sistema a la forma xy =!l. En lo que se re- 
fiere a la segunda ecuación del sistema, ésta se escribe en forma de 
sen (x+y)=1, de donde 


x + y = (0/2) + 2, siendo £ =0, tl, 42, ... 
Asi, en vez del sistema trigonométrico inicial, obtenemos una mul- 
titud infinita de sistemas algebraicos 


a siendo k=0,+1,42,..., 6) 


xy => 1; 


10 m 395 
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al mismo tiempo, nos interesan solamente tales soluciones de cada 
uno de estos sistemas para las cuales x+y<8, x>0, y >0, yl. 
En lugar de resolver todos los sistemas (8) y luego seleccionar las so- 
luciones necesarias, hallaremos estas soluciones. 

De las condiciones complementarias x+y<X8, x>>0, y >0 se 
deduce que0 < x +y<58, debido a lo cual tiene razón hacer el análisis 
de tales sistemas (8) que correspondan a los valores (de números en- 
teros) de £ que satisfacen la desigualdad: | 


0<F +21 <8. 


La selección directa (véase el problema 15, $ 3, Parte Il) muestra que 
a esta desigualdad le corresponden solamente dos valores (enteros) 
de k, es decir, £=0, y k= 1; los sistemas (8) que corresponden a los 
demás valores de £ no pueden tener las soluciones requeridas. 


Así, hace falta resolver dos sistemas algebraicos 
==) A 

| xXx“ y FT. 2, y f Xx“ Y a 2. (9) 

1 xy =1 1 x=; 


el primer sistema no tiene soluciones reales y el segundo nos da 
PO Y 25116 y,= 5n —V A 16, 
, — ==" ——_—————————— 
4 


1 4 1 ,» 
5n — V Bar — 16 51 + Y 2511 — 10 
4 a E A ES AR 


Nos cercioramos inmediatamente de que para cada una de estas 
soluciones x>0, y >0, y>£ l. Las dos primeras de estas condiciones, 
por otra parte, son evidentes al examinar el segundo sistema (9) (ya 
que la suma y el producto de los números x e y son positivos). En lo 
que se refiere a la condición y 4 1, es cómodo comprobar esta última 
no para las fórmulas finales, sino para obtener, directamente, del 
segundo sistema (9): este último no tiene soluciones cuando y =1. 

Luego se estudia un sistema más de ecuaciones trigonométricas, 
cuya solución exige cierta ingeniosidad al reatizar transformaciones 
trigonométricas. Se dan varios métodos de su solución para mostrar 
distintos procedimientos que conducen al objetivo y que podrían ser 
útiles en caso de resolver otros sistemas trigonométricos. 

6. Resolver un sistema de ecuaciones 


f sen x + sen y = sena, 


Y cos x + cosy =C0s u . (10) 

Primer método. La idea de esta solución consiste en obtener al- 
guna dependencia algebraica entre las incógnitas x e y, y luego, por 
medio de sustitución, eliminar una de las incógnitas. Para realizar 
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esta idea, indicamos que, el sistema inicial se escribe de nuevo en 


forma 
x+ a x— NN 
9 sen + cos E =senx, 


(1D) 
2 c0s 4 COS %=c0sa, 

los primeros miembros de ambas ecuaciones contienen un mismo factor 
cos [(x— y)/21. Si se pudiera eliminar este factor , se obtendría una 
ecuación trigonométrica respecto a x + y, que nos daría la dependencia 
lineal entre las incógnitas x e y. 

Ahora mostremos la solución total del sislema (10) que utiliza 
la idea de eliminar el factor cos l(x— y)/2l de las ecuaciones (11). 

Suponga mos, en primer término que el valor del ángulo a asegura 
que cos a 2 0 (más adelante se analiza especial mente el caso contrario). 
En este caso, el primer miembro de la segunda ecuación de (11) es 
diferente de cero, debido a lo que cada miembro de la pritnera ecuación 
puede dividirse por la segunda. 

Como resultado tenemos 


tg =tga (12) 
de donde 
x+y=2a +2ks, siendo R=0,+1,+2,... (13) 


Notemos que el paso de (12) a (13) da una ecuación equivalente. 
En efecto, si x+y=22a+2kx, (x+y/2=xa+kx, pero, como 
te (a +2x)=tga existe (debido a cosa>3“0), entonces fgl (x + 
+ y)/214 tiene dl la igualdad (12) es válida. 

El paso ulterior de la resolución es evidente. De la correlación 
(13) se halla que 

y= 2a + 2kn— x, (14) 


a partir de lo cual se realiza la sustitución en la segunda ecuación 
de] sistema (10) cosx+<cos(2a + 2kn— x) =cosa. Aplicando la 
periodicidad del coseno y transformando la suma de cosenos en el 
producto, obtenemos la ecuación 2 cosacos(x-—a) = cosa. 

Hemos supuesto que cos a 3€0. Por lo tanto, de la última correla-. 
ción se deduce que cos (x—«a) =1/2, es decir, x =a=w (3/3) + 2n1, 
siendo n=0, +1, +2, ... 

Sustituyendo los valores hallados de x en la correlación (14), 
tenemos las soluciones del sistema inicial (10): 


x=ad 3 +2na, y=0F q +2(—n)x; (15) 


donde 4 y n son números enteros cualesquiera y simultáneamente, 
en ambas fórmulas se usan los signos superiores o inferiores, 


10* 
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De ese modo ha sido considerado por completo el caso de cos «0; 
es preciso, sin duda, recordar que todas las correlaciones obtenidas 
más arriba (12), (13) y otras, en particular, las soluciones (15) tienen 
lugar solamente para los valores de a, para los cuales cos 4£0, ya que 
estas soluciones fueron obtenidas precisamente a partir de esta su- 
posición, Por ejemplo, si a = 3/2, no tenemos, por ahora, derecho a 
escribir las fórmulas (15), aunque para este valor de a las fórmulas 
dadas tienen sentido. 

A continuación examinaremos el caso de cos a =0. Este puede re- 
ducirse fácilmente a las consideraciones anteriores. En efecto, si 
cos a =0, siempre sen ua 30. Por eso consideraremos el sistema ini- 
cial (10) suponiendo que sen ast0, Pero en este caso cada miembro 
de la segunda ecuación del sistema (11) puede dividirse por la primera 
de este sistema y se obtiene 


cotg =cotga, 


xy 

2 
de donde se desprende de nuevo la correlación (13). Hasta ahora 
esta correlación ha sido obtenida sólo para todos los valores de «a, 
excepto el caso en que cos a =0; no obstante resultó que esta corre- 
lación tiene lugar también para aquellos valores de a para los cuales 
cos 4 =0, es decir, para todas las a. 

Luego, expresando mediante (13) y por x, y sustituyendo (14) 
en la primera ecuación del sistema (10), hallamos (ya que sen a 34 0) 
que ahora cos (x— a) = 1/2 Pdo toda a. Por consiguiente, podemos 
o que Jas fórmulas (15) nos dan la solución del sistema inicial 
(10). 

Segundo método. Es posible realizar de otro modo la idea, que 
se puso en práctica durante la primera resolución: la obtención de 
ta dependencia algebraica entre las incógnitas y la eliminación de 
una de éstas. Para esto debemos notar que si la primera ecuación del 
sistema (10) se multiplica por cos a y después de ésta se resta la se- 
gunda ecuación de este sistema multiplicada por sen «, en este caso 
se obtiene la correlación 


sen (x — a) + sen (y — a) =0. 


Es evidente que si simultáneamente cos a 340 y sen a=£0 (¡las ecua- 
ciones del sistema (10) se multiplicaron por estas magnitudes!), en 
E a sistema (10) luego se puede resolver un sistema * equivalente 
a éste . 


f sen (x—a) + sen (y — a) =0, 


COSX + COS Y =COSa. (16) 
MD Es posible examinar también el sistema 
f sen (x —«) -+ sen (y —0)= 0, 
sen x-+ sen y = sen «. 
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La primera ecuación de este sistema escrita en forma de “descom- 
posición” 
O eS 
sen (E —a) cos G£=0, 


2 
nos conduce a la necesidad de examinar dos posibilidades. Si 


sen (ES£—a) =0, es decir, x+y=2x+2krx, 


donde % es un número entero arbitrario, podemos expresar y por x 
(véase (14)) y, mediante la ecuación obtenida, producir la sustitu- 
ción en la segunda ecuación de (16). En este caso llegamos a la ecua- 
ción trigonométrica respecto a una incógnita x 


2cosa cos(x—a) =cosau 


o, debido a que cos a.340 según suposición, cos (x-—«) == 1/2, de donde 
es fácil encontrar la solución (15) del sistema inicial. 

Hay que analizar aún la segunda posibilidad, a saber, 
cos [(x— y)/2) =0. Para esto es más sencillo escribir la segunda ecua- 
ción del sistema (16) en la forma siguiente 

2cos EL cos 2 =C0S 4; 
de donde se ve que, si cos a3*0, la igualdad cos l((x— y)2l =0 es 
imposible, es decir, el sistema (16) resulta ser incompatible *. 

A continuación hace falta examinar los casos de sen a =0óÓ cosa =0, 
Si sen a =0, Ja sustitución directa de los valores (15) obtenidos 
en el sistema inicial (10) expone que el sistema se satisface, o sea, 
que entre las soluciones (15) no hay ajenas. Lo mismo tiene lugar tam- 
bién en el caso de cosa = 0. Por consiguiente, las lórmulas (15) des- 
criben las soluciones del sistema (10) para todos los valores de «. 

Tercer métódo. La idea de este método de resolución es bastante 
sencilla: con ayuda de la correlación trigonométrica básica (suma 
de los cuadrados del seno y coseno de cualquier argumento es igual a 1) 
hay que intentar obtener del sistema (l0) una ecuación que tiene 
solamente la incógnita x y otra que tiene sólo la y. 

Con este motivo escribimos el sistema inicial (10) en la forma 
siguiente: 


f sen x =sen a — sen y, 
Y cos x = cosa —Cosy, 


y elevamos al cuadrado cada una de estas ecuaciones, y luego sumamos. 
Como resultado de las transformaciones evidentes sc obtiene la ecua- 


2) Si halláramos de la correlación cos [(x—y)/21=0 la dependencia entre x 
e y, y después climináramos una de tas incógnitas sustituyendo respectiva expresión 
en la segunda ecuación (16), se obtendría la relación cosa == 0. Puesto que esta última 
no es justa, por lo tanto la szgunda posibilidad no da ninguna solución del sistema 
inicial. 
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ción cos (y-——«a)=1/2, de donde y—a = + (1/3) + 2kr, donde k 
es un número entero. Si el sistema (10) se escribe de otra forma, “aislan- 
do” respectivamente en el primer miembro de sus ecuaciones sen y 
y cos y, y seefectúan las mismas transformaciones, se obtiene la ecua- 
ción cos (x—«a) 1/2 de donde x—«a = = (113) + 211. 

Así, hemos obtenido cuatro series de valores de las incógnitas 
(notemos que aquí las correlaciones y—a = ++ (1/3) + 241 y x—a =- 
= + (1/3) + 2nx son completa mente independientes y por esto deben 
tomarse todas las combinaciones de signos): 


x=04+ 7 +21, y =0+ 3 +2; 
T R 
x,=0+ e 2N TI, Yy¿=0 SEE AR 2k Tu, 


x,=0— 3 + 2n3, y =2a+ 5 + 2% 31; 


X¿—0— G + 2n3, y=0a— 5 + 2 r, 


donde £ y n son números enteros arbitrarios. 

Sin embargo, sería prematuro declarar que estas cuatro series 
son las soluciones del sistema inicial (10), ya que las ecuaciones se 
elevaron al cuadrado, mientras que esta operación puede originar 
soluciones ajenas. Por lo tanto es necesaria la comprobación. 

Esta comprobación proporciona sólo algunas dificultades pura- 
mente técnicas. Por ejemplo, efectuamos la comprobación para la 
primera serie. Con este motivo hace falta sustituir las expresiones 
de x, e y, en las ecuaciones del sistema (10). Las transformaciones in- 
dispensables dan las siguientes igualdades 


2 sen (a+3)=sena, Ú V3 cos a=0, 
/ SN o 1V3sena=0, 
2 cos a+ )j=cosu, 


, 
Ñ 


que no pueden cumplirse simultáneamente. De este modo, la primera 
serie no es la solución del sistema (10). La cuarta serie lampoco es 
la solución del sistema inicial. En lo que se refiere a las segunda y ter- 
cera series puede decirse que son válidas para el sistema inicial (és- 
tas coinciden con la solución (15)). 

Cuarto método. A continuación demostraremos otro método efi- 
caz de resolver el sistema (10) en el cual se utilizan particularidades 
especificas de este sistema y que permite sencillamente alcanzar el 
objetivo. La idea de esta solución consiste en el uso de la teoría de nú- 
meros complejos, más exactamente, de su interpretación geométrica. 

Se puede señatar que el sistema (10) es equivalente a la igualdad 
2 +2.-==w entre los números complejos: 2, =cosx+i sen x, 2¿= 
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=cosy +i sen y, w.=cosa +i sen a; donde w es un número co- 
nocido (ya que su argumento « está prefijado) y 2, y 2. son números 
incógnitos complejos. Luego, es evidente que |2,]=|2.] =]|w|=1. 

De ese modo, la solución del sistema (10) se reduce a lo siguiente: 
hallar dos números complejos 2, y z¿ con módulos unitarios cuya suma 
es igual a w, para el número complejo dado tw con el módulo igual a 1. 
Está claro que es suficiente determinar tos argumentos de los números 
Z, y 22 ya que sus módulos tienen su valor prefijado igual a 1. 

Supongamos que el punto A representa un número conocido w, 
como |w|=l1, el punto Á se encuentra en una circunferencia única, 
cuyo centro está en el origen de las coordenadas (fig. 60). Los pun- 
tos B y C que representan los números que se buscan z, y 22 también 
deben situarse en esta circunferencia. La igualdad 2, +2, =w sig- 
nifica geométrica mente que OA es la diagonal del paralelogra mo, cuyos 
lados na paralelos OB y OC son iguales entre sí y a esta diagonal. 
En este caso el triángulo OBA debe ser equilateral, o sea, / BOA = 
= / AOC =1/3. 

De ahí se deduce que si a es el argumento del número prefijado w, 
a + (5/3) es el argumento de uno de los números buscados, mientras 
que a— (1/3) es el argumento del otro. Nosotros sabemos que todos 
los argumentos (no iguales a cero) de un número complejo se obtienen 


Fig. 60 


de uno solo, según la fórmula (5) del $ 5, Parte 1. Por consiguiente, 
todos los argumentos de uno de los números a buscar son de la forma 
siguiente a + (1/3) + 2£g donde £ es un número entero cualquiera, 
y todos los del otro número, a— (1/3) + 2n1, siendo n un número 
entero cualquiera. Ahora, si notamos que los números z, y 2, son igua- 
les entre si por completo (es posible considerar que el punto B repre- 
senta el número 2, y el C, el zz; no obstante, puede considerarse, vice- 
versa, que el punto B es el número 2, y el C, el 2,), entonces se obtienen 
dos series de soluciones descritas por las fórmulas: 


x,=a-+ = +2kRRA, y =0u —+ + 2n 371; 


x¿=0a— 5 +2nn, yy=0 ++ >=2x, 
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donde k, n, son números enteros cualesquiera (esta respuesta coincide 
con la (15)). 
_ En resumen de este párrafo examinemos un ejemplo de la resolu- 
ción de un sistema de ecuaciones trigonométricas con parámetro. 
7. Hatlar todos valores de a para los cuales el sistema 
f senxcosy =a0*, 
| senycosx=a, 
tiene soluciones y a continuación hallar estas soluciones. 


Sumando y sustrayendo las ecuaciones del sistema a examinar, 
obtenemos otro sistema 


f sen(x+y) =0*+a, 


| sen (x— y) = a*—a. 17) 


Está claro que este sistema tiene soluciones únicamente cuando se 
cumplen al mismo tiempo las dos desigualdades dobles siguientes: 


j —i<ai+a<il, 

l1i<a—axsl. 15) 

La primera de estas desigualdades dobles puede escribirse como 
un sistema de dos desigualdades cuadráticas 


pe ele 


a +a—1<0; 
de éstas, la primera se cumple para todo valor-de a y la segunda, para 
a E. (19) 


Este intervalo sirve de solución para la primera desigualdad 
doble (18). 
La segunda desigualdad doble (18) se escribe de nuevo como un 
sistema de dos desigualdades cuadráticas 
a—a+1>0. 
at—a—1<O; 


de éstas, la primera es válida para todo valor de a y la segunda para 
LY sa< AS (20) 


Este intervalo es la solución de la segunda desigualdad doble (18). 
Por lo tanto, la parte común de los intervalos (19) y (20) puede 
servir de solución del distema (18) de las desigualdades dobles o sea 


E ES, (21) 
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Para estos valores del parámetro a el sistema inicial de las ecua- 
ciones trigonométricas tiene soluciones; para todos los demás valores 
de a este sistema no tiene soluciones. . 

No es difícil hallar las soluciones del sistema inicial a partir de 
la condición (21). En efecto, para todo valor del parámetro a del 
intervalo (21) el sistema (17) se escribe en la forma siguiente: 


x + y = (— 1)" arc sen (a? + a) + na, siendo n=0,+1l, +42,. 
x— y = (— 1)” arc sen (a? —a) + Ka, siendok == 0, + 1,3+2,... 
de donde 


Xx => [(— 1)" arc sen (a? + a) + (— 1) arc sen (a2— a) + (1 + hal, 


y => t(— 1)” arc sen (a? + a) — (— 1)* arc sen (02— a) + (n—k) al; 
siendo nf y £ números enteros arbitrarios. 


EJERCICIOS: 


IN los sistemas de ecuaciones: 
x—y= Ie, 
ó n/18) sen (y + 7/0) 1/2. 
x+ y =2x/3, 
. 


senx _ 
seny 
3. tgx+ cotgy= 3, 
|x—yi=m/3. 
tg xigz=3, 
4. < te ytez=6, 
y+z=x. 
5. sen x+ secy= 2, 
sen xsec y == 1/2. 
6. sen (x — y) = 3senxcosy—l, 
senta y) == —2cos xseny. 


7. Hallar las soluciones del sistema 
| 1/2 sen (l — y + x?) cos 2x =c08 (y — | —12) son x cos x, 


9y +3x 
log, 1: —— 


21+x2 e, 


que satisfacen la condición y —!-— 14 2x0. 
8. Hallar las soluciones del sistema 


sen x= sen 24y 
COS x= Sen y 
que satisfacen tas condiciones 0Gx<ÚT, 0 y a. 
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9. Hallar las soluciones del sistema que satisfacen las condiciones 0 < x < 2K, 
0<y<2x=1 
[senx|==aseny  (a> 0), 


tgx= 21tg/. 
10. Determinar. para qué valores de a y b, el sistema 
tgx= acotgx, 
tg2 x =bcosy 
tiene soluciones y hallar estas soluciones. 
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En las escuelas de segundo grado las funciones trigonométricas 
inversas se cstudian muy brevemente y, como resultado, muchos 
estudiantes tienen una idea muy vaga de estas funciones. Les parece 
que la teoría de estas funciones es muy compleja y vaga y está llena 
de una gran cantidad de las fórmulas complicadas, imposibles de de- 
ducir y retener en la memoria. 

En realidad, las funciones trigonométricas inversas no son tan 
difíciles. Las definiciones iniciales son sencillas y para utilizarlas 
es suficiente conocer bien Trigonometría general. En lo que se refiere 
a las fórmulas complicadas, no deben deducirse y tampoco memorizarse. 

En primer lugar, conviene llegar a comprender las designaciones, 
por ejemplo, entender la diferencia entre Arc sen a y arc sen a. El asun- 
to es el siguiente. De las propiedades de la función y = sen x se deduce 
que para —1<u<l existe una multitud infinita de ángulos x que 
satisfacen la ecuación sen x=a. Esta multitud infinita de ángulos 
se denomina convencional mente con el símbolo Arc sen a. No obstante, 
entre todos los ángulos de esta multitud hay uno que se sitúa en el 
intervalo de —1/2 a n/2. Este ángulo se llama, a veces, principal, 
y se designa por arc sen a. Todo esto se representa muy bien en la 


Fig. 61 


curva de la función y =sen x (fig. 61). En el eje de abscisas se 
señalan con puntos los ángulos de Arc sen a, mientras que el ángulo a 
que se encuentra en el intervalo de —1/2 a n/2, es decir, arc sen a, 
está marcado con un cuadrado. 

De esa manera, arc sen « es un angulo, cuyo seno es igual a a y 
que se encuentra entre — n/2 y n/2. 

Es posible escribir más formalmente esta definición: « = arc sen a, 
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Un error grave y muy difundido es el siguiente: por ejemplo, al 
ver la igualdad t =sena, escriben de una vez a = arc sen (. Sin duda 
alguna, esto no es correcto, ya que de la igualdad í = sena se deduce 
sólo que el ángulo a es de la multitud designada con Arc sen t, sin 
embargo, no se deduce de ninguna manera que este ángulo satisface 
también la segunda condición, o sea, —1/2< a < n/2. 

Es muy difundida también la definición de la segunda condición. 
En vez de esta última se utiliza la expresión: “el ángulo se encuentra 
en el primer o cuarto cuadrante”. Pero esta frase, cuyo sentido exacto 
significa que el radio móvil del ángulo se encuentra en el primer o 
cuarto cuadrante, expresa una cosa diferente de la segunda condicion 
de la definición. Por ejemplo, el radio móvil del ángulo 9x/4 se sitúa 
en el primer cuadrante, no obstante no tiene lugar la desigualdad 
—1 12 L 9/4 < 10/2. 

Conviene razonar de forma análoga las definiciones de otras fun- 
ciones trigonométricas inversas. IHustremos todas estas definiciones 
en una tabla: 


— O a PP > 


a=arc sen a | M4= arc cusa | G=arc tg a A=arc colg a 


1) tgaza; [) cote a=a; 
2) —i/2<a<xr2| 2 0<a<a 


1) sen a == a, 1) cos a =a; 
2) -1/2%0<051/2| 2) 00 =<n 


Estas definiciones y fórmulas trigonométricas son suficientes por 
completo para resolver distintos problemas de cálculo relacionados 
con las funciones trigonométricas inversas. Á continuación, se dan 
ejemplos más característicos de este tipo. En algunos se obtienen fór- 
mulas muy útiles. 


Fig. 62 


1. Calcular arc cos (—1/2). 

Según la definición, el ángulo «.=arc cos (— 1/2) se encuentra entre 
O y x1, y su coseno es igual a — 1/2. Examinemos el circulo trigonométri- 
co (fig. 62); supongamos que las posiciones OA y OB del radio móvil 
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corresponden a los ángulos cuyo coseno es igual a — 1/2 (por consi- 
guiente, estos ángulos pertenecen al Arc cos (—1/2). Designemos con 
una flecha el ángulo a entre 0 y n; es evidente que a = 2n/3, es decir, 
arc cos (— 1/2) = 21/3. 

2. Calcular cotg larc cos (—- 1/3)). 

Ante todo, no debemos impresionarnos por esta expresión. Si se 
dominan las definiciones y las fórmulas trigonométricas, este proble- 
ma se resuelve sin dificultad alguna. En efecto ¿qué es necesario hacer” 
Hay que hallar la cotangente del ángulo «a =arccos (— 1/3). Según 
la definición del arco coseno puede escribirse quecosa =—1/3 y 
0<a<a; ya que el coseno es negativo, el ángulo a se encuentra en 
el segundo cuadrante: 1/2<a<n. De esa manera, el problema se 
ha hecho más sencillo: 

Es sabido que 1/2<a <a y cos a =— 1/3, 

Hallar colg «. 
Esta función se resuelve con ayuda de las correlaciones funda men- 


tales entre las funciones trigonométricas. En realidad, cotg u = =— = 


cos ] So 
rara (el seno situado en el segundo cuadrante es positivo *), 


de donde tenemos definitivamente que 


3 4 


3. ¿A qué es igual cos (are sen a), Ja|<1? 

Dado « = arc sen a, en este caso: 1) sen «+ =4 y 2) —1/2<a <u/2. 
Por lo tanto, el seno del ángulo ya se conoce y nos queda hallar su 
coseno. Pero cos? « =1 — sena, o sea, costa = 1—a?. En este caso 
¿cómo hallar cos a? Está claro que es suficiente saber el signo del co- 
seno a. El ángulo a se encuentra entre —1n/2 y 1/2. En este intervalo el 
ia no es negativo: cosa >0, y por esto cos a =YV T—az. De ese 
modo: 


cotg a =cotg | arc cos (—5) = E 


cos (arcsen a) =V 1— al. 
Es posible demostrar análogamente que la fórmula 
sen (arccosa) =V I— «e 
es válida. 
4. ¿A qué es igual cos (2 arc sen 2/3)? 


Empleando la fórmula del coseno de ángulo doble cos 2x4 =1— 
— 2 senta, tenemos 


cos (2 arc sen y )= | —2 sen? (are sen 7)= 1—2 (5) =3- 


1 El signo del radical significa, como siempre, la ralz no negativa. 
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Aquí hemos utilizado, además, la fórmula que se deduce de la defi- 
nición del arco seno 
sen (arc sen 0) == 4. 
Las fórmulas semejantes son válidas para otras funciones trigono- 
métricas: 


cos (arccosa) = a, tg (arc tg a) =a, cotg (arc cotg a) = a. 


Hay un grupo aparte de problemas que consiste de ejemplos re- 
lacionados con distintas formas de escribir cierto ángulo, aplicando 
diferentes funciones trigonométricas. En efecto, a cada ángulo, por 
ejemplo, ángulo 1/6 , le corresponde un valor determinado del seno: 


sen 1/6 = 1/2, del coseno: cos 31/6 El, etc. Por lo tanto, este ángulo 
puede representarse a la vez en dos formas distintas: arc sen 1/2 y 
arc Cos LAA 

Otro ejemplo del mismo tipo nos muestra el problema 2 examina- 
do más arriba. La respuesta de este ejemplo nos muestra que el án- 
gulo a =arc cos(— 1/3) puede escribirse en la forma siguiente: 
a =arc cotg (—V 2/4), ya que cotga =—V Y/4 y O<a<x. De 
hecho, este problema nos enseña que ambas formas expresan un mis- 
mo ángulo. 

La determinación del hecho de que distintas formas expresan un 
mismo ángulo, tiene gran importancia resolviendo problemas de Geo- 
metría. Supongamos que, al resolver un problema, en que hay que 
determinar un angulo incógnito se obtiene la respuesta: a= 
=arccos(— 1/3). Sin embargo, este problema, a menudo, puede 
resolverse de otro modo. En este caso la respuesta puede tener otra 
forma, por ejemplo, «a = arccotg(—Y 2/4). Todo esto demuestra que 
distintas formas de la respuesta no deben ser motivo de emociones. 

9. Demostrar, que 


1/2 are cos 3/5 = arc tgs= + arc Cos 5 ; 


Doblemos cada uno de estos tres términos e intentemos demostrar 
ue 

h Tr 4 
GF — arccos 

Ante todo, señalemos que los tres ángulos se encuentran entre 0 
y n/2. En efecto, para el primer ángulo esto es evidente, ya que si 
a. =arc cos 3/5, entonces 0<a XT y cos a = 3/5 es positivo, de donde 
se deduce lo que es necesario. Para el ángulo 11/2-——arc cos 4/5 esto 
se demuestra análogamente. En fin, si f "e arc tg 1/2, esto significa 
que —1/2<8$<x/2 y tgf = 1/2; por lo tanto, el ángulo f está si- 
tuado en el intervalo desde O hasta 1/4, a causa de lo cual el ángulo 
2 arc tg 1/2 se encuentra entre 0 y 1112, 


arc cos 3/5 =2arc tg 1/2 = 
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Como los tres ángulos a examinar se encuentran entre los límites 
de O a 1/2, es menester, para demostrar su igualdad, mostrar que una 
unción trigonométrica cualquiera, por ejemplo, coseno de estos án- 
gulos tiene un mismo valor. En realidad, hallamos con facilidad 

cos (arccos 3/5) = 3/9; 


l—tg? (arcte y) 
IN 
I+tg* (arctg 3) 


cos (n/2—arc cos 4/5) = sen(arc cos 4/5) = Y T—cos* (arc cos 4/5) = 3/5 


= 3/5; 


cos (2 arc tg 1/2) = 


(indiquemos que arc cos 4/5 es un ángulo del primer cuadrante, Por 
ello el radical se da con el signo más) lo que pone fin a la demostración. 

Al resolver estos problemas, los estudiantes cometen un gran nú- 
mero de errores. El error más grave consiste de lo siguiente. Para 
determinar la igualdad de estos ángulos, se comprueba que una de las 
funciones trigonométricas de cada uno de estos ángulos tiene el mismo 
valor y a base de estu se da la conclusión de que los ángulos son igua- 
les. En efecto, esta deducción es infundada por completo. Por ejemplo, 
los ángulos arc sen 1/2 y arc sen (—-1/2) no son iguales, sin embargo 

cos (arc sen 1/2) - cos [arc sen (—1/2)] mE ; 

La cosa consiste en que de la igualdad de cosenos (senos, etc.) de dos 
ángulos no se deduce la igualdad de los mismos ángulos. Pero, si nosotros 
hemos demostrado que los ángulos están situados, por ejemplo, en el 
intervalo de O a 1/2 (como tuvo lugar en el problema ya examinado), 
la igualdad de Jas funciones trigonométricas conduce a la igualdad 
de los ángulos. 

6. ¿A qué es igual el ángulo arc sen 1/3 + arc sen 3/42 

Supongamos que «a=arcsen1/3, P=arcsen3/4, y=a-f. 
Hay que hallar, ante todo, una función trigonométrica del ángulo y 
para encontrar el valor del mismo ángulo. Parece que es natural cal- 
cular sen y: 


sen y = sen (a + f)) = sen a cos B + sen B cos a = 


=1/3V 1-9/16+ 3/4V1 =p A 


¿Cómo puede hallarse el mismo ángulo y? Es conocido ya que no es 


posible escribir y =arc sen A AL sin determinar con antela- 


ción si se sitúa o no el ángulo y en el intervalo de —1/2 a n/2. Esto 
no es fácil de aclarar. 

Por lo tanto, intentemos resolverlo de otro modo. Al principio 
hace falta analizar las condiciones. Se sabe que los ángulos a y BP 
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se encuentran en el intervalo de —x/2 a 1/2 y sus senos son positivos. 
Por esto es posible decir con más exactitud que ellos se sitúan entre O 
y 1/2, o sea, O<a <n/2; 0 f <rn/2. Sumando estas desigualdades, 
obtenemos 

0ZY< 5. 


Ahora está claro que el ángulo y puede determinarse a partir de 
su coseno: 


COS y =COS q COS $ —sen re sen f = 
=VT=1BV 19/16 —1/3-3/4 == 2H. 


12 
Así, 1) cos ya E, 2) 0O<y<n ", Por consiguiente 
Y =AIC IAE ; 


7. ¿A qué es igual el ángulo 2 arc tg (3)? | 

Es evidente que el ángulo a =arctg(—3) satisface la igualdad 
—1/2 <a <0, de donde —a < Za <0. ¿Qué función puede ayudarnos 
a determinar 2a? Pueden aplicarse distintos métodos. 

Primer método. Al multiplicar la última desigualdad por —1, 
obtenemos 1 >>-— 2a97>0. A continuación, 
I—tga_ 1-3 4 


— ——_ 


cos (—2x) = cos2a := Fira 179 E 


Así, 1) cos(— 2a) = —4/5 y 2) 0<—2a <un. Por lo tanto, — 2a = 
=arc cos (— 4/5), es decir, 20 =—arc cos (— 4/5). 

Segundo método. De la desigualdad — 1 <2a-<0 se deduce que 
0<2a +a<x. Luego, cos(2a +31) =—cos2a =4/5. Pero, si se 
cumplen estas dos condiciones, entonces 2a + st = arceos 4/5, es 
decir, =—a + arc cos 4/5. 

Tercer método. De la desigualdad — 1 < 22 -<0 se desprende que 
— 1/2 < 2a + 310/2 < 1/2. Luego, 


tg (La + 1/2) = —cotg 20 = — tell ple 


l y 
a | == —— / 
tg 2a 21iyg a 4/3. 


Por eso, 20 + 11/2 = arc tg (— 4/3), de donde obtenemos una solución 
más: 2a =—an/2+arc cotg (— 4/3). 


Fig. 63 


Se ve que los tres métodos de resolución han dado lugar a tres 
soluciones distintas. Sin embargo, estas tres respuestas sólo parecen 
distintas. En realidad, ellas son de distintas formas de representa- 


> Es evidente que si 0< y < nu, entonces es más justa la desigualdad 0 y <= 
(véase el $ 1 de la Parte J). 
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ción del mismo ángulo y, si es necesario demostrarlo, esto puede ha- 
cerse como en el ejemplo 5. 

Adelante se da un ejemplo de otro tipo más que provoca ciertas 
dificultades. A pesar de esto, su resolución exige sola mente conocimien- 
tos seguros de las definiciones. 

8. ¿A qué es igual el ángulo arc sen (sen 10)? 

Según la definición, a =arc sen (sen 10) es un ángulo que satis- 
face dos condiciones: sen a =sen 10 y —1/2<a<mx/2. Es más fácil 
determinar este ángulo con ayuda de la curva de la función y == sen x 
(fig. 63). Hay que encontrar en el eje de abscisas el número 10, luego 
hallar geométricamente sen 10, que será la ordenada y de un punto 
de curva que corresponde a x=10, y a continuación trazar una recta 


y=aresenx Y y 


y = Qrc cos X 


Y» arc cotg x 


Fig. 67 


horizontal y = sen 10. La abscisa de uno de los puntos de intersección 
de esta recta con la curva se encuentra en el intervalo de —x/2 a 1/2; 
esta abscisa es el ángulo que se busca, es decir, según sus condiciones 
éste se sitúa entre —7/2 y 70/2, y su seno es igual a sen 10. Mediante 
simples razona mientos geométricos es fácil ver que los puntos a y 10 
son simétricos respecto del punto 3 1/2, por eso, 10 — 37/2 == 3/2 — Q, 
de donde se deduce que a = 3n— 10. 

Al terminar por considerar los ejemplos numéricos, conviene exa- 
minar directamente las Junciones trigonométricas inversas, 
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Para los números a que satisfacen la condición —1<ax<l, 
tenemos la expresión siguiente: arc sen «a. En este caso es posible 
examinar la función: 

y = arc sen.x, 


que determina cada número y en función de cada número a. Este nú- 
mero y es igual a la medida en radianes del ángulo arc sen a. Este número 
se designa también por arc sen a. El intervalo de definición de esta 
función, (es decir, multitud de los valores de x para los cuales ésta 
tiene sentido) es una multitud de valores que se encuentran entre —] 
yl. 

Del mismo modo se definen las demás funciones trigonométricas 
inversas. Sus intervalos de existencia son: para la función art cos x 
una multitud de números pertenecientes al intervalo de —1 a l; y 
para las funciones arc tg x y arc cotg x, una multitud de todos los 
números reales. 

Las curvas de las funciones trigonométricas inversas se exponen 
en las figs. 64—67. Sin duda alguna, antes que trazarlas hay que es- 
tudiar detalladamente las propiedades necesarias de estas funciones. 
En particular, conviene demostrar que arc sen x y arc tg x son funcio- 
nes crecientes, mientras queare cos x y arc cotg x decrecientes. Estas 
demostraciones no son difíciles, sin embargo, no es indispensable 
efectuarlas, ya que las gráficas de las funciones en cuestión no se re- 
fieren al programa de esta obra, y en este libro se dan a modo de ilus- 
tración. El lector puede efectuar estas demostraciones individualmente. 
Por un lado, este ejercicio es muy útil y por otra, la aplicación de 
estas propiedades simplifica a menudo la resolución de los problemas. 

El análisis de las resoluciones de los problemas siguientes propor- 
ciona la demostración de distintas propiedades de las funciones tri- 
gonométricas inversas. 

9. Demostrar la identidad: 


are sen(— x) = —arcsenx, si —1<x<!l. 
Escribamos esta igualdad en otra forma —arc sen (—.x) = arc sen x 
e indiquemos que a =arcsen (—x). Entonces según la definición 
1) sena =—x y 2) —1/2<a<n/2. 
Sin embargo, de estas condiciones es fácil deducir que 
sen (— a) =—sena =x y 1/2>—az>— 2, 


lo que significa que —a = arc sen x. Esto ha sido necesario demostrar. 
pa identidad demostrada puede expresarse del modo siguiente: 
y= arc sen x no es otra cosa que una función impar. 
Señalemos que no tenemos ningún argumento para declarar que 
y = arc sen x es una función impar ya que la función y = sen x es impar. 
En realidad, guiándonos de este procedimiento, podríamos deducir 
lo siguiente: la función y=cos x es par, por lo tanto y = arccosx 
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es también par. Sin embargo, esto es incorrecto, puesto que, por ejemp- 
lo, arccos1==0, mientras que arccos(—1) = 18130, La relación 
entre arc cos x y arccos (— x) es más compleja. 

10. Demostrar la identidad: 


arc cos (—x) =x1i—arccos x, siendo —1<x<!. 


La demostracion es igual que en el caso precedente. Dado a = 
=arc cos (—x). Esto significa que: 


l) cosa ==x y 2 0O<a<r, 


pero en este caso cos (1 — a) == —cosa =x y O>—az-—at, o sea 
T>Nn—az>0, así que T—- a =arc cos x, es decir, 2: — arc cos (— x) = 
= arc cos x, lo que ha sido necesario demostrar. 

Las identidades 9 y 10 nos permiten simplificar algunas expre- 
siones. Indiquemos además que ambas identidades se exponen bien 
en el círculo trigonométrico. 

11. Demostrar la identidad: 


arc sen x + arecos x = 1/2, cuando —1<x<l. 


Primer método. De la desigualdad —x/2Xarc senx<n/2 y 
O<arc cos x<n se deduce que 


— 1/2 < arc sen x + arccosx< 310/2. 
Además (véase .el ejemplo 3). 
sen (arcsenx + arccosx) =x* + Y Tay T—xt=1. 


Pero, entre —1/2 y 3n/2 existe sólo un ángulo, cuyo seno es igual a !, 
es decir 1/2, por lo tanto, arcsenx+arc cosx=x/2, lo que ha 
sido necesario demostrar. 

Segundo método. Esta identidad es equivalente a la siguiente: 


arcsenx = 3/2 — arccos Xx; 
pero sen (1/2 — arc cos x) =cos(arc cos x) = x y más 
—11/2 < 1/2 —arc cosx < n/2 


(esto se deduce fácilmente de la desigualdad 0O<arccosx<x1). Por 
consiguiente, 1/2 —. arc cos x «== aresen x, lo que ha sido necesario 
demostrar. 

Esta identidad se expone bien en el circulo trigonométrico (hace 
falta examinar también dos casos: x>0 y x<0). 

A continuación, resolvemos varias ecuaciones que contienen fun- 
ciones trigonométricas inversas. 

12. Resolver la ecuación arc senx = 1x5. 

Es evidente que esta ecuación no tiene soluciones ya que arc sen x 
no puede superar a 1/2. 
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Muchos estudiantes resuelven esta ecuación del modo siguiente: 
“Tomamos senos de ambos miembros: sen (arc set x) = sen n, o sea: 
x=sen n=(. Respuesta: x=0". ¿En que consiste la equivocación 
de este razonamiento? El hecho es que en el caso general, las ecuacio- 
nes f (x) = g (x) y sen f ( x) = sen g (x) no son en absoluto de igual fuerza. 
La segunda ecuación es el corolario de la primera, pero, sin duda, puede 
tener raíces de sobra, lo que ha tenido lugar en este caso. 

Esto siempre hay que tenerlo muy presente ya que, al resolver 
ecuaciones que contienen funciones trigomométricas inversas, a me- 
nudo, conviene operar con funciones trigonométricas “directas” de 
ambos miembros. Por consiguiente, debe realizarse la comprobación ”. 
La comprobación de esta resolución incorrecta mostraría que arc Xx 
xsen 0=03€x, es decir, la raíz x=0 está de más. 


13. Resolver la ecuación arc cos xV 3 + arceos x= xm/2. 
Escribamos esta ecuación en otra forma: 


are cos x M 3=n/2—arc cos x, 
y tomemos los cosenos de ambos miembros 


cos (arccosxW 3) =cos (1/2— are cos x), 


es decir, xY 3 =Y "1—x3. Ambos miembros de esta última expresión 
se elevan al cuadrado (merced a esta operación podrán aparecer raíces 
sobrantes, pero a pesar de todo nos vemos en la necesidad de efectuar 
la comprobación, ¡ya que hemos tomado los cosenos de ambos miem- 
bros!): 3x? =1—x?. De ahí, 4x?= 1, o sea x, .= + 1/2. 

Realicemos la comprobación. Cuando x = 1/2, tenemos 


arc cos Y 3/2 + arc cos 1/2 = 1/6 + 1/3 == 102, 


en consecuencia, x, = 1/2 es la raíz de la ecuación dada. Si x =-- 1/2, 
enemos 


are cos (—V 3/2) + arc cos (— 1/2) = 5n/6 + 2:1/3 = 312, 


es decir, xs» =-— 1/2 es una raíz scbrante. 
14. Resolver la ecuación arcsen 3x5 + arc sen 4x/5 = arc sen x. 
Tomemos los senos de ambos miembros de la ecuación. En este 


caso se obtiene 
5 y 1 25 ' 5 Vi A 


x (31 25— 16xt + 41 25 — 9x2) = 25 x. 


» Adémás, hay que tener en cuenta que debido a que las funciones tg x y cotg x 
no tienen sentido pasa algunos valores de x, entonces, al tomar estas funciones de am- 
bos US las raíces puederi perderse. Por elo ha de servirse de ellas con gran 
atención. 
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Una raiz es evidente: x, =0; hace falta resolver la ecuación 
3Y25—T6 x? + 4/25 9x3 = 95. 


Para simplificar, designemos x? por y. La ecuación irracional 
se resuclve del modo común, elevando al cuadrado y separando pre- 
viamente uno de los radicales ”. Como resultado tenemos y=1. 

Asi, x?=1l|, o sea x,,==+1. Nos queda por verificarlo. Puesto 
que arc sen O + arc sen Ó = arc senO, x, =0 es la raíz. La verificación 
de la segunda raiz está relacionada con algunas dificultades. Esta 
se reduce a la demostración o refutación de la igualdad: 


arc sen 3/9 -+ arc sen 4/5 = 1/2, 


Es necesario demostrar esta igualdad. El ángulo arc sen 4/5 es agu- 
do y positivo, su coseno es igual a MP 1— 16/25 = 3/5; por esto 
arc sen 4/5 = arc cos 3/5. En este caso a base de la identidad del ejem- 
plo 11, tenemos 


arc sen 3/5 + arc sen 4/5 = arc sen 3/5 + arc cos 3/5 = n/2 = arcsen l, 


asi que X= | es una raíz de la ecuación inicial. Luego, según la iden- 
tidad 9, tenemos las igualdades: 


arc sen (— 3/5) + are sen (= 4/5) = — are sen 3/5 — arc sen 4/5 = 
= — 1/2 = arc sen (— 1), 


es decir, xa=-— 1 es también una raíz de la ecuación inicial. 
15. Resotver la ecuación arc sen (l-—x)—2 arc sen x= 5/2. 
Primer método. Es posible escribir la ecuación en la forma siguien- 
te: arc sen (1—x) =x1/24+2 arc sen x, y después tomemos los se- 
nos de. ambos miembros. Al realizar las transformaciones evidentes, 
obtenemos la ecuación x =2x*, es decir, x,=0; x, = 1/2. 
La comprobación muestra que x.=1/2 es una raíz extraña. 
Segundo método. El intervalo de valores admisibles (RVA) de la 
ecuación en cuestión se determina por las desigualdades: 


—1%<l=1x<1, —1<x<l. 
Resolviendo estas dos desigualdades, se obtiene 0<x< 1. Pero, si 


x>0, entonces 2 are sen x>0 y 1—x<l, y como resultado arc x 
x sen(l —x) < 1/2. Por lo tanto, si x>>0, en este caso 


arc sen (1 — x) —2 arc sen x <n/2, 
así que x> () no puede ser una raiz de la ecuación inicial. Sólo queda 
comprobar el valor x=0, Este último valor resulta ser la raíz. 


1) Esta ecuación irracional se resuelve sin dificultades, si entendemos que y== 1 
es una raíz, mientras que el primer miembro es una función decreciente. 
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Es posible continuar proponiendo otros ejemplos para su resolu- 
ción. Sin embargo, está claro que no se confrontan grandes dificulta- 
des con este teoria. Es suficiente conocer la Trigonometría general 
y las definiciones fundamentales de las funciones trigonométricas 
inversas para resolver con éxito muchos problemas. 


EJERCICIOS: 


Calcular los ángulos: 


l. arc sen ( —LÍ) : arcsen 1. 
v3 


2. arc ros ( 4) ; arc cos (—1); arccos 0. 


1 
3. arc t E 3 5 — 
e( Ys): are tg (—1). 
] 
4. arccotg | ——=)]; arc cotg (—1); arc cotg O. 
g ( 75) g (=D g 
5. arc sen (sen 5); arc cos (cos 10); arc tg [tg (—6)1; are cotg [cotg (—10)]. 
6. arc cos 7 —are cos cl arc tg —arc ez: arc cotg (—2) — are e(-3 


4 3)" 
Demostrac las fórmulas: 


7. tg (arc sen a) = = 2) =1<ac<!. 
— (> 
l 
8. sen (arc cotg a) = ===. 
Vita 
VIi=da 
9, cotg (arc sen a) =—_— y, =IGaG)I1,4ax0. 


Demostrar las identidades: 
JO. arc tg (—x) = —arc tg x. 
1. arc cotg (—x) = y —arc cotg x. 
12. arctg x-J- arc cotg x= 5 
¿Para qué valores de x son justas las igualdades? 


33. arc sen x= arc cos Y LT —a?: 
1 

14. arc colg x == arc tez. 

Rovers ecuaciones: 

15. sen (are cos x) == 1. 


1 A 

18. arcsen Ta Vi=>3 A 
Xx 

17. arc cotg x= arc cos £. 


18. arc sen x —arc cos x= arc cos HA . 


PARTE ll 


GEOMETRÍA 


$ 1. OBSERVACIONES GENERALES SOBRE LA GEOMETRIA 


La Geometría goza de poca autoridad entre algunos estudiantes 
porque a ellos les parece que ésta contiene una cantidad inmensa de 
teoremas y definiciones que deben aprenderse de memoria. Por esta 
razón tratan de dominar la Geometría memorizándola, “empollando” 
todo lo que haya, incluso las designaciones. Entre tanto, los hechos 
y nociones geométricos, si se llega a su fondo, son muy lógicos, ilus- 
trativos y naturales. 

Algunos creen que deben saberse, obligatoriamente, las enuncia- 
ciones de las afirmaciones geométricas “palabra por palabra, según 
el manual”. Pero no es así. El estudiante debe presentar una enuncia- 
ción exacta, clara y correcta, sea ésta algo distinta en comparación 
con la del manual. 

Se sabe bien que muchos teoremas del curso pueden ser demostra- 
dos de varios modos. Los estudiantes pueden usar cualesquier demos- 
traciones, lo principal es que sean correctas. Por lo tanto, es necesario 
elegir de antemano y analizar minuciosamente aquella demostración 
de cada teorema que sea más comprensible y sencilla. 

Pero es necesario tener en cuenta que, al demostrar un teorema, 
no nos apoyemos en otro, obtenido a su vez con el empleo de aquel 
que debe demostrarse. Claro está que tal “círculo lógico” en los razo- 
namientos es inadmisible. 

Conviene subrayar especialmente que todas las demostraciones 
deben ser exhaustivas. En particular, hay que enunciar precisamente 
y, si es necesario, demostrar todos los teoremas y lemas auxiliares, 
a los cuales se hacen referencias en el proceso de la demostración. 

A veces los estudiantes tratan de omitir una u otra etapa de la 
demostración, haciendo uso de tales expresiones como “es evidente”, 
“está absolutamente claro que”, etc. Pero hay que prepararse para 
contestar al profesor ya que éste, después de cualquier referencia 
sobre la “evidencia”, puede preguntar: “¿Por qué?” Por consiguiente, 
si analizamos la demostración hay que tratar de aclarar completamente 
cada afirmación, cada paso en el razonamiento. Es muy útil la prác- 
tica siguiente: durante la preparación para los exámenes el estudiante 
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demuestra los teoremas y hace a menudo preguntas: “¿Por qué> ¿De 
dónde se deduce?”, sin dejar de aclarar una sola etapa de la demostra- 
ción y sin creer a pie juntillas ni una afirmación. 

Al estudiar la Geometría no debe olvidarse que las nociones, in- 
cluso las más simples (salvo, por supuesto, tales como el punto, la 
recta, el plano), tienen sus definiciones. De lo contrario, es probable 
que surjan disgustos por preguntas “astutas”, por ejemplo: “¿Qué 
es ángulo recto?”, “¿Por qué se puede trazar un plano a través de dos 
rectas paralelas en el espacio?”, etc. En términos generales, debe pres- 
tarse atención especial a las definiciones, ya que la práctica demuestra 
que en una serie de casos los estudiantes simplemente sustituyen 
las definiciones por imágenes geométricas correspondientes. Por 
ejemplo, cada uno, sin excepción se imagina bien visualmente qué 
es la circunferencia, el círculo, el prisma, la pirámide, el cono, la 


Fig. 68 


esfera sólida, la superficie cónica, la esfera, etc., pero ni mucho menos 
cada uno puede presentar las definiciones correctas de estas nociones. 

A modo de ilustración, consideraremos un prisma. Sin lugar a 
dudas, sobre este objeto cada uno posee una ¡maginación geométrica 
lo suficientemente clara como para resolver Jos problemas que se 
planteen. Sin embargo, la definición del prisma que suelen dar los 
estudiantes no corresponde a esta imagen geométrica. 

De acuerdo con esta definición, el prisma es un poliedro cuyas 
dos caras son poligonos iguales de lados respectivamente paralelos y las 
demás caras son paralelogramos. Primero, repitiendo este concepto, 
muchos olvidan que antes de la definición se estipula que se tiene en 
cuenta un poliedro convexo. Segundo, incluso el poliedro convexo 
representado en la fig. 68 (se llama dodecaedro o rombododecacdro; 
todas sus caras son rombos iguales y Jos planos y las aristas de las 
caras opuestas son también paralelas) satisface esta definición. Es 
evidente que dicho poliedro no corresponde a la imagen geométrica 
del prisma, sin hablar de que no son válidas las fórmulas para su su- 
perficie y volumen. 

El hecho es que demostrando estas fórmulas se sobreentiende que 
el prisma tiene el aspecto que nos imaginamos geométricamente. Es 
por eso que hay que dar la definición adecuada. 

Esto pues realizarse de varios modos. Por ejemplo, se denomina 
prisma al poliedro convexo cuyas dos caras son poligonos convexos igua- 
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les de lados paralelos respectivamente, y las aristas que unen los. vértices 
correspondientes de estos poligonos son iguales y paralelas ". 

uede dar otra definición utilizando la noción de la superficie 
cilindrica: el prisma es un cuerpo limitado por una superficie cilíndrica, 
cuya directriz es un polígono convexo, y por dos planos secantes paralelos 
entre sí que no son paralelos a la generatriz. 

Es necesario subrayar que la Geometría, al igual que todas las 
demás partes de las Malemáticas, requiere cierta cultura lógica. La 
habilidad de dar la idea de lo dado y de lo que se desea demostrar, 
la propiedad de expresar exacta y sucintamente un pensamiento ma- 
temático, son rasgos indispensables que ha de adquirir cada estudian- 
te que se dedica al estudio de la Geometria. 


Muchos estudiantes no entienden bien el axioma sobre las rectas 
paralelas. Por ejemplo, lo enuncian con frecuencia del modo siguiente: 
“A través de un punto ubicado fuera de una recta puede trazarse una, 
y sólo una recta que sea paralela a dicha recta”. El axioma de tal enun- 
ciado contiene dos afirmaciones: la primera, que existe una recta pa- 
ralela y la segunda, que ésta es única. 

No obstante, es conocido para cada uno el problema para la cons- 
trucción sobre el plano: “Trazar por un punto, dispuesto fuera de 
una recta, otra recta que sea paralela a la recta dada”. En este problema 
se da un método de construcción de tal recta, de donde se deduzca su 
existencia. En este caso, la demostración dé lo justo de la construcción, 
es decir, del hecho de que la recta trazada es de veras paralela a la 
recta dada, no se basa en el axioma sobre las rectas paralelas, sino que 
sólo se hace uso del tercer concepto de la igualdad de triángulos y el 
concepto del paralelismo de rectas por ángulos alternos, y las dos afir- 
maciones se demuestran antes de enunciar el axioma sobre las rectas 
peráalelas. 

Pero si es posible trazar una recta (incluso sólo con un compás 
y una regla) en paralelo con la recta dada por un punto dispuesto fue- 
ra de esta linea, entonces, ¿para qué se requiere su existencia en el 
axioma? Claro está, las exigencias son ilógicas. 

En efecto, el axioma sobre las rectas paralelas contiene una sola 
alirmación, o sea, por un punto fuera de una recta es imposible trazar 
dos rectas que sean paralelas a la recia en cuestión. 

En algunos casos el axioma se formula del modo siguiente: “a 
través de un punto, tomado fuera de la recta dada, puede trazarse 
una sola recta, paralela a esta recta”. De cierto modo, esta interpre- 
tación no es concreta, porque se puede entender de dos maneras: 
tanto erróneamente, al exponer que hay dos afirmaciones (primero, 
que es posible trazar tal recta y segundo, que tal recta es única), como 
correctamente, al decir que hay una afirmación (que es imposible 


32 En realidad. esta definición es, de cierto modo, excesiva, 
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trazar dos rectas paralelas a la recta dada). En las Matemáticas hay 
enunciaciones de esta índole en algunos casos, pero, por lo general, 
se entienden únicamente en el ú¿¿timo sentido. No obstante, conviene 
evitar esta vaguedad, si enunciamos el axioma para que no tengan 
lugar interpretaciones distintas. 


El tema sobre los segmentos rectilineos conmensurables e incon- 
mensurables ofrece ciertas dificultades a los estudiantes, puesto que 
se entrelaza íntimamente con la introducción de un nuevo concepto 
algebraico, lógicamente difícil, el concepto de número irracional. 
Se necesita analizar detalladamente el material referente al tema en 
los manuales, tener una idea clara acerca de la consecuencia lógica 
de los razonamientos que se deducen. 

Un error, en que caen con mayor frecuencia los estudiantes, con- 
siste en que no comprenden como es debido el método, con cuya ayuda 
se determina si son conmiensurables, o no, dos segmentos rectilíneos 
dados. Algunos estudiantes piensan más ú6 menos del modo que sigue: 
“Supongamos que se tian dado dos segmentos rectilineos AB y CD 
(fig. 69). Tomemos el menor de ellos (4B) y vamos a colocarlo sobre 
el mayor (CD) a partir del punto C hasta que se agote por completo 
el mayor, o que quede cierto “resto”, segmento C*D que es menor en 
comparación con el segmento dado AB. En el primer caso los segmen- 
tos AB y CD son conmensurables. En el segundo caso dividamos el 


A Utelotalaladcioda)l B 


] A Fig. 69 


segmento menor AB en 10 partes iguales, pongamos la 1'10 parte de 
AB en el C'D a partir del punto C” hasta que se agote por completo 
este resto, a que quede un nuevo “resto”, el segmento CD que es 
menor que 1/10 parte de AB. En el primer caso los segmentos AB y 
CD son conmensurables. En el segundo caso dividamos la décima parte 
de AB una vez más en 10 partes iguales y la 1/100 parte obtenida 
de AB póngase en el C“D a partir del punto €”, etc. Si el proceso descri- 
to se detiene en alguna etapa, es decir, cierta parte de AB se coloca 
sobre el “segmento” corespondiente un número entero de veces, los 
segmentos AB y CD son conmensurables. Pero, si el preceso no se 
detiene, los segmentos son inconmensurables”. 

No es difícil convencerse de que el razona miento ilustrado contiene 
un error. En efecto, determinemos según el método descrito, si son 
conmensurables o no los segmentos del largo de 3 y 4 unidades. Pri- 
mero, el segmento menor se pone en el mayor una vez y resulta un 
“resto” del largo igual a 1; a continuación la 1/10 parte del segmento 
del largo de 3 unidades se coloca en el “resto” obtenido 3 veces, y el 
nuevo “resto” tendrá 0,1 de largo; la 1/100 parte del segmento de largo 
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de 3 unidades se pone en este “resto” 3 veces y se obtendrá un “resto” 
de 0,01 de largo, etc. Claro está que este proceso continuará infinita- 
mente, de modo que de acuerdo con la “regla” enunciada los segmentos 
rectilíneos de 3 y 4 unidades de largo son inconmensurables. Pero, 
por otra dde es evidente que dichos segmentos son conmensurables, 
ya que el segmento de una unidad de largo es su medida común. 

Esta “paradoja” se resuelve fácilmente: los segmentos AB y CD 
son inconmensurables no en el caso en que el proceso descrito se con- 
tinúa infinitamente, sino en que nos conduce a una fracción infinita 
no periódica. No obstante, si el proceso se continúa infinitamente, 
pero nos conduce a una fracción infinita periódica, los segmentos AB 
y CD, al igual que en el caso de detener el proceso en el paso finito, 
son conmensurables. (En el ejemplo de segmentos de 3 y 4 unidades 
de largo obtenemos una fracción periódica infinita 1, (3), es decir, 
los segmentos son verdadermante conmensurables). 


Antes de empezar el estudio de las cuestiones relacionadas con 
la longitud de la circunferencia, el área del círculo, las superficies 
y volúmenes de los cuerpos redondos, es necesario analizar minucio- 
samente el concepto de límite de la sucesión. 

Muchos estudiantes no entienden la diferencia que implican las 
preguntas: “¿Qué es área del círculo?” y “¿ A qué es igual el área del 
círculo?”; “¿Qué es volumen del cono?” y “¿A qué es igual el volumen 
del cono?”, etc. Por ejemplo, al preguntarse: “¿Qué es longitud de la 
circunferencia?, contestan a veces: “La longitud de la circunferencia 
es el número 2xR, donde x es igual a 3,14 ... y R es el radio de la 
circunferencia”. En realidad, la longitud de la circunferencia se define 
como el limite de la sucesión de los perímetros de poligonos regulares 
inscritos en la circunferencia, con el aumento ilimitado del número de 
lados, mientras que la fórmula C =2xR, que da la magnitud numé- 
rica de ta longitud de la circunferencia, es un teorerna que se demues- 
tra a base de la definición inicial . Todo lo dicho es justo también 
para el área del círculo, para la superficie del cono, etc. 

Consideremos brevemente la demostración de la fórmula para la 
torgitud de la circunferencia. Hay estudiantes que piensan que la 
fórmula C=2xR se deduce de la fórmula de duplicación. Pero en 
realidad, partiéndonos de la definición de la longitud de la circun- 
ferencia, demostramos que para cualesquier circunferencias la rela- 
ción de las Jongitudes es igual a la de los radios. De aquí se deduce 
a continuación que para todas las circunferencias la relación de la 
tongitud de la circunferencia a la longitud del diámetro es siempre el 
mismo número, el llamado número x. Así, la igualdad « =C/2R o, 
lo que es lo mismo, C=2xR es válida con respecto a la definición 


1) Aquí la situación lógica cs análogu a la que hentos considerado al determinar 
y al lu suma de Ja progresión geométrica decreciente infinitamente (véase $ 1, 
Parte 1). 
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del número n. Como vemos ahora, la fórmula de duplicación no tiene 
nada en común con el asunto. Esta fórmula podría servir nada más 
que para un cálculo aproximado del número 1. 

Para la demostración de diferentes fórmulas y teoremas de geome- 
tría conviene hacer uso amplio de los métodos algebraicos y trigonomé- 
tricos. En particular, es la forma trigonométrica de muchas aflrmacio- 
nes geométricas (teorma de los cosenos, fórmula S=0,5 ab sen € 
para el área del triángulo, teorema de senos) la que hace la demostra- 
ción de éstas más simple y resulta más cómoda para la solución de 
problemas; son las funciones trigonométricas las que permiten expre- 
sar, en forma escrita y sencilla, con generalización suficiente, muchos 
conceptos geométricos, lo que a veces es imposible efectuar por medio 
del “lenguaje puramente geométrico”. 

Por ejemplo, con la ayuda de las funciones trigonométricas, es 
muy fácil expresar el lado de un poligono de n ángulos regular mediante 
el radio r de la circunferencia inscrita o el radio R de la circunteren- 
cia circunscrita. Por ser igual a 2n/n de radianes el ángulo central 
que corresponde a un lado de un polígono regular de n ángulos, es 
evidente que su lado 


Qn = 2r tgZ. (1) 
De modo absolutamente análogo nos convenceremos de que 
a, =2R sen z. (2) 


Si n es igual a 3, 4 6 6, entonces se obtienen las fórmulas conocidas 
ara el lado del triángulo regular, del cuadrado y del hexágono regu- 
ar. 

Es muy útil da relación 


a 


R= aa * (3) 


que expresa el radio R de la circunferencia circunscrita a un triángulo, 
recurriéndose solamente a un lado y a su ángulo opuesto (con ayuda de 
esta relación se demuestra el teorema de los senos). Es curiosa la de- 
ducción originada por esta relación: resulta que para calcular el radio 


Fig. 70 


del círculo circunscrito es suficiente conocer uno de los lados del 
triángulo y su ángulo opuesto, a pesar de que con estos datos no puede 
apreciarse el triángulo en forma completa. 


316 PARTE ll. GEOMETRIA 


En muchos casos, para resolver los problemas se utiliza la fórmula 
S = pr, (4) 


que relaciona el área S del triángulo con su semiperímetro p y radio 
r del circulo inscrito. Esta fórmula se obtiene de la igualdad obvia 
(fig. 70) 0,5 ar+0,5 br +0,5 cr =S. Es fácil convencerse de que esta 
jórmula es válida también para cualquier polígono en que está ins- 
crito el circulo (S y p son respectivamente el área y el semiperimetro 
del polígono). 

Cabe señalar que también puede utilizarse una fórmula análoga 
en la estercometria. Supongamos, por ejemplo, que en una pirámide 
está incrita una esfera de radio r, en este caso puede calcularse el vo- 
lumen Y según la fórmula 


V = Sr/3, (5) 


donde S es la superficie total de la pirámide. La demostración de esta 
fórmula se efectúa de igual modo que en el caso plano. El centro de 
la esfera se une con todos los vértices, después de lo cual uno puede 
imaginarse que la pirámide está dividida en varias pirámides pequeñas. 
Después fijándonos que el radio de la esfera inscrita es la altura de 
cada una de las pirámides pequeñas, calculamos el volumen de la 
pirámide en cuestión como la suma de los volúmenes de estas pirámides 
pequeñas. - 

Los estudiantes lienen distintas opiniones acerca del dibujo y 
su importancia para la resolución de problemas geométricos. Unos 
creen que el dibujo es innecesario y por eso lo trazan con evidente negli- 
gencia y tratan de fundamentar sus razonamientos sin referirlos 
al dibujo. Otros, al contrario, consideran el dibujo como el elemento 
decisivo en la resolución e incluso piensan que no es necesario argu- 
mentar de uno u otro modo lo que “es evidente en el dibujo”. 

Ambos puntos de vista son erróneos. Natural mente, ningún dibujo, 
por hermoso, ilustrativo y exacto que sea, puede sustituir la demostra- 
ción lógica de un fenómeno geométrico ya que el dibujo no es nada 
más que una ilustración para los razonamientos (para más detalles 
véase el $5, Parte 111). Por esta razón es necesario argumentar lógica- 
mente el fenómeno geométrico que hemos “notado” en el dibujo, y sólo 
en este caso podemos estar seguros de que este fenómeno tiene lugar 
realmente y no es resultado de la ejecución justa (o, quizá, no justa) 
del dibujo. 

Sin embargo, el papel del dibujo no se reduce solamente a la ¡lus- 
tración de los razonamientos durante la resolución de los problemas. 
En muchas ocasiones resulta que el dibujo hecho acertadamente es 
lo que puede dar la idea sobre el empleo de uno u otro teorema, o sobre 
la-necesidad de cumplir una construcción adicional. En otras palabras, 
en la mayoría de los problemas el dibujo desempeña un papel impor- 
tantísimo, permitiendo encontrar (e incluso sugerir) la idea de la 
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resolución. Por eso conviene trazar los dibujos minuciosa y exactamen- 
te, saber notar en ellos los fenómenos geométricos que se pueden apro- 
vechar (véase el $6, Parte JIl). 

A veces una propiedad, notada con acierto en el dibujo, permite 
reducir la resolución del problema literalmente a varios renglones. 
Para resolver el problema que sigue se propusieron más de una decena 
de variantes. Pero fueron muy pocos estudiantes que ofrecieron la 
más breve y simple, bastante fácil de encontrar. 

l. En. una circunferencia está inscrito un rectángulo ÁBCD, cuyo 
lado AB es igual a a. Desde el extremo K del diámetro KP paralelo al 
lado AB el lado BC se ve bajo el ángulo 2$. Calcular el radio de la cir- 
cunferencia. 

Supongamos que O es el centro del círculo, KP|| AB, ZBCK = 
= 28 y AB=a (tig. 71). Se requiere calcular el radio R de la circun- 
ferencia. 

Aquí está la resolución propuesta por algunos estudiantes, basada 
sobre argumentaciones geométricas superficiales. Sea M el punto de 
intersección del diámetro KP con el lado. BC. Puesto que R =KM — 
—OM, calculemos los segmentos rectilineos KM y OM. Del triángulo 
rectangular KMB hallamos que KM=BM cotg f. Si trazamos el 
segmento OB y nos fijamos que el triángulo BOK ts isósceles podemos 
concluir que [BOM =2f (como ángulo externo de este triángulo), 
por lo tanto, del triángulo rectángulo BOM se deduce que OM = BM x 
xcotg 24. De tal modo, R = BMfsen 26. 


Si trazamos la diagonal AC en el rectángulo ABCD, según el 
teorema de Pitágoras obtenemos del triángulo rectángulo ABC: 
(2R)* =a? +- (28M)?. Despejando BM de esta expresión y de la ante- 
rior encontraremos el sadio del círculo: R = a/(2icos2f]). 

Sin embargo, hay otra solución, más simple y breve, la que casi 
nadie pudo notar. Si se traza la diagonal AC desde el principio, estará 
claro que los ángulos Y BKC y Z BAC son inscritos, que se apoyan 
en el arco común BPC y por eso del triángulo rectangular ABC la 
respuesta se obtiene en seguida. 
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Por supuesto, las dos resoluciones descritas son completamente ad- 
misibles; en términos generales, cualquier resolución válida expuesta 
sin faltas matemáticas es completamente legítima, sea larga o corta. 
Aun más en las condiciones de Jos exámenes, cuando el tiempo que 
se ha dado para la resolución es limitado, conviene evitar la búsqueda 
prolongada de una resolución “fina” que, tal vez, no existe; es mejor 
realizar la idea que ha surgido, sin pensar mucho en otras. posibilida- 
des, y finalizar la resolución aunque sea larga pero segura. No obstante 
hay que reconocer que una resolución fina hecha en unos renglones 
manifiesta que el estudiante posee no sólo conocimientos, sino tam- 
bién un alto “sentido” de la Geometría y espíritu de observación. 

Dirigiéndonos otra vez a la figura 71 que hemos utilizado para 
resolver el problema en cuestión, debemos prestar atención a una 
circunstancia importante: los datos del problema no determinan este 
dibujo en forma completamente univoca. En efecto, en la fig. 71 hemos 
tomado el fectángulo ABCD cuyo lado AB =a es el menor; de modo 
igual hemos elegido según nuestro criterio un caso en que el ángulo 
BKC es agudo. En otras palabras, si realizamos la resolución de este 
problema según la fig. 71 deduciremos de hecho suposiciones comple- 
mentarias no estipuladas en los datos del problema. 

El carácter indefinido de los datos del problema en este sentido 
suele encontrarse con bastante frecuencia, y el estudiante tiene que 
hacer suposiciones complementarias necesarias por si mismo (que, 
como regla general, no se indican evidentemente) al ilustrar la con- 


figuración geométrica en el dibujo. Hablando en forma más estricta, 
debemos examinar todos los dibujos posibles y convencernos de que 
la elección de uno u otro dibujo no influye de manera alguna en la 
respuesta. (Por ejemplo, si consideramos el problema anterior conven- 
dría, además de ta fig. 71 recurrir a la fig. 72 y convencernos de que el 
resultado que se obtiene es el mismo a pesar de que los razona mientos 
cambien en cierto modo). Pero, por lo común esto no se cumple ya 
que en un problema de Geometría planteado de una manera lacónica 
la respuesta debe ser igual para todos los dibujos posibles, por esto 
es suficiente realizar la resolución sólo con el uso de uno de ellos. 
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El asunto es más complejo cuando las suposiciones complementa- 
rias, hechas durante el trazado del dibujo, son incompatibles con los 
datos del problema. Por ejemplo, en el problema siguiente, por muy 
rica que sea nuestra imaginación no puede darnos de inmediato la 
configuración correcta en el espacio, y sólo en el proceso de la reso- 
lución estricta se puede aclarar cuál es la disposición real «de los cuer- 

os. 
j 2. En una pirámide de base triangular dos caras son triángulos 
equiláteros con el tado a y las otras dos son triángulos rectungulares ¿sós- 
celes. Determinar el radio de la esfera inscrita en la pirámide. 

Para resolver el problema se necesita un dibujo tradicional: su- 
pongamos que SÁBC es la pirámide en cuestión (fig. 73), los trián- 
gulos ASC y BSC son equiláteros y Z ASB=zZ ACB =290". Con 
el fin de calcular el radio 7 de la esfera inscrita recurra mos a la fórmula 


El área de la superficie de la pirámide SABC se determina inme- 
diatamente: S=a* (2 + Y 3)/2. Para encontrar su volumen es ne- 
cesario calcular su altura SH. Unamos el punto ff con los vétrices 
de la base. Puesto que las aristas laterales son iguales, son también 


$ 


UN 


Fig. 73 Fig. 74 


iguales sus proyecciones: AH = BH =CH. Pero esto significa que H 
es el centro del círculo cireunscrito al triángulo ABC. Sin embrago, 
como Z ACB =090”, el centro del círculo circunscrito ha de hallarse 
en el ero bs e la es decir, el punto H tiene que 
coincidir con el punto Q, que es la base de la altura de la cara 1 
ASB bajada de S a AB. el 
Es así como resulta imposible el fenómeno ilustrado en la fig. 73, 
el dibujo es erróneo. En realidad el plano ASB es perpendicular al 
lano ABC y la altura de la pirámide coincide con la altura SQ de 
a cara lateral ASB. 
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Después de hacer correctamente el dibujo, podemos determinar 
fácilmente V =a*V 2/12, huego se calcula el radio de la esfera ins- 
crita en la pirámide: r=aV 2(2—V 3)/2. 

He aquí otro problema en el cual el dibujo “habitual”, como se 
ña aclarado, no corresponde a los datos del problema y debe ser sus- 
tituido. 

3. Se tiene un paralelogramo cuyo lado AB=1, BC =2 y el ángulo 
ABC es obtuso. Por cada punto B y D se han trazado dos rectas, una de 
las cuales es perpendicular al lado AB y la otra es perpendicular al 
¿ado BC. Como resultado de la intersección de estas cuatro rectas se ha 
formado un puralelogramo semejante al ABCD. Hallar el área del pa- 
ralelogramo ABCD. 

Al empezar a resolver este problema los estudiantes suelen trazar 
la fig. 74; en ésta BE |] BC, DF 1 BC, BG] AB, DH | AB. Según 
las condiciones el paralelogramo BNDM formado por la intersección 
de las rectas BE, DF, BG y DH es semejante al paralelogramo ÁBCD, 
Para calcular el área del paralelogramo ABCD hay que calcular el 
ángulo BAD (los lados del paralelogramo ya se conocen). En virtud 
de los datos este ángulo es agudo, designemos su valor por medio de «. 

Primero encontraremos la relación BM : MD de los lados del para- 
lelogramo BNDM. Con este fin es necesario determinar, qué pares de 
lados de los paralelogramos semejantes ABCD y BNDM son similares, 
Tracemos la diagonal BD y examinemos los triángulos BAD y BMD. 
Puesto que Z ABD > Z ADB (ya que en el triángulo BAD según 
los datos AD > AB) y Z ABE = Z ADH (como ángulos agudos con 
lados respectivamente perpendiculares), por consiguiente Z MBD Z 
Z. MDB, y por eso para los lados del triángulo BMD es válida la 
desigualdad MD > BM. Así pues, en el paralelogramo:BNDM el 
lado MD es mayor que el lado BM, es decir, MD : BM >> 1. Como en el 
paralelogramo ABCD, de acuerdo con los datos, BC: AB =2 > 1, 
entonces son similares los pares de lados AB y BM, BC y MD y 
por eso MD : BM = 2. 

Pasemos ahora al cálculo del ángulo a. De la semejanza de los 
triángulos rectángulos MED y MHB deduzcamos que ED : HB = 
= MD : MB, o sea ED = 2HB. Pero ED = AD— AE =2—<Cos q 
(del triángulo rectangular AB£ se deduce que AE = AB cosa = cosa) 
y HB=AB—AH=1—2cosa (del triángulo rectángulo AHD sé 
deduce que AH =AD cos a« =2c05a) y, por consiguiente, 2—cosa= 
= 2. (1—2c0sa), de donde cos 4 =0, es decir, a = 90”, 

Al obtener este valor del ángulo a (que según los datos del problema 
ha de ser agudo) muchos estudiantes no pueden superar la contradic- 
ción surgida. Unos tratan de encontrar un error en los cálculos an- 
teriores (pero sin éxito, ya que para la configuración que se da en la 
fig. 74 todos los cálculos se han efectuado correctamente), otros es- 
tudiantes dicen que el problema no tiene solución, 
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Sin embargo, som pocos los que hacen una conclusión correcta: 
el resultado obtenido demuestra que la pte: 74 no satisface lus datos del 
problema, ya que en estos datos la configuración mostrada en la figura 
(dibujo) resulta imposible *. Por consiguiente, se necesita aclarar si 
existe alguna otra disposición de las figuras que se tratan en los datos 
del problema, Por desgracia, muchos estudiantes, por falta de imagi- 
nación geométrica, no llegan a la configuración use ada en la fig. 75, 
donde el paratelogramo BNDM no se halla por completo dentro del 
paralelogramo 4BCD. 

Así, resolvamos el problema para la configuración ilustrada en la 
fig. 75. Al determinar que MD > BM (con este fin es suficiente tra- 
zar una diagonal BD y notar que 4MBD > ZMBC =90"), dedu- 
cimos de la semejanza de los paralelogramos que 


BM MD 

“DE BC (6) 
Sea K el punto de intersección de la recta MD con el lado BC. De la 
semejanza de los triángulos rectangulares MBK y KCD se deduce que 


BM MK 
DO RO: (2) 


Fig. 75 


Si comparamos (6) y (7) y señalamos que MD =MK-—KD, BC = 
=BK-+KC, obtenemos la ¡igualdad 


Edad MKGKD ¿MK _KD (8) 
—BRIRC"' “REC BR: 


Sin embargo, de los a semejantes MBK y KDC se deduce que 
MK: KC = BK: KD. Comparando esta igualdad con (8) concluimos 
que MK = KC. Pero en este caso de (7) se deduce que BM = DC = 1 
y luego de (6), que MD = BC=2. Así resulta que los paralelogra mos 
ABCD y BMDN son iguales. 


AAA 
1) Hablando con mayor Der si trazamos las lr Led BE, DF, BG 
y DH en el paralelogramo ABCD (con los lados AB=1, BC==2 y ángulo obtuso 
ABC) se obtiene el paraletogramo BMODN que se halluen el interior del paralelogramo 
ABCD (lig. 74), en este caso los paralelogramos no pueden ser semejantes, 
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Puesto que MK = KC, del triángulo rectángulo MBK, de acuerdo 
con el teorema de Pitágoras obtenemos que MK? = 1 -+(2—MK, es 
decir, MK -= 54, En fin, si tomamos en consideración que Z BMK = 
== £, encontramos del mismo triángulo rectángulo MBK que sen a = 
== BKIMK -- (2— KC)¿MK = (2 —MK)/MK= 35. Por consiguiente, 
el área del paralelogramo ABCD es igual a S =AB-BC:sen a=6/5. 

Así, el problema está resuelto. Resulta que a los datos del problema 
les satisface la única configuración en que el paralelogramo BMDN 
no se halla dentro del paralelogramo ABCD. Cabe señalar que alyu- 
nos estudiantes, desde el principio encuentran el área del paralelo- 
gramo ABCD haciendo uso de la fig. 75, pero no investigan si es posible 
o no, según los datos del problema, el caso de la disposición ¡ilustrada 
cn la fig. 74. Es natural, que pueda considerarse por completa sólo 
aquella resolución en la que se examinen los dos casos. 


EJERCICIOS: 


lt. Defina a) un polígono convexo; b) los angulos alternos internos; c) Una cir- 
cunferencia inscrita en cl triángulo; d) las rectas que se cruzan: e) un ángulo entre 
dos planos que se intersecan; $) un sector esférico. 

2. ¿Es una definición, un axioma o teorema cada una de las sigulentes afirmacio- 
nes: a) dos rectas que se intersecan pueden (ener un solo punto común; h) se llama 
regular un poligono cuyos ángulos, al igual que los lados, son iguales; c) tres puntos 
cualesquiera en el espacio siempre se encuentran en un plano: d) una recta cs perpen- 
diculur a un plano; si es perpendicular a dos rectas que se intersecan y se hallan 
én dicho plano? 

3. Supongamos que la recta / se encuentra en el plano n y que L es una recta cual- 
quiera que no se halla en dicho plano. Consideremos el teorenia siguiente: si la recta 
L es paraleta a la recta [. entonces la recta /. es paralcia al plano 1. Formule tenremas: 
uno Inverso, uno contrario y uno contrario al inverso. ¿Cuále> de éstos son válidos? 

4. Demostrar que el triángulo cuyos lados son de 5, 13 y 12 unidades es rectan- 
gular. ¿Qué relación existe entre esta afirmación y el teorema de Pitágoras? 

"5. ¿Puede definirse la longitud de la circunferencia como el límite de la sucesión 
de los perimetros de poligonos inscritos, si se cumplen dos condiciones: a) el número 
de lados de los poligonos crece infinitamente, b) la sucesión de las longitudes de los 
mayores lados de los poligonos tiende a cero? 

6. Demostrar que 3< n< 4. 

7. Consideremos la afirmación siguiente: “Si en los triángulos ABC y A,B,C,; 
tenemos, que 4B= A¡B,, AC=A1C, y Z ABC= Z Aj ¡Cy en este caso AAB 
=A A/B,C". ¿Es justa esta demostración de la afirmación? Aptiquemos el triángulo 
AB,C, al triángulo ABC de tal modo que el lado A,C, coincida con el lado AC, y el 
vértice B, se halle en cierto punto Bz dispuesto, en contraste con cl vértice B, a otro 
lado respecto a la recta AC. Unamos los puntos B y Aa. El triángulo. BA B, es isósceles 
(porque AB, AD, Al), y porcso / 48B,=Z ABIB. Como ABÉ=/ AB,C 
(va que L£AB C=gApbB Cp), también / CBB, A ER,B, es decir, el triángulo 
BCB, es (Sóscoles y BC= f3,C. Por consiguiente, los triángulos ABC y AB¿C tienen 
los lados ignales respectivamente, es decir, A ABC =A A,B¡C,. ¿Es justa la afir- 
mación inicial? 

8. Se dan dos triángulos en el espacio, cuyos lados son respectivamente para- 
lelos. ¿Qué puede decirse de las rectas que unen respectivamente los vértices «el 
primero y segundo triángulos? 

9. Demostrar que los tres planos bisectrales de los ángulos diedros de un ángulo 
triédrico se intersecan en una misma recta. 
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$ 2. PROBLEMAS PARA LOS LUGARES GEOMÉTRICOS 
DE 1.05 PUNTOS Y PARA LA CONSTRUCCIÓN 


En Gcometría tienen gran importancia lus aspectos referentes 
a la descripción de todo conjunto de puntos que poscen cierta pro- 
piedad. Para aclarar estos aspectos, es necesario entender bien la 
definición del lugar geométrico de los puntos y saber aquellos lu- 
gares geométricos que se mencionan en el programa. 

Sin embargo, en muchos casos la solución de lus problemas para 
el lugar geométrico de los puntos suele basarse en la utilización sabia 
de algún fenómeno geométrico. 

l. Se da el triángulo ABC; hallar (en el plano de este triángulo) 
el lugar geométrico de tales puntos que las áreas de los triángulos AB M 
y BMC sean iguales. 

Señalemos que los dos últimos triángulos tienen un lado BM común 
(fig. 76); por esta razón sus áreas serán iguales si son iguales también 
las alturas trazadas a este lado. De este mado, se requiere encontrar 
tal lugar geométrico de los puntos de M que los puntos A y C equidis- 
ten de la recta BM. 


Y 


Fig. 76 ig. 77 


Interpretado de esta inanera, el problema resulta más sencillo. 
Se puede decir que cualquier recta paralela a la recta AC posee la pro- 
piedad de que los puntos 4 y C equidistan de ésta, y por lo lanto 
todos los puntos de la recta /, que es paralela a la recta AC y que pasa 
por el vertico B del triángulo, pertenecen al lugar geométrico de los 
puntos buscado. 

Como vemos ahora, los puntos del plano que poseen la propiedad 
requerida, pueden hallarse siniplemente “adivinándose”. No obstante, 
el razonamiento ilustrado no puede servir de solución, a pesar de que 
algunos estudiantes, por desuracia, se Je recurren. 


11* 
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En efecto, de acuerdo con la definición, el conjunto de puntos de un 
plano (o de un espacio, si el problema es estereométrico) que poseen cierta 
propiedad, se denomina lugar geométrico, si 1) cada punto de este con junto 
posee la propiedad programada; 2) cada punto que no pertenece al conjunto 
en consideración no posee la propiédad programada. 

Es evidente el hecho de que todos los puntos M de la recta trazada 
l (fig. 76) poseen la propiedad dada en el problema. Sin embargo, se 
buscan todos los puntos del plario que poseen la propiedad indicada 
en los datos del problema; no obstante, nosotros no hemos dentostrado 
que entre los demás puntos del plano no tenenos aquéllos, para los 
cuales esta propiedad se cumple. 

Así, nos queda una pregunta: ¿Agota la recta 1 el lugar geométrico 
buscado? Resulta que no. Como se sabe, cualquier rectá que pase por 
el punto medio del segmento AC, posee la propiedad de que equidiste 
de los puntos A y C. Pero tenemos que elegir aquella de las rectas que 
pasa por el vértice B. Por consiguiente, todos los puntos M” de la 
recta 1”, que es mediana del triángulo ABC trazada desde el vértice 
B (fig. 76), también forman el lugar geométrico buscado. Esta otra 
“cojetura” ilustra bien que la demostración estricta es inevi- 
o jamás podemos estar seguros de que hemos adivinado del 

odo. 

He aquí la demostración en que no se emplean ningunas cojeturas 
previas. Primero, algunos razonainientos para determinar la forma 
del tugar geomélrico buscado. Prolonguemos infinitamente los lados 
AB y BC del triávgulo ABC (fig. 77) y analicemos por separado dos 
casos posibles. 

a) El punto M que posee la propiedad requerida se encueñtra en 
el interior del ángulo ABC (o dentro del ángulo 4*BC” que es verti- 
cal respecto al mismo). Como los triángulos AMB y BMC son equidi- 
mensionales, las alturas AH, y CH, son también iguales, por esta 
razón son iguales los triángulos reclángulos A0H, y COH, (O es el 
punto de intersección del lado AC con el segmento MB o su prolonga- 
ción; proponemos al lector trazar un dibujo para el caso en que el 
punto M se encuentra dentro del ángulo A*BC*) y, por consiguiente, 
AO = OC. Asi, el punto M se halla en la mediana del triángulo ABC 
trazada desde el vértice B (la mediana se supone prolongada infini- 
tamente). 

b) El punto M”, que posee la propiedad requerida, se encuentra 
dentro del ángulo ABC' (o en el interior del ángulo CBA” que es ver- 
tical respecto a éste). Por ser equidimensionales los triángulos AM'B 
y BM'C, las alturas AF; y CH; son iguales y, por consiguiente, 
el cuadrilátero 4H; H; Ces rectangular (AH; 1 A, H;; CH; 1H, H:; 
los lados A/?1; y CH; son iguales y paralelos; proponemos al lector 
trazar un dibujo para el caso en que el punto M' se encuentra dentro 
del ángulo CBA"). De este modo, el punto M' se halla en la recta que 
es paralcla a AC y pasa por el punto 6. 
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Es obvio que los puntos del lugar geométrico buscado no pueden 
encontrarse en las rectas AA” y CC” ya que en este caso uno de los 
triángulos (AMB 6 BMC) se degenera en segmento. 

Estos razonamientos demuestran que el lugar geométrico buscado 
puede componerse sólo de dos rectas: de una mediana (prolongada 
infinitamente) del triángulo ABC trazada por el vértice B, y de una 
recta paralela al lado AC y trazada por el punto B (es decir, nos 
referimos de nuevo e la fig. 76). De hecho, s*+ demostró lo siguiente: 
si cierto punto M del plano posee la propiedad programada, este punto 
tiene que hallarse obligatoriamente en la recta / o en la (['; en otros 
términos, cada punto del plano, que no pertenece a dichas rectas, 
no posee la propiedad dada. 

Es muy simple demostrar que cada punto de las rectas ! y l' per- 
tenece al lugar geométrico buscado. Si M es un punto arbitrario de la 
recta l (fig. 76), los triángulos ABM y CMB son equidimensionales 
podas tíenen un lado común MB y alturas iguales trazadas a este lado. 

¡ M” es un punto arbitrario de la recta [”, en este caso, recurriéndonos 
a los razonamientos según el punto a), demostraremos que los triángulos 
AMB y CMB tienen dimensiones iguales. 

Por consiguiente, el lugar geométrico de los puntos que se bus-a 
se encuentra en las rectas ¿ y 1", 

En lo ulterior necesitaremos (véase el $8, Parte TI dos ugares 
geométricos importantes en el espacio. 

El lugar geométrico de los puntos en el espacio, equidistantes de tas 
caras de un ángulo diedro, es un plano que divide dicho ángulo en dos 
ángulos diedros iguales (el lector puede convencerse de la validez de 
esta afirmación). Este plano que divide el ángulo diedro en dos partes 
iguales se denomina plano bisectral del ángulo diedro (análoga mente 
a la bisectriz del ángulo plano). 

A continuación es fácil demostrar que el lugar geométrico de los 
puntos en el espacio que equidisian de los dos puntos programados A y B 
es un plano perpendicular al segmento AB y que pasa por el punto medio 
de dicho segmento. 

Hoy día están muy de moda los problemas de planimetriía para 
la construcción, es decir, problemas que requieren construir alguna 
configuración geométrica usando no más que dos instrumentos, el 
compás y la regla. Por supuesto, en estos problemas no se trata del 
trazado más exacto del dibujo en cuestión, sino de la descripción del 


Y Sin embargo, hay que decir unas palabras sobre el punto 8. Si elegimos el 
propio punto B en calidad del punto M, enlonces los triángulos AMB y CMB se de- 
generan en segmentos, y, a base de esto, puede excluirse el punto 8 del lugar geome- 
trica buscado. Sin embargo, si se supone que tal triángulo degenerado en segmento 
tiene un área igunl a cero, en este caso también el punto 8. hablaudo formalmente, 
poseerá la propiedad requerida en los datos del problema, es decir, dos triángulos AMI 
y CMB, al coincidir los pimtos M y 8, tienen la misma área, que es igual a cero. 
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En efecto, de acuerdo con la definición, el conjunto de puntos de un 
plano (o de un espacio, si el problema es eslereométrico) que poseen cierta 
propiedad, se denomina lugar geométrico, si 1) cada punto de este conjuro 
posee la propiedad programada; 2) cada punto que no pertenece al conjunto 
en consideración no posee la propiedad programada. 

Es evidente el hecho de que todos los puntos M de la recta trazada 
I (fig. 76) poseen la propiedad dada en el problema. Sin embargo, se 
buscan lodos los puntos del plano que poseen la propiedad indicada 
en los datos del problema; no obstante, nosotros no hemos demostrado 
que entre los demás puntos del plano no tenemos aquéllos, para los 
cuales esta propiedad se cumple. 

Así, nos queda una pregunta: ¿Agota la recta [ el lugar geométrico 
buscado? Resulta que no. Como se sabe, cualquier recta que pase por 
el punto medio del segmento AC, posee la propiedad de que equidiste 
de los puntos A y C. Pero tenemos que elegir aquella de las rectas que 
pasa por el vértice B. Por consiguiente, todos los puntós M” de la 
recta 1”, que es mediana del triángulo ABC trazada desde el vértice 
B (fig. 76), también forman el lugar geométrico buscado. Esta otra 
“cojetura” ilustra bien que la demostración estricta es inevi: 
o jamás podemos estar seguros de que hemos adivinado del 

odo. 

He aquí la demostración en que no se emplean ningunas cojeturas 
previas. Primero, algunos razonamientos para determinar la forma 
del lugar geométrico buscado. Prolonguemos infinitamente los lados 
AB y BC del triángulo ABC (fig. 77) y analicemos por separado dos 
casos posibles. 

a) El punto M que posee la propiedad requerida se encueñtra en 
el interior del ángulo ABC (o dentro del ángulo A*BC” que es verti- 
cal respecto al mismo). Como los triángulos AMB y BMC son equidi- 
mensionales, las alturas AH, y CH, son también iguales, por esta 
razón son iguales los triángulos rectángulos AOH, y COH, (O es el 
punto de intersección del lado AC con el segmento MB o su prolonga- 
ción; proponemos al lector trazar un dibujo para el caso en que el 
punto M se encuentra dentro del ángulo A*BC”) y, por consiguiente, 
AO = OC. Asi, el punto M se halla en la mediana del triángulo ABC 
trazada desde el vérlice B (la mediana se supone prolongada infini- 
ta mente). 

b) El punto M', que posee la propiedad requerida, se encuentra 
dentro del ángulo ABC" (o en el interior del ángulo CBA” que es ver- 
tical respecto a éste). Por ser equidimensionales los triángulos AM'B 
y BM'C, las alturas A/7, y CH; son iguales y, por consiguiente, 
el cuadrilátero A/f; H; Ces rectangular (4H; 1 HA, H;,CH¿ 14H; By; 
los lados AH; y CH; son iguales y paralelos; proponemos al lector 
trazar un dibujo para el caso en que el punto M” se encuentra dentro 
del ángulo CBA”). De este modo, el punto M” se halla en la recta que 
es paralela a AC y pasa por el punto B. 
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algoritmo y del esquema «de métodos que permitan efectuar dicha 
construcción. 

El programa escolar no prevé el conocimiento de métodos generales 
para la resolución de tales problemas (método de simetría, método de 
semejanza, etc.); los estudiantes tienen que resojver los problemas 
para la construcción que se reducen directa mente a los métodos prin- 
cipales de construcción enumerados en el programa. 

Resolviendo los problemas para la construcción, primero debe 
hacerse un análisis, es decir, hallarse la idea que permita cumplir 
la construcción. Efectuando el análisis y suponiendo que el problema 
está resuello, se traza el dibujo de la configuración buscada y se trata 
de haJlar aquellas dependencias entre los datos del problema y los 
buscados que permitan aplicar los métodos principales conocidos, 
para la construcción. 

Después que se haya encontrado el plan de la resolución del proble- 
ma, hay que describir detalladamente el esquema de métodos para la 
construcción de la configuración necesaria. Luego es necesario demos- 
trar que la configuración construida satisface realmente todos los re- 
quísitos de los datos del problema. En fin, se necesita analizar el pro- 
blema, es decir, aclarar, si es posible la construcción, cuántas solucio- 
nes tiene el problema, etc. 

2. Sobre uno de los lados de un ángulo agudo dado está marcado el 
segmento BC. Hallar en el otro lado de dicho ángulo un punto desde el 
cual el segmento BC se vea al ángulo máximo. 

Empecemos por el análisis del problema. Supongamos que el seg- 
mento BC se encuentra en el lado MO del ángulo MOP, y que el punto 
A, dispuesto en el lado OP, es el buscado (fig. 78). Esto significa 
que para otro punto D cualquiera , que se hatle en el lado OP, se cumple 
la condición: 4BAC>Z. BDC. De esta manera, para resolver el 
problema tenemos que buscar el método de comparación de los ángulos. 

Un buen métado de comparación de los ángulos nos dan los teore- 
mas sobre la medición de los ángulos cuyos vértices se encuentran 
en la circunferencia, fuera o dentro del círculo descrito por ésta. 
Si tratamos una circunferencia que pase por los puntos A, B y C, 
el ángulo BAC se medirá como la mitad del arco sobre el cual se apoya, 
y para otro punto D cualquiera que se disponga en OP y fuera de la 
circunferencia mencionada, el ángulo BDC se medirá por medio de 
la semidimensionalidad de los arcos en los que se apoya, es decir, 
BDC será menor que el Z BAC. 

Ahora está claro que para resolver el problema tenemos que tra- 
zar una circunferencia que pase por los punlos B y C, de modo que sea 
¿angente al lado OP del ángulo MOP. En este caso el punto de tangen- 
cia será el buscado, puesto que todos los demás puntos del lado OP 
se encontrarán fuera de la circunferencia trazada. 

Para llacer la construcción no es necesario trazar la propia circun- 
jerencia que pase por los puntos B y C y que sea tangente al lado OP, 
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sino que es suficiente hallar el punto de tangencia A. Con este fin 
encontraremos la distancia entre este punto y el vértice O del ángulo 
MOP utilizando la propiedad conocida de la tangente y la secante: 
OA? == OC- OB. 

Así, para efectuar la construcción debe encontrarse la media ge- 
ométrica de los dos segmentos conocidos 0B y OC, y luego colocar 
este segmento en el lado OP del ángulo MOP a partir del vértice O. 
El otro extremo del segmento que se coloca nos da el punto buscado. 

Realizando todos los razonamientos en orden inverso, se puede 
demostrar que el punto hallado de esta ¡manera será el buscado. El 
análisis del problema demuestra que el problema es siempre resoluble 
y que tiene una sola resolución. 

3. Se da el punto M dentro del ángulo A. Se requiere trazar una recto 
[ por el punto M de tal manera que forme con dicho ángulo un triángulo 
de área minima. 

En primer lugar, realizaremos el análisis: supongamos, con fines 
de certeza, que el angulo 4 es agudo. 

Sean PN y RS dos rectas que pasan por el punto M (fig. 79). Com- 
paramos las áreas de los triángulos APN y ARS. Construimos los 
puntos P, y R, de tal modo que P,M =PM y RM = RM; entonces, 
pasando del triángulo APN al ARS, disminuimos el área, ya que 


M 
£ 
B 
Á P A 


Fig. 78 Fig. 79 


el área despreciada del triángulo MNS es mayor que la añadida del 
triángulo PRM que es igual al triángulo P,R,M. Es evidente que tal 
disminución puede hacerse únicamente en el caso en que el punto M 
divide en dos partes desiguales el segmento PN de la recta !, compren- 
dido entre los lados del ángulo. 

Así, se debe trazar la recta ¿ por el punto M4 de tal modo que se 
cumpla la igualdad NM=MP, sólo en este caso resulta imposible 
disminuir más el área del triángulo ANP. Pero es obvio que en este 
caso ÁM es la mediana del triángulo ANP. 

Trazando más adelante hasta construir un paralelogramo a base 
de este triángulo; podemos indicar inmediatamente el método de 
construcción (Sig. 80). Trazamos la recta AA mas lejos del punto M 
y marcamos en ella MB =- AM. Por el punto B trazamos una recta 
paralela a uno de los lados del ángulo en cuestión, sea AC, hasta que 
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se interseque con su otro lado, AD, en el punto P. La recta buscada / 
pasa por los puntos P y M. 

Para la demostración se necesita, de hecho, repetir los razona mien- 
tos efectuados durante el análisis. Sea ¿* una recta arbitraria que pasa 
por el punto M. Como A MPP" = A MNR (según el segundo con- 
cepto de la igualdad de triángulos), el lriángulo APN es equidimensio- 
nal al cuadrilátero 4P"RN, cuya área es menor que la del triángulo 
APN". 


Fig. 80 


Si el ángulo A es obtuso, la construcción se efectúa del modo 
análogo (el lector puede hacerla). El análisis del problema nó es com- 
plejo: es siempre resoluble univocamente si el ángulo A es menor que 
el ángulo llano. 

Algunas observaciones complementarias sobre la resolución «le 
problemas para la construcción pueden verse en el $ 3 de esta Parte. 


EJERCICIOS: 


T. Hallar cl lugar geométrico de dos puntos en el plano si se sabe que: a) la dife- 
rencia de las distancias do éstos hasta dos rectas £ y 1 de este plano, que se interse- 
can, es igual (por su valor absoluto) a la magnitud programada a > 0; b) la suma de 
cuadrados de las distancias de los cuales hasta dos puntos A y B de este plano es igual 
a la magnitud programada «. 

2. Én una recta se tienen los puntos A y A. Dos circunferencias son tangentes 
a dicha recta en los puntos A y B respectivamente ¿, tangenles una a la otra en cl 
punto M. Hallar el lugar geométrico de los puntas de Af, 

3. En un plano se dan tres rectas que se intersecan en pares y no pasan par un 
punto. Hatlar el lugar geométrico de los centros de las circunferencias circunscritas 
a todos los triángulos posibles cuyos vértices se encuentran en las rectas mencionadas. 

4. Hallar en el plano cl lugar gcométrico de las bases de las perpendiculares 
trazadas desde el punto A hasta las rectas que pasan por el punto dado B. 

$. Hallar el lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas de la circun- 
ferenciu que pasen por el punto A dentro de la circunferencia. 

8, Hallar el lugar gcométrico de aquellos puntos del plano que las tangentes 
trazadas de estos puntos a la circunferencia formen entre sí et ánenlo «. 

2. Hailar el lugar geométrico de los puntos medios de los segmentos rectilí- 
neos que unen el punto A, dispuesto fuera de la circunferencia, con los puntos de ésta. 

8. Se dan dos puntos A y B en un plano. Hallar el lugar geométrico de los pun- 
tos de M de este plano, para los cuales AM -BM -cos(Z AMB)= 3/4 AB?. 

9. Hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio equidistantes de los 
tres puntos A, B, C, si éstos: a) no se disponen en una recta; b) se sitúan en una recta. 
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10. Hallar cl lugar geométrico de los puntos «del espacio que se encuentran a la 
distancia a de los dos planos [Il y n de se intersecan. 

11, Hallar cl lugar geométrico de los puntos del espacio que cquidistan de tres 
planas que se intersecan en pares sin pasar por una misma recta y que son perpendi- 
culares <a cierto plano 1. 

12. Hallar el lugar geométrico de las bascs de las perpendiculares bajadas 
desde el punto A a todas las rectas posibles trazadas en el espacio por el punto fijo B. 

13. Hallar el lugar geométrico de las proyecciones del punto A a todos los planos 
posibles que pasan por la recta / en la que no se cucuentra el punto A. 

14. Hallar el Ingar geométrico de los puntos medios de los segmentos 48 en los 
cuales los puntos A y B se sitúan en diferentes caras de un ángulo diedro agudo. 

15. Haltar el lugar geométrico de los puntos del espacio por los cuales es impo- 
silrte trazar tna recta que interseque las rectas L y [ que se cruzan. 

16. En cl plano x se encuentra un cuadrado de lado a. Hallar el lugar geométrico 
de los puntos del espacio alejados de los vértices del cuadrado a la distancia /. 

17. Se dan el plano <t y los puntos A y B dispuestos a un lado del mismo de 
tal modo que la recla AB no es paralela al plano x. Se consideran todas las esferas po- 
sibles que pasen por los puntas A y B y sean langentes al plano n. Hallar el lugar geo- 
métrico de los puntos de langencia. 

18. Se da un cubo de arista a. Hallar el tugar geométrico de los puntos medios 
de los segmentos de longitud /, uno de cuyos extremos se sitúa en la diagonal dé la 
cara superior del cubo y cl otro, en la diagonal (no paralela) de la cara inferior del 
cubo (0 en las prolongaciones de estus diagonales). 


19. Trazar un segmento rectilíneo Y abit, sí se conocen los segmentos a y b, 

20. Construir un triángulo con el lado a, la mediana m de otro lado y el radio R 
de la circunferencia circunscrita. 

21. Trazar una circunferencia que sea tangente a la recta / y que pase por los 
dos puntos A y B situados a un lado de esta recta. 

22. Trazar una circunferencia tangente a una circunferencia dada y a una recta 
dadá 7 en el punto fijo A. 

23. Se da un círculo cuyo diámetro es AB. Determinar el lugar del punto C en 
el diámetro AB de tal modo que la suma de las áreas de los círculos, cuyos diámetros 
son los segmentos rectilincos AC y AC, sea igual a 2/3 del árca del círculo dado. 

24. Se tiene el triángulo 4BC. Coustruir el rectángulo ABDE, uno de cuyos la- 
dos sea igual al lado 48 del triúngulo, mientras que su área junte con el área del 
cuadrado construido en el lado BD sea igual al área del triángulo dado. 

25. Se da una pirámide cuya base es un cuadrado y la altura es igual a la arista 
de la base. Construya un prisma triangular, cuya altura es igual al segmento dado », 
que su hase sea un triángulo rectángulo isosceles y cuyo volumen sea igual al de la 
pirámide dada. Describir el método de construcción de la base de dicho prisma con 
syuda de un compás y una regla. 


$ 3. APLICACIÓN DE LA TRIGONOMETRÍA Y EL ALGEBRA 
EN LA GEOMETRIA 


Algunos estudiantes opinan que hay problemas pura mente “algebrai- 
cos”, “geométricos” y “trigonométricos”, cuyos métodos de resolución 
no tienen nada común. Por esta causa tratan de obtener la solución 
de los problemas de Geometría empleándo medios “puramente geomé- 
tricos”. 

Entre tanto, esta opinión, que provoca la desmembración artifi. 
cial de las matemáticas elementales es absolutamente errónea. Para 
resolver muchos problemas conviene aplicar todo el caudal de cono- 
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cimientos de las diversas partes de las matemáticas elementales *. 
En algunos casos la aplicación de los métodos o fenómenos trigonométri- 
cos o algebraicos para la solución de los problemas de (Geometría 
resulta inevitable, ya que éstos pueden carecer de otras resoluciones 
"puramente geométricas”. 

En tales problemas la Geometría, la Trigonometría y el Algebra 
han de actuar como “un frente único”. Esta es la razón, por la cual 
los estudiantes, que saben combinar los fenómenos de las diversas 
ramas de la Geometría, Trigonometría y Algebra y dominan acti- 
vamente todo el curso de matemáticas de la escuela, pueden resolver 
con éxito estos problemas. 

Es sabido que es muy útil la aplicación de la Trigonometría a 
la resolución de los llamados “problemas de cálculo” de Geometría. 
Con razón se incluye en el cuestionario de los exámenes un punto 
especia] “Aplicación de la Trigonometría a resolución de los problemas 
de Geometría”. Si no existieran relaciones trigonométricas entre los 
lados y ángulos de diversas figuras, no podríamos resolver muchos 
problemas. 

Sin embargo, el uso de la Trigonometría en la resolución de los 

roblemas de Geometría no se reduce sólo a la resolución de triángu- 
os y a la simplificación de las fórmulas obtenidas, ya que sus posibi- 
lidades son mucho más amplias. En particular, resulta a veces muy 
útil la idea de hallar el ángulo partiendo de Las relaciones trigonométricas. 
Por desgracia, este método de solución de los problemas de Geometría 
es práctica mente desconocido para muchos estudiantes; por esta causa 
lo ilustraremos con dos ejemplos. 

l. Se toma un punto M dentro del ángulo agudo a. Las bases P 
y Q de las perpendiculares trazadas desde el punto M a los lados del ángulo 
distan del vértice O del ángulo a las magnitudes OP = p, OQ = q. Hallar 
los ángulos en que la recla OM divide el ángulo a. 

Designemos la distancia OM (desconocida para nosotros) por 
medio de x y los ángulos agudos POM y QOM en que la recta OM di- 
vide el ángulo a, mediante q, y q, respectivamente (fig. 81). La mag- 
nitud del ángulo q, puede ser expresada valiéndonos del triángulo 
rectángulo MPO por p y x: 


. ) 
COS tf «L, es decir, q, = arc cos Z : 
En este caso del triángulo rectángulo MQO, tomando en conside- 
ración que q, =2—4,. obtenemos: 
q / pa fe PA 
y = COSp¿= COS (a —4 1) --- COSO COS! ANC COS q sen a sen| arc cos). 


Y Recorienios que en el problema 19 del $ 3, Parte 1, hemos indicado la solución 
de dicho problema algebraico con el uso de idens geométricas, 
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Calculando las expresiones obtenidas (véase $ 5, Parte 11), hallamos 
que 


q =pcoso +sena Y xi— pr. 


. De esta ecuación se podría determinar x y luego, de los triángulos 
rectángulos MPO y MQO hallar los cos (q, y cos q,. Pero es menos 


Ss 


Fig. 81 Fig. 82 


complicado proceder de otro modo. Señalemos que Vxi—pt=MP 
(del triángulo rectángulo MPO), y por eso 


4 _ AMP. Vx—pl  q—pcsa 
EP.=G7pB= p ETT 


Asi obtenemos definitivamente 


_q—pcosa 
Vaca > Pe 2 a— q. 


2. La arista lateral de una pirámide triangular regular es igual 
a b, el ángulo entre las caras laterales es igual a q. Hallar la magnitud 
del tado de la base. 

Sea la pirámide SABC regular, AS=BS>=CS =b (fig. 82). 
Tracemos desde los puntos B y C las alturas BD, y CD. de los triángu- 
los ASB y ASC. Demostremos que les servirá de base yn punto común 
D,=D;,=D. En efecto, A SBD, = A SCD., y por lo tanto tas dis- 
tancias entre el vértice S y la base de las alturas trazadas al lado AS 
en cada uno de estos triángulos serán iguales. 

De aquí se deduce que BDC es un ángulo lineal de un ángulo diedro 
entre las dos caras, es decir, 4BDC=qk. 


p—q cos QU 


1 El lector puede convencerse, al hacer cálculos, de que q¿= arc tg ma 
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Tracemos la apotema SP de la pirámide y la altura DH del trián- 
gulo isósceles BDC. En este caso es evidente que AB =2AP =2b cos 
(DAP), que nos permite determinar el ángulo DAP. Por ser agudo 
este ángulo (como un ángulo a la base de la cara lateral de una pirá- 
mide triangular regular), refiriendonos al triángulo BAD, podemos 
anotar que 


van BD 
LDAP = aresen 5 - 


A continuación, del triángulo BDH obtenemos: 


BH Als 
BD = sen (q/2) — 2 5en (1p/2) * 


Por consiguiente, 


en ía sl 0 
AB -= 2bc0s | arcsen Coen 35) | ] 


Simplificando esta expresión (véase $ 5, Parte 11), encontramos 
| 
AB=b Y 4— um: (1) 


A base de la respuesta obtenida (1) conviene hacer la observación 
siguiente. Por lo común, se trata de reducir la respuesta en los proble- 
mas de Geometria a la llamada forma “cómoda para la logaritmación”. 
Es fácil representar el segundo miembro de la igualdad (1) en la forma: 


_  2b V Pa N 7 poo n 
q V en (+) G). e) 


pero esta representación no es obligatoria. 

A propósito, la tradición de dar la respuesta “en forma cómoda 
para la logaritmación”, en muchos casos resulta inútil para la anota- 
ción más simplificada de la respuesta. En contraste con la opinión 
conocida, tampoco es la más cómoda para el cálculo con valores con- 
cretos de las magnitudes dadas en el problema. No es difícil conven- 
cerse de que, al efectuar tales cálculos, la respuesta se obtiene más 
rápida y simplemente valiéndonos de la fórmula (1) en comparación 
con la fórmula (2). 

Al resolver estos problemas, muchos estudiantes no sólo recurren 
a argumentos y cálculos necesarios sino también tratan de analizar 
con más detalles la fórmula obtenida. Este análisis, como regla, con- 
siste en la búsqueda de su esfera de definición. 

Se procede más o menos de la forma siguiente. Es obvio que la 
fórmula (1) tiene el sentido únicamente si se observa la condición 


l s 


$4. APLICACIÓN DE LA TRIGONOMETRIA Y EL ALGEBRA EN LAGEOMETRÍA 333 


Puesto que el ángulo q entre las caras laterales (según los razona mien- 
tos geométricos evidentes) debe ser comprendido en los límites de 0” 
a 180%, en este caso 0” <q"2<90", entonces sen (p2)>0. Por esta 
razón la desigualdad (3) puede escribirse en la forma de sen (12) > 1-2, 
de donde obtenemos que la fórmula (1) tiene sentido para 60%. p < 180”. 

Es fácil convencerse que dicha condición se cumple para cualquier 
pirámide triangular regular. En efecto, según la conocida propiedad 
de la perpendicular y las oblicuas, BD< BA (fig. 82). Por eso, si se 
traza un triángulo isósceles BD*C con los lados BC, BD* = BD, 
CD* =CD (igual al triángulo BDC) en el plano de la base ABC de la 


Fig. 83 


pirámide, el punto D* se hallará dentro del triángulo ABC. De aquí, 
después de un simple cálculo de los ángulos, concluimos que Z. BDO = 
=LBD*C> BAC =60". 

Por consiguiente, en la pirámide triangular regular el ángulo diedro 
a la arista lateral es siempre mayor de 60”. Esto significa que la fórmula 
(1) es siempre válida para cualquier pirámide triangular regular. 

Cabe señalar que este análisis de la respuesta no es un elemento 
obligatorio de la resolución del problenía (si, claro está, esta condición 
no se estipula especialmente en el problema). 

No obstante, muchos estudiantes realizan este análisis. A menudo 
se comete un error lógico: se acepta como cierto que la configuración 
de que se trata en cl problema, existe precisamente con aquellos va- 
lores de las letras con los cuales tiene sentido la fórmula definitiva. 
En realidad, el análisis de las condiciones de la existencia de la con- 
figuración geométrica no es, de ningún modo, equivalente al análisis 
simple de la respuesta obtenida. 

Con el fin de aclarar esta distinción, examinaremos el problema 
siguiente. 

3. En el paralelugramo ABCD el lado muyor AR =a y el menor 
BC =b, el ángulo agudo entre las diagonales es a. Hallar la distancia 
entre los lodos paralelos AB y DC. 

Compongamos dos expresiones distintas para el área S del paralelog- 
ramo (fig. 83). Por una parte, 


S=481 por =2:0B.0C sena, 
donde «a es el ángulo agudo entre las diagonales. Para determinar el 
producto OB-OC apliquemos el teorema de los cosenos al triángulo 


BOC: 
b: =0B* + O0C:*—2- 0B.-0C cosa 
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y la propiedad conocida del paralelogyramo 
0OB* + 0C? = 1/4(DB* 4+-AC*) = 12 (a? + 0>). 
Obtenemos definitivamente S = 1/2 (a? — b3) tga. 

Por otra parte, S =AB-DH, donde DH =f es la distancia bus- 
cada (la altura del paralelogramo). Igualando las dos expresiones para 
el área S, encontramos que 
hz ar—6 

=> La 


ty a. (4) 


Si buscáramos la esfera de la definición de esta fórmula, veríamos que 
su segundo miembra tiene sentido, por ejemplo, para todos los valores 
de a>0, 0<b<a y 0"0<a<90”. Sin embargo ¿se deduce de aqui 
que la configuración geométrica en cuestión existe para todos los va- 
lores de las letras? Es decir ¿puede construirse un paralelogramo con 
los lados a y b y el ángulo agudo a entre las diagonales, cualesquiera 
que sean los valores a>0, 0O<b<a y <a -<90% 

Aplicando a la fórmula (4) los valores, digamos, a=3, b=1, 
y a =45", encontraremos que k = 4/3. Si meditamos un poco, este 
resultado nos puede parecer algo extraño. En efecto, si examina mos 
el triángulo rectangular AHD (fig. 83) su hipotenusa AD =1 debe 
ser más corta que el cateto DH = 4/3. Esto sólo puede significar que 
no existe el paralelogramo con los valores de a, b y a dados. 

Es fácil convencerse directamente de lo expuesto. Como el área 
del paralelogramo con los lados a y b no supera el área del rectángulo 
con las mismas longitudes de los tados, debe cumplirse la desigualdad 
1/2(a2— b?) tgoa <ab, que puede apuntarse también en la forma 
siguiente: 

le 


0<a arc ty. (9) 


En otras palabras, los valores a, b y a no deben ser cualesquiera, inde- 
pendientemente una de vutra, ya que han de satisfacer la desigualdad (3). 

De este modo, son posibles los casos en que la configuración geo- 
métrica del problema existe no para todos los valores de las letras 
que abarca la definición de la respuesta. Por lo tanto, el análisis de un 
problema de Geometría, es decir, la aclaración de las condiciones con 
las cuales existe la configuración, es una cosa bastante compleja. 
Por eso en todos los problemas de Geometría sólo se necesita realizar 
su resolución, suponiendo que exista la configuración geomélrica de que 
se trata en el problema (salvo, como es natural, el caso en que se estipula 
especialmente la necesidad de efectuar el análisis de esta indole). 

Resolviendo los problemas de Geometría, los estudiantes se encuen- 
tran a veces con relaciones de forma extraña que se obtienen como 
resultado de la aplicación de las fórmulas trigonométricas conocidas. 
Estas “extrañezas”, que son difíciles de razonar e interpretar debida- 
mente provocan dudas en los estudiantes. 
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Entre tanto, es muy importante entender el sentido verdadero de 
estas relaciones de forma no común q surgen de súbito. El asunto 
consiste en que a menudo las propias fórmulas “piensan” por nosotros, 
son más “cautelosas”, tomando en consideración los casos que no hemos 
prestado la atención debida. 

Aquí está, por ejemplo, un problema en que las fórinulas tendrán 
en cuenta la condición que no se utiliza en nuestra resolución y que 
muchos estudiantes no la notan. 

4. En un triángulo aculángulo ABC con los ángulos a y P y los 
vértices A y B respectivamente está inscrita la a de radio r. 
En paralelo con BC se ha trazado una tangente a esla circunferencia, 
gue interseca los tados AB y AC del triángulo en los puntos K y M, res- 
pectivamente. Hallar el área del trapecio BCMK. 

De acuerdo con la fórmula para el área del trapecio tenentos que 
hallar las bases BC y MK y su altura (fig. 84). Es evidente que la al- 
tura del trapecio equivale al diámetro 2r de la circunferencia inscrita. 

La primera etapa de la solución consiste en la búsqueda de la base 
BC del trapecio, que es el lado del triángulo dado. Si desde el centro O 


Fig. 84 


de la circunferencia inscrita, es decir, desde el punto de intersección 
de las bisectrices CO y BO trazamos una perpendicular OD al lado BC, 
en este caso OD =r. Entonces de los triángulos rectángulos BOD y 
COD obtendremos respectivamente 


BD= reotgL, CDorcotg tg Et, 


y, por consiguiente, 


BC=r(cotg 5 +tg22). (6) 

La segunda etapa de la resolución es el proceso de hallar la base 

MK del trapecio. Tracemos da ad MM, y KK, desde 

los puntos M y K hasta el lado BC; es evidente que MM, = KK, = 72r. 
Puesto que 


MK =M, K, = BC—BK,—CM,, (7) 
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es suficiente encontrar los segmentos rectilíneos BK, y CM. Es po- 
sible efectuar esto valiéndonos de los triángulos rectángulos BKK, 
y CMM, respectivamente: 


BK,=2rcotgf;, CM, = 2rcotg (1 — a — B) =—2rcotg (a+ B). (8) 


El signo negativo aparecido en la última fórmula suele sorprender 
a los estudiantes. ¿Qué sentido geométrico tiene este signo? Natural» 
mente, no significa ninguna “longitud negativa”. Aun más, es este 
signo negativo aparecido automáticamente el que asegura el valor 
O para el largo del segmento CM,. Siendo acutángulo según 
os datos del problema el triángulo ABC, por eso a +f>x1/2, es 
decir, cotg (a + $) <0. De este modo, la fórmula toma en consitlera- 
ción la suposición indicada en los datos «el problema sobre el trián- 
gulo ABC, que hemos olvidado estipular o utilizar evidentemente. 

¿A qué se debe la aparición del signo negativo? ¿De qué modo fue 
tomado en consideración la condición de que el triángulo es acután- 
gulo? Examinemos una vez más con atención todos los razonamientos 
y cálculos realizados. Desde luego, al trazar la fig. 84 antes de empezar 
la resolución, hemos dibujado intencionalmente el triángulo ABC 
como acutángulo, de acuerdo con los datos del problema. Pero ¿dónde 
lo usamos después? Claro está que lo hemos aprovechado al bajar la 
perpendicular MM, y tomando por cierto que el punto M, se sitúa en 
el lado BC, ya que sólo en este caso es válida la igualdad (7). Si el 
angulo ACB fuera obtuso, la base de la perpendicular M, se hallaría 
en la prolongación del lado BC tras el punto C, y la fórmula (7) ten- 
dría la forma MK =M,K, = BC—BK,+CM, (el lector puede con- 
vencerse de esto trazando el dibujo correspondiente). 

Por consiguiente, no hay nada sorprendente en la aparición del 
signo negativo en la fórmula para CM: la fórmula toma en considera- 
ción aquelto que hemos aceptado como cierto sin estipular o argumentar. 

Para cumplir la solución del problema nos quedan por realizar 
algunos cálculos. Al sustituir los términos de las expresiones (6) y (8) 
en la (7) determinamos la base MK del trapecio, después de lo cual 
> área S del trapecio BCMK se halla mediante la fórmula bien conoci- 

a 


e | 1 ] ' 
rr ataml: di 


Conviene recordar que en los problemas de Geometría la respuesta 
puede obtenerse de distintas formas, en muchos casos no semejantes; 
esto depende de la idea en la cual se basa la solución o simplemente 
del camino tomado para las transformaciones. 

Por ejemplo, si la base MX se busca de otra manera, la respuesta 
se Obtiene de una forma diferente que en la (9). En efecto, A ABC wn 
Y A AKM (fig. 84) y por eso, BC: MK = H : h; donde H y h son 
las alturas de los triangulos ABC y AKM respectivamente, bajadas 
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desde el vértice común A. Como h = H-—2r, de esta proporción obte: 
nemos MK = BC —(2+-BC:'H). Puesto que el área del triángulo ABC 
es 1/2 A-BC = pr, donde p es el semiperímetro (véase la fórmula (4) 
del $ 1, Parte III), entonces /7 =2pr/BC, y solamente nos queda por 
determinar p. Trazando la bisectriz AO y las perpendiculares OE 
OF a los lados del triángulo ABC, refiriendonos al triángulo AOÉ£, 
encontramos A£ =rcotg (a:2) y por tanto (de acuerdo con las tangen- 
tes a la circunferencia) | 
p=1R(AB+BC+CA) =AE + BD +DC. 

De este modo se determina la base MK del trapecio y luego tam1- 

bién su área 
B afin cotg $ 

Sur (coges +82) MH — ALO 


cotg F+-cote tg o 


Claro está que no importa en qué forma se da la respuesta, a pesar 
de que se desca que se presente en la jorma más sencilla posible. Todas 
estas forinas de respuesta pueden ser transformadas una en otra, lo 
que demuestra su equivalencia y ausencia de errores en cada una de 


Fig. 85 


las soluciones (el propia lector puede hallar cl método de transformar 
la fórmula (10) en la fórmula (9)). Por eso no hay que tener prisa en 
considerar como errónea la resolución que conduce a la expresión 
definitiva, distinta de la respuesta dada para el problema. 
En el problema que sigue la fórmula nos “avisa” de que en distintas 
Eds mides el centro de la esfera circunscrita puede situarse tanto den- 
ro de la pirámide como fuera de ésta (o en el plano de su cara). Este 
fenómetio general (véase el $8, Parte 111) es bien conocido; sin embargo, 
muchos estudiantes, al empezar la resolución de problemas, lo olvidan 
y nó examinan todas las configuraciones posibles en el caso general. 
5. Un rectángulo de ángulo a. entre las diagonales sirve de base de la 
pirámide; todas las aristas laterales forman con el plano de la base un 
mismo ángulo p. Determinar la distancia entre el centro de la esfera cir- 
cuniscriláa y el plano de la base de la pirtimide y hallar el volumen de la 
pirámide si el radio de la esfera circunscrita a ésta es igual a R. 


338 PARTE IM. GEOMETRIA 


Sea dada la pirámide SABCD (fig. 85), su base es un rectángulo. 
Tracemos la altura de la pirámide SA; en este caso según los 
datos 4 HAS — £HBS = LHCS = . HDS =q., por eso (ya que 
AAÁSH = ABSH =...) todas las aristas laterales son iguales y H 
es el punto de intersección de las diagonales del rectángulo. Como 
el centro O de la esfera circunscrita debe equidistar de todos los vér- 
tices, se encuentra en la perpendicular al plano ABCD situada en el 
centro del rectángulo, es decir, en la altura SH. 

Examinemos los triángulos CHS y COS. Puesto que Z CSH = 
= 90” — q y el triángulo COS es isósceles, por la propiedad. del ángu- 
lo externo tenemos 4 COH = 180”— 2 4. Resolviendo el triángulo 
COH hallamos la distaricia del centro O al plano de la base: 


OH = Re cos (180% — 24) - — R cos 24. (11) 


El signo negativo aparecido aquí merece la atención particular. 
¿Qué significa? El asunto consiste en que, al trazar la fig. 85 hemos 
supuesto que el centro de la esfera circunscrita está situada en el in- 
terior de la pirámide y efectuábamos la resolución con esta suposición 
no evidente (los datos del problema no contienen tal suposición). 
No obstante, el centro de la esfera circunscrita no debe estar siempre 
dentro de la pirámide, y la fórmula nos recuerda esto, 

Precisamente, el centro de la esfera circunscrita se ubica dentro 
de la pirámide si la altura de ésta supera la mitad de la diagonal del 
rectánguio (dentro «del seginento SFT se hallará el punto O que equi- 
dista de C y S), es decir, si p>45". Pero en este caso cos 2p <0 y, 


Fig. 86 


por consiguiente |véase (11)), OH > 0. Si el centro de la esfera circun- 
scrita se sitúa en la base de la pirámide coincidiendo con el punto /T, 
la altura de la pirámide es igual a la mitad de la diagonal del rectán- 
gulo; entonces q = 45 y por lo tanto OH -—0. En fín, si el centro de 
la esfera circunscrita está fuera de la pirámide (fig. 86), p< 45” y no 
puede buscarse OH valiendonos de la fórmula (11). De esas consi- 
deraciones se obtiene que 4 COH == 24, de donde se deduce que la 
distancia entre el punto O y el plano de la base OH es igual a R cos 24 
(la magnitud positiva)”. 


1 No es difícil comprender auc la distancia entre el centro O de la esfera circuns- 
erita y el plano de hi base ABCD de la pirámide que se considera es igual a Rx 
X |cos 241, independientemente de la disposición del centro O. 
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Pasemos al cálculo del volumen. Del triángulo COH hallamos que 
HC=R sen (180 —2 q) =R sen 2p es la igualdad válida para las 
figs. 85 y 86. Por esta razón el área de la base es: 


Sanco == 4SA pac =— 2R? sen? 2 sen a; 


y el árigulo u« puede ser agudo u obtuso. Con el fin de calcular la altura 
de la pirámide examinemos tres casos. Si q > 45”, es decir, el centro O 
se encuentra dentro de la pirámide (fig. 85), entonces 


SH = SO +4 0H = R—Rcos24 = 2R sen? q; 
si p < 45”, es decir, el centro O se halla fuera de la pirámide (fig. 86), 


entonces 
SH = SO— OH = R—-Rcos2q = 2R sen? q. 


Pero con y = 45, SH = SO = R = 3R sen? 45”. 
Así, cualquiera que sea el valor del ángulo «q, 0% << p-<90”, lle- 
gamos al mismo resultado: 


V = 4/3 R* sen? 2q sen? q sen a. 


Los métodos algebraicos tienen gran importancia para la resolu- 
ción de los problemas de Geometría. El Algebra, en muchos casos 
junto con la Trigonometría, permite resolver una gran cantidad de 
problemas complejos. 

La esencia del acercamiento algebraico a los problemas de Geome- 
tría consiste en que se componga de consideraciones geométricas una 
ecuación para cierta magnitud y después se resuelva o se investigue 
por medios algebraicos. Naturalmente, queda todavía por deter minar 
una u otra interpretación geométrica del resultado algebraico obtenido. 

Las relaciones métricas en e) triángulo y en el circulo, las fórmulas 
para la resolución de triángulos rectangulares, los teoremas de senos 
y cosenos, etc., presentan grandes posibilidades para el uso del Algebra 
en la Geometría. 

Cabe señalar que los problemas a resolver por el método algebraico 
requieren con frecuencia cálculos bastante prulongados. Por eso los 
cálculos y respuestas voluminosos no deben ser motivo de asombro. 
Por lo general, los cálculos necesarios en tales problemas son sencill- 
os desde el pundo de vista lógico y accesibles para todo aquel que cono- 
ce las fórmulas fundamentales de la Trigonometría y el Algebra, que 
conoce la técnica de transformaciones algebraicas y trigonométricas y se 
ha acostumbrado a cumplir los cálculos puntual y atentamente. 

6. En el triángulo ABC el ángulo A equivale a a y el lado que se 
le opone es igual a a. Hallar los dos lados restantes si se sube que el lado 
a es la media geométrica de los radios de los circulos inscrito y circunscrito 
de dicho triángulo. 

Reduzcamos la resolución del problema al sistema algebraico. Con 
este fin compongamos la cantidad necesaria de ecuaciones independien- 
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tes. Designemos por b y c las longitudes de los lados del triángulo 
ABC opuestos respectivamente a los ángulos B y C. Las magnitudes b 
y c son las incógnitas que nos interesan. 

Según el teorema de los cosenos, la primera ecuación será: 


b?* + 2 — 2bccosa = az. (12) 


Para obtener la segunda ecuación apliquemos la relación de los 
datos del problema: a =V Rr, donde R y r son tos radios de los cír- 
culos circunscrito e inscrito respectivamente. Recordando las expre- 
siones conocidas para estos radios [fórmulas (3), (4) del $ 1, Parte 111] 
y para el área del triángulo, podemos anotar una cadena de igualdades 

25 , a eS a EN be se A 2 abc 
a+bie  2senA (a+b+c)jsenA 2 xl —T2la+b+c)” 


de donde encontramos la segunda ecuación: 
bc— 2a(b + c) = 2a!. (13) 


Asi, hemos obtenido un sistema de dos ecuaciones (12) y (13) con 
dos incógnitas ly c. Ahora nos queda resolver este sistema que es un 
problema o algebraico. 

Si escribimos de nuevo la ecuación (12) en la forma (b+c)*-— 
—2bc(1 +cosa) =a? y sustituimos aquí la expresión para bc de 
lie (13), obtenemos la ecuación cuadrática con respecto a 

c: 


a=rR= 


(0 +c):—8acos* (0 +0)—(8atco F +a%)=0, (14) 
de donde 
b+c=a(1+8cos* 5) (15) 


(omitimos la otra ralz, la negativa, de la ecuacián (14), ya que carece 
de sentido geométrico). Ahora de.la ecuación (13) determinamos que 


be=4a* (1 +4cos* 5) 3 (16) 


De las relaciones (15) y (16) es obvio que b y c son raíces de la 
ecuación cuadrática 


¿a (1 +8cos <) +40? (144 cos) =0. 
Resolviendo esta ecuación hallamos 
2]9= 5 15 + 4cosa kV Técosta + 8cosa— 23). (17) 


Ahora para b puede tomarse, por ejemplo, el signo “más” y parac, el 
signo “menos”; otra combinación de los signos proporciona de hecho 
o el mismo triángulo pero con otra designación de los lados. Hemos 
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cumplido la resolución ya que hemos hallado las longitudes requeridas 
by c de los lados del triángulo. A pesar de que el problema no 
requiere ningunos análisis complementarios, algunos estudiantes 
aclaran dldas condiciones con las cuales las fórmulas (17) tienen 
sentido geométrico. 

Es evidente que estas fórmulas tienen sentido geométrico úni- 
ca mente en el caso en que bajo la raíz se encuentra un número no nega- 
tivo y, además, 2,>>0, 2z¿2>>0. El trinomio 16x? +8x— 23_ (sus 
raíces se deter minan fácilmente) no es negativo parax < (— 1 —y 2Ly4, 
ni para x>(V 24—1)/4. Enunciando aquí la condición para el 
ángulo a los estudiantes suelen cometer varios errores que prueban 
su incapacidad para resolver las desigualdades trigonométricas. En 
realidad, no es negativa la expresión que se halla bajo la radical en 


(17) si 
HE (18) 


(no se olvide que a es un ángulo del triángulo y por lo tanto, solamente 
nos interesan los valores 0< a <31). Después es fácil convencerse que 
para Jos valores de a indicados en (18) las dos raíces (17) son positivas, 
es decir, tienen sentido geométrico !. 

7. Se tienen dos circunferencias concéntricas de radios r y R (R>r). 
Hallar el lado del cuadrado cuyos dos vértices se encuentran en la cir- 
cunferencia de radio r y los otros dos, en la circunferencia de radio R. 
¿Con qué relación entre r y R: a) es posible la solución, b) hay una sola 
solución? 

Señalemos, ante todo, que la configuración geométrica a que hacen 
referencia en. los datos del problema no existe con cualesquier radios 
de dichas circunferencias. En efecto, si R es “considerablemente 
mayor” de r, es fácil imaginar que no puede existir un cuadrado cuyos 
dos vértices se encuentren sobre una circunferencia y los otros dos, 
en la otra. Además, está claro, que para ciertos valores de R y r pueden 
existir dos cuadrados * dispuestos del modo requerido (fig. 87). Por 
fin, no se puede garantizar que es imposible un caso en que haya 
incluso más de dos cuadrados de esta indole. 

De los razonamientos mencionados se deduce que la resolución 
no puede comenzarse por la ejecución del dibujo. En primer lugar, 
al cumplir el dibujo nos limitaremos al caso en que la configuración 
exíste y no podremos decir nada cuando es imposible. En segundo lugar, 
ya sabemos que la configuración, en términos generales, no es única 


O <a < arccos 


1) Subrayemos (compárense Jos problemas 2 y 3) que hemos aclarado sólo lus 
condiciones con las cuales las fórmulas (17) pueden ¿ener sentido geométrico, pero que- 
da pendiente la cuestión de si existe o no en realidad una configuración geométrica 
para todas las e que satisfacen la condición (18). 

2) Se liene en cuenta que existen dos cuadrados con lados diferentes. Carece de 
sentido distinguir los cuadrados que satisfacen los datus del problema y cuyos lads 
tienen la misma longitud. 
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y por esta razón tenemos que trazar odas las posibilidades, pero no 
sabemos exactamente cuántas son estas posibilidades. 

Por lo tanto elegimos otro camino de solución que no usa ningún 
dibujo de configuración en concreto sino se reduce a construcciones 
geométricas. Es absolutamente obvio que en caso de existir un cua- 
drado que satisfaga los datos del problema, uno de sus lados se en- 
cuentra en la cuerda de la circunferencia mayor que interseca la circun- 
ferencia menor (por ejemplo, de tal cuerda puede servir la prolonga- 
ción del lado del cuadrado uno de cúyos extremos se sitúa en la cir- 
cunferencia mayor y el otro, en la menor). Y al contrario, si podemos 
demostrar que en ninguna cuerda de la circunferencia mayor, que in- 
terseca la circunferencia menor, no puede hallarse el lado del cuadrado 
requerido, esto significara que (con R y r dados) la configuración bus- 
cada es imposible. 

De este modo, tenemos que obtener las condiciones necesarias 
y suficientes de que en cierta cuerda de la circunferencia mayor, que 
interseca la circunferencia menor, se encuentra uno de los lados del 
cuadrado que satisface los datos del problema. Sea BC (tig. 88) una 
cuerda arbitraria de la circunferencia mayor, que interseca la circun- 
ferencia menor en cierto punto A. Esta cuerda se determina unívoca- 
mente por la longitud A de la perpendicular OP bajada a la misma desde 
el centro O de las circunferencias. 

Designemos por x la longitud del segmento AC y por y, la del seg- 
mento AB. Es evidente que el lado del cuadrado que nos interesa puede 
encontrarse en la cuerda BC en el caso y sólo en el caso en que x = 2h 


Fig. 87 Tig. 88 


o y=2f. Por consiguiente, si (con R y r dados) se halla siquiera un 
valor de h que satisfaga la condición x= 2f o y = 2h, entonces la con- 
figuración requerida es posible; si no existe tal valor de h (con R y rf 
dados) el problema no tiene solucón. 

Puesto que 


x=CP — AP=V Ri Mi-Y r2—h, 
y=BP + PA=V RT 4 Y r—h, 
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la condición obtenida, necesaria y suficiente, para resolver el proble- 
ma, puede enunciarse del modo siguiente: la configuración necesaria 
para nosotros tiene lugar cuando los valores k (positivos) son tales 
que satisfacen por lo menos a una de las ecuaciones 

V RAY ri—hi= 2h, 

V RTIRSFVTA—h =2/, (19) 
y no tiene lugar para otro valor cualquiera de k. En particular, si 
ninguna de las ecuaciones (19) tiene raíces positivas, entonces no 
existe la configuración requerida " . 

Las ecuaciones irracionales (19) se resuelven fácil mente en paralelo. 

Su RVA (recinto de valores admisibles) (vease $ 7, Parte 1) se compone 
de tales valores de k que hk<r (ya que R>>r). De la condición > 
se deduce que Y R?—ht>V r2—h2?, de modo que los dos miembros 
de ambas ecuaciones no son negativos. Por lo tanto, elevándolos al 
cuadrado obtendremos, después de las transformaciones evidentes, 
dos ecuaciones 


—V (RD (A) 4h Ri 0), | 
Y (RIAD) (—R)=4h—(Ri+4re), ) 


las cuales, de acuerdo con el RVA son equivalentes a Jas ecuaciones 
correspondientes (19). Al elevar al cuadrado cada una de las ecuaciones 
(20) llegaremos en ambos casos, después de algunas transformaciones 
sencillas, a la misma ecuación: 


32% — 8 (R? + 12) h% + (Re— pi) =<0. (21) 


Ahora, en principio, tenemos que hallar las raíces de esta ecuación 
bicuadrada y, de conformidad con la metodología general para resol- 
ver las ecuaciones irracionales, seleccionar aquéllas que satisfacen a 
la primera ecuación (20); estas son las raíces para las cuales A=<r y 
4h—(R3+r2)<0 y las que satisfacen a la segunda ecuación (20) 
y que son raíces para las cuales h<r y 4h? —(R?+r*)>0. 

Resulta que esta selección bastante larga puede evitarse si se 
toma en consideración la argumentación evidente: no nos interesa 
en absoluto a qué ecuación (20) pertenece tal o cual raíz de la ecuación 
(21), ya que esta raíz en cualquier caso nos lleva a la configuración 
necesaria. Por esto no hay necesidad de efectuar selección alguna, 
y nuestro problema tiene tantas soluciones como raices positivas tiene 
la ecuación bicuadrada (21), que satisfacen a la condición A<r. 

Examinemos y resolvamos la ecuación bicuadrada (21). Si el 
discriminante D = 16 (6R?r?*?—- R*—r' < 0, en este caso la ecuación 


(20) 


» Toda raíz positiva de la primera ecuación (19) corresponde a tal posición del 
cuadrado, en la cual éste no contiene en su interior el ventro O, mientras que cual quier 
raíz positiva de la segunda ccuación (19) corresporde a aquella posición del cuadrado 
en que ésle liene cl centro Q en su interior, 
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(21) no tiene raices reales y no puede existir la configuración que nos 
interesa. 

Aclaremos, con cuál relación entre R y r sucede este fenómeno; 
con este fin debe determinarse con cuál relación entre R y r está cum- 
plida la desigualdad 6R?/9— R*— rt < 0, Designando R?/r* por p reduci- 
remos esta desigualdad a la forma de p?— 6p + 1>0, de donde es 
obvio que ésta tiene lugar siendo p<3—2V 2 y para p>3+2Y 2. 
Debido a que nos interesan Solamente los valores p >1 (ya que R>r 
según los datos del problema), nos queda solamente p>3 +2 2 = 
=(1-+ Y 2). Asi pues, si R>(1 +V 2)r, resulta imposible la configu- 
ración geométrica de que se trata en los datos del problema,es decir, 
ésie no tiene soluciones. 

Del modo análogo se demuestra que la desigualdad D—0 tiene 
fugar para -<RX(I + Y 2)r, siendo la igualdad D=0 obtenida 

ara R=(1-+ Y 2)r. Designando A* por z y reduciendo de esta manera 
a ecuación (21) a la cuadrática respecto a 2, obtenemos: 


y 2 ¿Rip Ro pt 
A td SS -R on (22) 


2, 
y del teorema de Viéte se deduce que las dos raíces mencionadas son 
positivas (para D = 0 estas raices coinciden). 

Antes de continuar calculando las propias raíces de lá ecuación 
bicuadrada (21) comprobemos si integran los RVA de las ecuaciones 
iniciales (19). Para este propósito aclaremos si tienen lugar las desi- 
gualdades 2, <r?*, 2:<r?, puesto que 0<2,<2,, entonces es sufi- 
ciente comprobar la desigualdad. 2, < 7”, o sea, 


e p3 E > Y RE 
Ri4- 134 En Rit—r <r, 


o bien 
V GRi— RizriS7— R!. (23) 


Como en el caso considerado D>0, es decir, R< (l +V 2)r, enton- 
ces 71 —Ri>7r?—(1+WM 2) r9>0 y por ser asi, elevando da de- 
sigualdad (23) al cuadrado, llegaremos, después de transformaciones 
no complejas, a la desigualdad equipotencial 2(5r:—R3>0 la 
cual, por lo visto, es válida. De esta manera, las raíces de la ecuación 
bicuadrada (21) (para D> 0) integran tos RVA de las ecuaciones (19). 

Teniendo en cuenta que solamente nos interesan las raíces positi- 
vas de la ecuación (21), hallamos de la (22) que para r<R<(l + 
+V 2)r el problema tiene dos soluciones que corresponden a los valores 


Boa V Ri4r2) 4 VOR—RIZ3 
1,2 3 
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y para R=(1 + V Dr tiene una solución única que corresponde al 
valor 
y ER 
a= Y EL. 


En este caso, si hay dos soluciones, los lados «de los cuadrados son igua- 
les a 2/1, y 2h, y si hay una sota, el lado del cuadrado equivale a 2h ". 

La Trigonometría y el Algebra son también de uso amplio en la 
resolución de los problemas de Geometria para los valores máximo y 
minimo. En estos problemas se examina, habitualmente, un cuerpo 
geométrico (o una figura) y se requiere determinar sus dimensiones de 
tal manera que una magnitud relacionada con el cuerpo en cuestión 
adopte el valor máximo (o mínimo). Para la solución algebraica del 


m 


| 
; 


Fig. 89 Fig. 90 


problema, como regla, se escribe una función que enlaza la magnitud 
que nos interesa, con las dimensiones del cuerpo, y luego se investiga 
dicha función. De este modo el problema «de Geometría se reduce a 
uno de Algebra, es detir, al estudio de las propiedades de las funciones. 

8. El radio de la base de un cono circular recto es igual a R y su 
altura equivale a H. ¿Cuál de los cilindros inscritos en este cono tiene 
la mayor superficie lateral? 

Supongamos que el cilindro con radio r de la base y altura h está 
inscrito en el cono (véase $ 8, Parte III). De la semejanza de los tri- 
ángulos AOS y BOS (fig. 89) se deduce que r = R(H—Rj'H. El área 
lateral del cilindro s =2:xrh, es decir, 


2HR 
s= HF h(H—h). 


MH Señalemos que el camina omitido de la solución por separado de cada una de 
las ecunciones irracionetes (19) 1os ofrecería un resultado mós interesante desde el 


punto de vista geométrico. Precisamente, para r< R< rv 5 los dos cuadrados exjs- 
tentes no contienen el centro O; para rVE<R<ral- 12) uno de los cuadrados 


contiene el centro y el ótro na lo contiene; para R== Y 3 un cuadrado no contiene el 
centro, mientras que el lado del otro pasa justamente por este centro. 
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Es ésta la función que enlaza la magnitud s, que nos interesa, con 
la altura de cilindro A conocida por nosotros. De acuerdo con las con- 
sideraciones geométricas la variable independiente /h cambia en 
el intervalo de 0O<A<H. 

Ahora tenemos que hallar el valor máximo de esta función en el 
segmento indicado de la variación del argumento h. Es un polinomio 
de segunda potencia, por esto procedemos de modo igual a cuando se 
suele hallar el valor máximo (o mínimo) del trinomio cuadrático. 
Precisamente, eliminando el cuadrado exacto anotemos de nuevo la 
iórmula para s en la forma 
5nRH — 2AR/ HN 


A AE A 


EE 


En la expresión ilustrada se ve que Ja función s=s(A) adquiere el 
valor máximo 1/2 RH para h= 12 H, Puesto que el valor A = 1/2 H 
se encuentra en el intervalo 0 <h< H, por consiguiente, el valor má- 
ximo de la superficie lateral sm,, — 1/2 ¡RH se obliene en el caso en 
que la altura del cilindro inscrito es igual a la mitad de la altura del 
cono. 

9. En la circunferencia de radio R se dan los puntos A y B que dis- 
tan ae l. ¿ Qué valor máximo puede tener la suma AC*+BC* si el 
punto C se encuentra en dicha circunferencia? 

Sea C un punto arbitrario de la circunferencia en la cual se dan los 
puntos A y B (fig. 90). Si designa mos el ángulo ACB por a, tendremos 
según el teorema de los cosenos del triángulo ABC: 


AC? + BC =PH+2A4C-BCcosa, 


Por consiguiente, hay que determinar la posición del punto C en la 
circunferencia en la cual el producto AC.BC cos a obtiene el valor 
máximo posible. 

La cuerda AB divide la circunferencia en dos arcos: el arco AmbB, 
que es mayor que la semicircunferencia, y el arco AnB, que es menor 
respecto a ésta ". Es fácil convencerse que para cualquier posición 
del punto C en el arco AmB * el ángulo « tiene el mismo valor 
comprendido en los límites de 0” a 90? (puesto que para todo punto C 
el ángulo ABC ces inscrito y se apoya contra elareo AnB, menor 
que la semicircunferencia), y para cualquier posición del punto C 
en el arco AnB el ángulo a: tiene el mismo valor en los límites de 90” 
a 180%. Puesto que el coseno de un ángulo obtuso es negativo, nos pue- 
den interesar sólo los puntos C en el arco AmB: en este caso el produc- 
to AC-BC cos a es positivo, 


M El caso en que AB cs e! diámetro de la circunferencia, es decir, cuando [=2R, 
el lector puede examinarlo sin ningunas dificultades. Si [> 2R. entonces resulta 
imposible la configuración de que se trata en el problema. 

2) Sulvo los extremos del arco que son fos propios puntos A y B. 
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Como ya hemos señalado que para cualquier punto C en el arco 
AmB el ángulo a tiene un mismo valor, a continuación deter minare- 
mos la posición del punto € (sobre este arco) en la que el producto 
AC-BC sea máximo. Utilizando la fórmula S =1:2 AC.BC sen a 
para el área S del triángulo ABC podemos escribir la igualdad ACXx 
x BC =2S/sena. De aquí se deduce que el producto AC- BC adquiere 
el valor máximo con tal posición del punto C en el arco AmB en la 
cual el triángulo ABC tiene el área máxima posible. 

Sin embargo, de acuerdo con la fórmula conocida, S=1/2 [h, 
donde A es la longitud de la perpertdicular bajada desde el punto C a 
la cuerda AB. Por lo tanto, entre todos los triángulos posibles ABC 
de vértice C sobre el arco AmB tendrá la mayor área aquel triángulo 
en el cual esta perpendicular tenga la longitud máxima. Pero la per- 
pendicular tendrá la longitud máxima en el caso en que el punto medio 
del arco AmB se elija en calidad del punto C. 

De este modo, la suma AC? + BC? adquicre el valor máximo si 
en calidad de € se toma el punta medio del mayor de los dos arcos en 
que los puntos A y B dividen la circunferencia; este valor máximo 
es igual a 4R*+2RV41R:—E. 

10. Se quiere hacer una cometa en forma de un prisma recto cuya 
base es un triángulo rectángulo con una hipotenusa de 50 cm. El área 
de la superficie lateral del prisma es de 0,96 m:?. 

¿Qué longitud han de tener tos lados del triángulo de la base para que 
la suma de las longitudes de las aristas del prisma sea la minima? 

Designemos los catetos de la base del prisma por x e y, y su arista 
lateral, por z. Por los datos del problema componemos dos relaciones 
entre estas dimensiones del prisma: 


x? + y? = 0,25; (24) 
(x — y + 0,5) z = 0,96. 


Nos interesa el valor minimo de la suma ¿=2(x+ y +0,5) — 3z de 
todas las aristas del prisma. 

La magnitud / es la función de las tres variables x, y, z dependien- 
tes unas de otras debido a las ecuaciones (24). Sustituyendo la suma 
x+y-+0,5 por su expresión por medio de z obtenida de la segunda 
ecuación (24) representamos a [ como función de una sola variable 


PEE (25) 
Determinemos el valor mínimo de esta función. Aplicando la 
desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica (véase 
el $9, Parte [), puede apuntarse que para cualesquier 2>0, 
( E 192 
[=Ll2 4 32>2 Voz 32 == 4,8. 


Es decir, el valor mínimo de la función (25) es 4,8; ésta obtiene este 
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valor mínimo cuando 1,92/2 = 32, esto es, siendo z =0,8 (solamente 
nos interesan los valores positivos de 2). 

Este lugar contiene una sutileza lógica. Hemos demostrado que 
la función (25) como la función de la variable z adquiere su valor mí- 
nimo 4,8 cuando z==0,8. Pero para estar seguros de que es el valor 
mínimo de la magnilud geométrica, osea, de la suma de las aristas del 
prisma, tenemos que convencernos de que existe un prisma que satis- 
face los datos del problema y cuya arista lateral es 2 =0,8. 

En otras palabras, se requiere aclarar también si el sistema (24) 
es resoluble para 2=0,8. Si tiene solución, entonces el prisma co- 
rrespondiente (o prismas, si tiene varias soluciones) es precisamente la 
solución del problema. Pero si el sistema (24) para z=0,8 no tiene 
soluciones, la suma de las aristas laterales no puede ser igual a 4,8 y 
tendreinos que realizar razonamientos complementarios. 

Asi, al sustituir 2 = 0,8 en el sistema (24), obtenemos 


f 1 +y*=0,25, 
V x+y=0,7, 


de donde x, =0,4, y, =0,3; x¿=0,3; y, =0,4. Estas dos soluciones 
corresponden geométricamente a un mismo prisma ”. 

De este modo, la suma de las longitudes de todas las aristas del 
prisma será la mínima, si los catetos del triángulo de la base son 
iguales a 30 cm y 40 cm. 

Al hacer uso amplio de la Trigoriometría y el Álgebra en la solu- 
ción de los “problemas de cálculo” geométricos, en algunos casos los 
estudiantes no aplican los métodos algebraicos y trigonométricos 
para efectuar la demostración de Jos fenómenos geométricos, para hall- 
ar los lugares geométricos, para cumplir unas u otras construcciones. 
Entre tanto, es difícil sobreestimar la importancia de estos métodos 
para todos los problemas en cuestión. 

Por ejemplo, he aqui un problema en el cual la demosiración de 
la afirmación que nos interesa se obliene puramente del modo analií.- 
tico, sin ningunos razonamientos geométricos. Estos ejemplos en que 
la demostración más simple se obtiene por un cálculo directo, se puede 
darlos tantos como se quiera. | 

11. Por el centro de un triángulo regular se ha trazado una recta ar- 
bitraria en el plano de este triángulo. Hay que demostrar que la suma 


2) No se debe creer que la observación señalada más arriba, acerca de la sutileza 
lógica, fue superflua ya que todo resultó muy sencilla. Si en los datos del problema la 
longitud de la hipolevusa fuera igunt, supongamos, a 40 cm, el sistema correspondiente 


f x2 + y?*— 0,16, 
lx +y=0,7 


no tendría soluciones reales. Sin embargo, esto no siguifica que en tal caso no existe 
el prisma que satisface los datos «del problema. Para resolver este problema complejo 
cs necesario, entre todas las z con las cuales el sistema (24) tiene una soulción, hallar 
tal valor al cual corresponde el valor mínimo posille de función (25). 
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de los cuadrados de fas distancias desde los vértices del triángulo hasta 
esta recta no depende de la selección de la. recta. 

Supongamos que la recta [ pasa por el punto O, que es el centro del 
triángulo regular ABC (fig. 91). Bajemos perpendiculares desde los 
vértices A, B y Ca la recta [; sus bases se designan por M, N y P res- 
pectivamente. Unamos el punto O con los vértices del triángulo ABC 
y designemos el ángulo BOP por q; en este caso 4 AOM == £ AOB— 
— £. BOM = 120” — (180 — q) = q — 60" y £ COP == 120” — q. 
Luego, sea OA = OB = OC = R; entonces BN —-R sen q, AM=R x 
x sen (q —60, CP=R sen (120"—4q) = R sen (q +- 60. Es fácil 
comprobar ahora que 
AM: + BN? + CP! = R3[sen? y + sen? (p — 60") + sen* (ip -+ 60*)) = 

=3:2R*=1/24?, 


donde a es el lado del triángulo regular. 


Fig. 91 Fig. 92 


En conclusión, damos un ejemplo de la aplicación de la Trigono- 
metria y el Álgebra para la solución de los problemas de construcción. 
Algunos estudiantes consideran los problemas de construcción como 
rompecabezas complicados. En efecto, en el proceso de la resolución 
de muchos de estos problemas por los medios de una sola Geometría 
surgen grandes dificultades. Pero el empleo de la Trigonometria y 
el Álgebra en la solución de estos problemas facilita el proceso. 

12. Construir un triángulo rectángulo valiéndonos de la hipotenusa 
c y ta bisectriz b del ángulo recto. 

Supongamos que el triángulo ABC es el buscado (Tig. 92). Cir- 
cunscribámosle una circunferencia: su diámetro es igual a c. Es fácil 
demostrar que el punto de intersección D de la prolongación de la 
bisectriz CK con ta circunferencia es el extremo del diámetro DM que 
es perpendicular a AB. Claro está, el problema quedará resuelto cuando 
se conozca el segmento CD; calculemos este último. 

Designanido el ángulo CDM por p podemos escribir, según el tri- 
ángulo rectángulo MDC, que CD == e cos q, y «le acuerdo con el tri- 
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ángulo DKO, que KD = c/(2 cos q) ya que DM = 2DO = c. Luego 
componemos la ecuación cuadrática 


Cc C0Ss q — b, 


C 
2cos q a 
una sola raiz de la cual 


VETA 
ista dal ASES YANES 


tiene sentido geométrico. De aquí 


CD=ccosp= ds. ERA e : 


Así, la construcción está puesta en claro. En el segmento AB=c, 
como en el diámetro, trazamos la circunferencia (O es su centro) 
y hallamos tal punto D que DO 1 AB. A continuación construimos 
por separado el segmento a == CD. Con este fin, primero construimos 


el segmento «Y 2 como la media geométrica de los segmentos c y 2c!”. 


Después construimos el segmento x =Y b? + (cy 2)* que es la hipo- 


tenusa del triángulo con los catetos b y «M2. Finalmente, a= 
= 1/2 (b +x). Por medio del compás, cuya abertura es igual al segmen- 
to a, y tomando como centro et punto D trazamos una marca, obtenien- 
do así el punto C, que es el vértice del ángulo recto del triángulo bus- 
cado. 


EJERCICIOS: 


Il, Sean b y c dos lados de un triángulo y ¿ la longitud de la bisectriz del ángulo 
entre ústos. Calcular el tercer lado del triángulo. 

2. La altura A de un cilindro €es igual al diámetro de la circunferencia de la base. 
Un punto de la circunferencia superior está unido con otro de la inferior; la recta que 
une estos puntos forma con el plano de la hase del cilindro el ángulo a. Determinar 
la distancia más corta entre dicha recta y el eje del cilindro. 

3. Se conoce que en los ángulos del triángulo ABCtgA:tgB:tgC=1:2:3, 
Hallar la relación de los senos de los ángulos. 

4. En el triángulo regular ABC cada lado está dividido en tres partes iguales : el 
lado AB por los puntos D y E (de manera que AD= DE = EB), el lado BC por 
puntos F y G (de modo que BF == FG = GC), el lodo CA por los puntos H e / (asi 

ue CH = HI == 74). Con las letras L, M y ÑN se designan respectivamente los puntos 
e intersección de los pares de rectas BS y CD, AF y CE, AG y BH. Halíar la re- 
lación de las áreas de los triangulos LMN y ABC. 

5. El volumen de una pirámide n - angular regular es igual a v y el lado de 
su hase es igual a e. Determinar el ángulo de inclinación de la arista lateral de la pi- 
támide respecto a la base. 


Y Conviene tener presente que si se dan las segmentos a y ka, dende k os el 
coeficiente numérico, entonces, para construir el segmento x= ay k es suficiente con- 
struir la medin goonttriva de los segmentos dados x== Y a Ra ak. A propósito, 


este múótodo permiteconstruir segmentos con la longitud de Y 2, V3, Y 6, y 7, etc. 
si se du la unidad de longitud. 
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8. En un paralelogramo se dan dos lados a y b. Determinar la relación entre Jas 
volúmenes de los “cuerpos” obtenidos por 21 giro de este paralelogramo alrededor de 
sus lados a y 6 respectivamente. E 

7. En un triángulo se da la base a y los ángulos q y a 90" adyacentes a ésta. 
Determinar el volumen del “cuerpo” formado por el giro de esto triángulo alrededor 
de la altura bajada a) lado a. 

8. El área del triángulo ABC satisface a la relación S <=: el... (b -—(Y?, donde a, 
b y e son los lados del triángulo opuestos a los ángulos A, 13 y € respectivamente 
Hallar cl ángulo A. 

9. Dados los lados b y e del triángulo y el ángulo 4 entre éstos. El triángulo gira 
alrededor de un eje que no lo atraviesa. pero pasa por cl vértice A y forma con las la- 
dos b y c ángulos iguales. Hallar el volumen del “cuerpo” formado por el giro. 

10. El radio del sector es igual a R, el radio de Ja circunferencia inscrita en csle 
sector es igual a r. Calcular el área del sector. 

11. Se da un triángulo cuya base es a y el ángulo del vértice es igual a a. Se tiene 
una circunferencia que pasa por cl centro del circulo inscrito en este triángulo y por 
los extremos de la base. Hallar el radio de la circunferencia. 

12. La base de una pirámide es un cuadrado. Dos caras laterales son perpendica- 
lares al plano de la base y las otras dos forman con ésta los angulos iguales áau. Cal- 
cular el ángulo dicdro furmado por las dos últimas caras laterales. 

13. En un triángulo rectángulo con catetos b y cestá inscrito un cuadrado que Jun- 
to con el Prada daa tiene un ángulo recto común (cs decir, dos lados del cuadrado se 
encuentran en los catetos mientras que un vértice, lo está en la hipotenusa). Hallar 
cl área del cuadrado. 

14. En un triángulo isósceles el ángulo de-la base es 4.La altura bajada a la base 
es en el valor m mayor que cl radio del circulo inscrito. Determinar Ja base del trián- 
gulo y el radio del círculo circunscrito. 

í5. Dos cuerdas de un círculo de radio R se intersecan bajo un ángulo recto. Los 
segmentos de una cuerda se relacionan uno a otro como 4 : 5 y los de la otra, como 
5: 16. Hallar las longitudes de los cuatro arcos en los cuales los extremos de estas cu- 
erdas dividen la circunferencia. 

16. En una circunferencia están inscritos un triángulo isósceles y un trapecio. 
Los lados laterales del triángulo son paralelos a los lados laterales del trapecio. Una 
de las bases del trapecio cs el diámetro de la circunferencia. Calcular la altura cel 
trapecio siendo su linca media igual a / y el área del triángulo igual a $. 

17. A una circunferencia de radio r, desde un punto exterior A están trazadas 
una tangente AP y una secante AQ que pasa por el centro de la circunferencia, siendo 
AQ = 2AP. Hallar cl radio de otra circunferencia construida de tal modo que sus 
tangenles sean la secanie, la tangente dada (fuera del segmento AP) y el radio de 
la circunferencia dada trazado al punto P. 

18. En una circunferencia de radio R, por el punto M4 del diániciro está trazada 
la cuerda AB bajo un ángulo p respecto al diámetro, siendo BM : AM = p: q. Por 
el punto B está trazada la cuerda BC que es perpendicular a dicho diámetro y el 
punto C está unido con el punto A. Hallar el área del triángulo ABC. 

19, Se da una circunferencia de radio | y el centro en el punto O, y una recta tar- 
ente a esta circunferencia en el punto /. En la circunferencia se toma un punto Af 
Jaltar el radio de la circunferencia tangente a la circunferencia dada en el punto M 

y a la recta dada si el ángulo EOM es q para 0” < y < 90". 

20. La distancia entre las rectas paralelas es igual a |. El punto A se encuentra 
entre estás rectas a una distancia a de una de estas. Hallar la longitud del lado del 
triángulo equilátero ABC cuyo vértice B se sitúa en una de las rectas paralelas y el 
vértice C, en la otra. 

21. Un trapecio isósceles con los ángulos de la basc iguales a 60" liene tal forma 
gue se puede inscribirle dos cireunferencias tangentes una a otra, cada una de las cua: 
les es langente a su vez a das bases del trapecio y a uno de sus lados laterales. E! 
lado latcral del trapecio cs igual a 2. Hallar el área del trapecio. 

22. En:un frapecto con las bases a y 6, por el punto de intersección de las diagona- 
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les está trazada uta rectu paralela a las bases. Hallar el segmento de dicha recta com- 
prendido entre las lados latcrales del trapecio. 

23. Sean a, (), y los ángulos del triángulo ABC, A”, B”, C' son puntos de inter- 
seccion de las bisectrices de los So internos del triángulo ABC con la circunferen- 
cía circunscrita a este triángulo. Hallar la relación entre las árcas del triángulo ABC 
y del triángulo A'B'C”. 

24. Se dan las longitudes de las alturas AA*= h,, y BB' = hy del triángulo ABC 
y la longitud CD= 1 de la hisectriz del ángulo C. Hallar el ángulo C. 

25. En un triángulo isósceles está inscrito un cuadrado de área de una unidad 
cuyo Jado se encuentra en la base del triángulo. Hallar el área del triángulo si se sábe 
que las centros de gravedad del iriángujo y del cuadrado coinciden. 

26. Calcular el área de la parte común de dos rombos, en el primero de los cuales 
las diagonales son iguales a 2 y 3, mientras que el segundo sé obtiene al girar cl pri- 
mero 90” alrededor «de su centro, 

27. En un triángulo isósceles se da el lado lateral 5 y el ángulo q de la base. 
Calcular la distancia entre el centro de la circunferencia inscrita en este triánguto y el 
centro de la circunferencia circunscrita al triángulo. 

28. Desde el punto A dispuesto fuera de la circunferencia del radio r. cstá trazada 
una secante que no pasa por el centro O de la circunferencia. Sean B y C los punlos 
en que dicha secante. atraviesa la circunferencia. Hallar la magnitud tg (1/27 AOB)X 
Xtg (1/2 / AOC) si OA=au. 

29. En un sector circular limitado por dos radios OA y OB con el ángulo central 
a (a < 1/2) está inscrito un cuadrado de tal modo que sus dos vértices adyacentes se 
encuentran en cl radio OA y el tercer vértice, en el radio OB, mientras que el cuarto 
vértice se halla cn el arco AB. Calcular la relación de las áreas del cuadrado y del 
sector, 

30. Dos esferas iguales son langentes una a otra y a las caras de un ángulo diedro, 
La tercera esfera de menor radio es también tangente a las caras de dicho ángulo diedro 
y a las dos esleras. Se da la relación m entre el radio de la estera menor y-el de una 
de las esferas iguales. Hallar Ja magnitud del ángulo diedro. ¿En qué limites puede 
variar m? 

31. El ángulo de la base del triángulo isósceles ABC es igual a (a > 45") y el 
área es igual a S. Hailar el área del triángulo cuyos vértices son las bases de las alturas 
del triángulo ASC. 

32. En el triángulo ABC LA=ZB=a, AB=a; AH es la altura, BE es la 
bisectriz (el punto f se encuentra en el lado BC, el punto E, en ei AC). Los puntos 
H y E cstán unidos por un segmento. Hallar c) área del triángulo CHE. 

33. Dentro del angulo AOB se toma el punto M; /MOA=a, / MOB=P, 
OM= ala + P<x). Haltar el radio de la circunferencia que pasa por el punto M'y 
forma las cuerdas de 2a de longitud en los lados OA y OB del ángulo dado. 

34. Se da el ángulo AOB igual a «(a < a). En el lado OA se toma el punto € y 
en el lado OB, el punto D,siendo OC= aX 0, ÓD= 5H 0. Se tiene una circunferencia 
due es tangente al lado OA en el punto C y que pasa por ci punto D. Supongamos que 

icha circunferencia interseca otra vez el lado OB en el punto £. Calcular el radio r 
de la circunferencia construida y la longitud de la cuerda DE. 

35. De una roca de granito se necesita tallar un pedestal en forma de paralele- 
peca rectangular cuya altura ha de ser igual a la diagonal de la base y el área de la 

ase debe ser de 4 mó. ¿Con qué lados de la base se obtendrá la ininima superficie 
total «del pedestal? 

36, Se requiere hacer una caja en forma de un en Je rectangular con 
el área de la base igual a 1 cm?. La suma de las longitudes de todas las aristas debe 
El 20 cm. ¿Con qué dimensiones de la caja será máxima su superficie 
total? 

37. En una hoja cuadrálica de madera contrachapada con un lado igual a 10 uni- 
dades de longitud está cortada una abertura en forma de rectángulo cuyo diagonal es 
igual a 5 unidades de longitud. El borde de la abertura está revestido con un marco 
hecho de alambre fino. La unidad del área (es decir, el área del cuadrado con el 
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lado igual a la unidad de longitud) de la madera contrachapada pesa 2 £, la unidad de 
longitud del alambre pesa 7g.. ¿Con cuátes lados del rectángulo se obtendrá el mayor 
peso de la hoja con la abertura revestida? 

38. Enel triángulo ABC, del vértice A está trazada una recia que interseca el 
lado BC en el punto PD, que se encuentra entre los puntos B y € siendo CD : BC zu au 
(donde a < 1/2). En el lado BC, entre los puntos B y D se toma el punto £ y por éste 
se ha trazado una recta paralela al lado AC y que interseca el lado AB ten el punto F. 
Hatlar la relación entre las áreas del trapecio ACEF y del triángulo ADC si se sabe 
que CD=DE, 

39. Enel lado A8 del triángulo ABC entre Jos puntos A y B se loma cl punto D 
tal modo que AD : Alf3 = a (donde « < 1): en él dado BC entre los puntos B y € 
se toma el punto E de manera que BE : BC = fi (donde PB < 1). Por el punto É se 
ha trazado una recta que es Parlcla al lado AC e interseca el lado AB en cl punto F. 
Hallar la relación entre las áreas de los triángulos BOE y BEF. 

40. Mostrar Jas formas posibles de los triángulos en los que los lados constituyen 
una progresión geomélrica y los ángulos, tina progresión arirmética. 

41. Serán suficientes 4000 azulejos de 10 cm X 10 em para revestir una piscina 
de forma romibojdal, con un área de 450 m* y una allura del bordo de 0,5 m? 

42. Una pirámide tiene por base nn rectángulo, todas las aristas laterales son 
iguales y la altura de la pirámide es igual a P 2 cm. Por una de las aristas de la pí- 
rámide se mueve un escarabajo con una velocidad de 1 cms. Calcutar, si le bastarán: 
2 segundos para bajar desde e) vértice de la pirámide por la. arista laleral hasta el 
vértice de la base si se sabe que el escarabajo cubre el perimetro de la base durante 8s. 

43. Hallar el coseno del ángulo a a la base de un triángulo isósceles si ge sabe que 
el punto de íniersección de sus alturas se encuentra en la circunferencia inscrita en 
el triángulo. 

44. En el triángulo ABC estan trazadas la bisectriz AD del ángulo BAC y la 
CF del ángulo ACB (el punto D está en el lado BC: el punto £, e el lado AB), Hatlar 
la relación. entre Jas áreas de tos triángulos ABC y AFD si se sabe que AB'=-2!, 
AC == 28, CB = 20. | . 

45. En un está circulo. inscrito un triángulo isósceles. ABC en el cual AB== BC 

Z ABCz=4. Desde cl vértice A se ha trazado la bisectriz del Sngulo HAC, que jnter- 
seca el lado BC en el punto D y la circunferencia, én el punto E. El vértice B está 
unido con el punto: £ par medio de un segmento reclilineo, Hallar la relación entre 
las áreas de Jos triángulos ABE y BDE. 

46. En un trapecio ABCD las ángulos a la base mayor a son iguales a a y B; 
la altura del trapecio es /t. Sean Or, Oz, On, O, los centros de las circunferencias cir- 
cunscritas respectivamente a los triángulos ABC, BCD, CHA y DAB. Calcutar el 
área del cuadrilátero 0,0,0,0,. 

47. En. un triángulo rectánguio la relación entre el producto de las longitudes de 
las bisectrices de los ángulos internos agudos y el cuadrado de la inngitud de la hipo- 
tenusa cs igual a 12. Calcutar los ángulos agudos del triángulo. 


48. De tin extremo del diámetro de una esfera se ha trazado una cuerda de tál 
modo que la superficie formada por la rotación de fa cuerda alrededor del diámetro 
divide el volumen de la estera en «dlos partes iguales. Determinar cl ángulo entre la 
cuerda y el diámetro. | 

49. En un cuadrilátero cóncavo ABCD la bisectriz del ángulo ABC interseca el 
lado 4D en el punto M, mientras que la eel eioltd bajada desde el vértice A al 
lado BC lo interseca en el punto NY de tal mancrá que BÑ = NC y AM = 2-MD. 
Calcular los lados y el área S del cuadrilátero ABCD siendo su perímetro igual a 5 + 
+V3, ZBAD=9" y ZABC= 60”, 

50. En una pirámide de hase cuadtangular OABCOD el trapecio 4BCD sirve de 
base y las caras laterales DAD y OBC soñ perpendiculares al plano de la baso. Si-se 
sabe que AB.= 3, CD = 5, el área de la cara OAB €s igual a 9 y el área de la cara 
OCD es ¡igual a 20, hallar el volumen de la pirámide, 
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$ 4, RECTAS Y PLÁNOS EN EL ESPACIO 


Esta parte de la estereometría. se considera como inicial y por lo 
tanto es de suma importancia para el aprendizaje exitoso de los apar- 
tados ulteriores y, en general, para el desarrollo de la imaginación 
espacial. Los teoremas que se demuestran aquí no son verdaderamente 
complejos, pero requieren cierta cultura lógica, es decir, la capacidad 
de reducir estrictamente la demostración de cualquier teorema al em- 
pleo de los axiomas enumerados en el principio y de los teoremas an- 
tes demostrados, basándose en las definiciones dadas. A su vez esto 
requiere un conocimiento muy preciso de los teoremas y definiciones 
iniciales. Algunos estudiantes manifiestan cierta negligencia. respecto 
a estas cuestiones al suponer que la intuición geométrica les ayudará 
a encontrar definiciones y enunciaciones de axiomas justas. Como 
resultado, en el mejor caso se dan formulaciones equivalentes, pero 
esto provoca complicaciones inesperadas en las enunciaciones y de- 
mostraciones de los teoremás. 

En el estudio de este párrafo debe prestarse atención a la compren- 
sión exacta y memorización firme de las definiciones. El paralelismo 
y la perpendicularidad de las rectas y los planos, el ángulo entre las 
rectas que se cruzan y la distancia entre éstas, el ángulo entre una recta 
y un plano, el ángulo entre dos planos, todos estos conceptos deben 
saberse muy bie5. 

“Con esto, claro está, no se debe llegar a los extremos. Primero, 1o 
hace falta “empollar” las enunciaciones de las definiciones sincompren- 
der su sentido geométrico y sin ver detrás de éstas la configuración 
geométrica. Segundo, que es lo más común para los estudiantes (y por 
eso más peligroso), no se debe reducir únicamente a las imágenes geo- 
métricas olvidándose de las definiciones exactas. 

"Por ejemplo, cada uno se imagina qué son las rectas paralelas en 
el espacio. Sin embargo, muchos empiezan a demostrar la afirmación 
“evidente por completo” que por dos rectas paralelas puede trazarse 
un plano, olvidándose de que la existencia de tal plano integra la 
propia definición de las rectas paralelas. 

Otro ejemplo de igual índole es Ja demostración de la existencia 
de las rectas que se cruzan. En este caso, muchos estudiantes se 1imi- 
tan a indicar ... el suelo y el techo. Naturalmente, está bién conocer 
dónde “en la vida” hay rectas cruzadas, pero esto no elimina la ne- 
cesidad de demostrar estrictamente su existencia. 

Tomemos tres puntos A, B, C cualesquiera y un cuarto punto D 
fuera del plano determinado por los mismos. En este caso las rectas 
AB y CD se cruzan. En efecto, si se encontraran en el mismo plano, 
todos los puntos estarían en este plano; pero esto está en contradicción 
con la elección del punto D (fig. 93). 

Hay también casos en que los estudiantes, sin saber exacta mente 
la definición, recurren a analogías erróneas y, como resultado, !lle- 
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gan a “invenciones” fantásticas al estilo de “una recta es paralela al 
plano si es paralela a cualquier recta situada en dicho plano”; “una 
recta es perpendicular at plano si es perpendicular a cualquier recta 
de este plano”; “se denomina ángulo entre la recta y el psa a tal 
ángulo que la recta en cuestión lo forma con las rectas del plano dado”, 
etc. Es suficiente imaginarse el sentido geométrico de estas defini- 
ciones para ver su carácter absurdo. 

Al mismo tiempo, la definición no debe “empollarse” palabra 
por palabra, Jetra por letra, y puede apartarse de la enunciación 
dada en el manual. Pero esta separación no ha de ir demasiado lejos.. 
Por ejemplo, mo son raros los casos en que los estudiantes emplean 
el criterio de la perpendicularidad de la recta y el plano en calidad de 
definición de la recta y el plano. Pero no siempre entienden que con este 
nuevo concepto la definición anterior se hace teorema que debé demos- 
trarse. En este caso “la invención” de definiciones conlleva más y 
más complicaciones. 


Fig. 93 


Los estudiantes cometen muchos errores en la formulación ¿n- 
completa de las definiciones y, sobre todo, de los teoremas. He aquí 
un ejemplo típico de la respuesta a la solicitud de enunciar el criterio 
del paralelismo de dos planos: “Si dos rectas dispuestas en un plano 
son parálelas respectivamente a dos rectas situadas en otro plano, es- 
tos planos son paralelos”. Está omitida una sola palabra: se trata de 
dos rectas que se infersecan, y con esta interpretación el teorema ya 
no es justo, la respuesta no puede ser considerada como exacta. 

Urio de los conceptos más importantes de este apartado es el án- 
gulo entre las rectas que se cruzan. Recordémoslo. Para construir el 
ángulo entre las rectas que se cruzan se procede del modo siguiente: 
se toma un punto arbitrario del espacio y por el punto se trazan dos 
rectas paralelas a las rectas dadas. El ángulo entre las rectas construi- 
das que se intersecan es, según la definición, el ángulo entre las rectas 
que se cruzan. 

Esta definición puede causar una pregunta natural: ¿si no depende 
el ángulo entre las rectas que se cruzan del punto que hemos elegido 
como sy vértice? Resulta que la elección del punto no influye real mente 
en la magnitud del ángulo: para razonar esta afirmación hay que re- 
jerirse al indicio conocido dej paralelismo de «los planos y al teorema. 
sobre árigulos con lados paralelos en el espacio. ¡ 
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El concepto del ángulo: entre las rectas cruzadas, si se aplica sis-. 
temáticamente, permite simplificar muchos teoremas y definiciones. 
Por ejemplo, pueden determinarse en seguida las rectas péerpendicu- 
lares como rectas, el ángulo entre las cuales es recto, independiente- 
mente de que si están o no están en el mismo plano. A su vez, esta 
definición simplifica la solución de los problemas. 

Es fácil convencerse de que wna recta perpendicular al plano es 
también perpendicular a cuálquier recta situada en este plano, incluso 
a. la que no pasa por el punto de intersección de la recta dadá con el 
plano. Esto se deduce directamente de la definición de la perpendi- 
cular al plano y de la definición de las rectas perpendiculares. 


Á 


Fig. 94 Fig. 95 


A consecuencia de lo expuesto, es de gran interés el llamado crl- 
terio reforzado de la perpendicularidad de una recta a un plano: sí una 
recta es perpendicular a dos rectas no paralelas cualesquiera (que se 
intersecan) dispuestas en cierto plano, dicha recta es perpendicular al 
mismo plano. 

Esta enunciación, en contraste con la ordinaria, no requiere que 

dos rectas pasen. explicitamenle por el punto de intersección de dicha 
recta con el plano. Este detalle, por insignificante que parezca, de- 
sempeña un papel esencial en la resolución de los problemas. 
- La demostración del criterio reforzado es muy simple (fig. 94). 
St la recta dada / es perpendicular a dos rectas que se intersecan ¿' y 
¿* del plano P, es también perpendicular a las rectas [” y 1** parale- 
las a éstas, trazadas por el punto O de su intersección con el plano P. 
Por consiguiente, la recta [ según el criterio de perpendicularidad de 
una recta y un plano es perpendicular respecto de todo el plano P. 
Es lo que tuvimos que demostrar '”. 

Este criterio formulado permite, reducir a pocas palabras la de- 
mostración del llamado feorerna de las tres perpendiculares que, pro- 
piamente dicho, es su caso particular. En efecto (fig. 95), suponga mos 


1) Naturalmente, la perpendicularidad de una recta a dos rectas paralelas en 
un plano no implica la perpendicularidad de esta recta al propio plano (dese un ejem- 


plo). 
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que la recta AC es perpendicular al plano P, AB es una oblicua y BC 
es la proyección de la oblicua en el plano P. Si la recta DE está trazada 
en el plano P perpendicularmente a la oblicua 4B, en este caso DE 
es perpendicular a) .plano ACB (puesto que DE LAC y DE .L AB), 
por esta razón DE es perpendicular a. cualquier recta de este plano, 
en particular, a la proyección BC de la oblicua. Y al contrario, si 
la recta DE está trazada en el plano P, perpendicularmente a la pro- 
yección BC, de nuevo la recta DE es perpendicular al plano ACB y, 
por lo tanto, DE LAB. 

Además, señalemos, que el empleo del concepto de ángulo entre 
dos reclas que se cruzan permite en el teorema de tres perpendicula- 
res no suponer que una recta dispuesta en el plano dado pasa explí- 
citamente por la base de la oblicua. 


S 


Fig. 96 


B 


Los conceptos que consideramos son particularmente importantes 
para imaginar como se debe a los fenómenos geométricos en el proceso 
de la resolución de los diversos problemas de las pirámides. En par- 
ticular, es de gran utilidad el teorema siguiente que trata de una pirá- 
mide de base triangular arbitraria (fig. 96): la altura SH de la pirá- 
mide SABC pasa por la altura AD de la base en el caso, y sólo en el 
caso, en que la arista lateral SA es perpendicular a la arista de la base 
BC. Es fácil ver que esta afirmación es simplemente otra enunciación 
del mismo teorema sobre tres perpendicilares: SH y SA son respecti- 
vamente la perpendicular y Ja oblicua respecto del plano de la base 
ABC, mientras que BC es una tercera recta. 

El problema siguiente, que es muy difícil para los estudiantes, 
se resuelve de inmediato con la ayuda de este teorema. 

TI. En una pirámide de base triangular, la altura trazada desde el 
vértice cae en el punto de intersección de las alturas del triánguto dispuesto 
en la base. Demostrar que esta misma propiedad poseen también. todas 
las alturas de la pirámide bajadas desde los vértices de la base sobre las 
caras laterales, 
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Én realidad, si la altura de la pirámide pasa por todas las alturas 
de la base, cada arista lateral de la pirámidé es perpendicular a la 
arista opuesta de la base. Pero de acuerdo con el mismo teorema, con 
la excepción de que “en el sentido contrario”, cualquier altura de la 
pirámide posee dicha propiedad. 

Del mismo teorema se deduce que, en particular, las aristas late- 
rales de una pirámide regular de base triangular són perpendiculares 
a las aristas opuestas de la base. Esta afirmación. puede ser útil, 
por ejemplo, para la construcción de un ángulo Jineal de un ángulo 
diedro de una arista lateral de la pirámide. Á menudo los estudiantes 


S 


A 
Fig. 97 Fig. 98 


ofrecen lá construcción siguiente: “Tracemos por el lado de la base 
un plano perpendicular a la arista lateral, en este caso el ángulo ob- 
tenido en el corte es el requérido”. En principio el razonamiento es 
justo, pero carece de un detalle bastante esencial: ¿por qué puede 
trazarse tal plano? En efecto, en el caso en que se cruzan cualesquier re- 
ctas no puede, hablando en términos generales, trazarse tal plano, ya 
que esto es posible en el caso, y sólo en el caso, en que las rectas son 
perpendiculares (el lector puede demostrarlo). Por esta razón, en Jo que 
se refiere a la pirámide regular de base triangular, dicha construcción 
es realmente posible. 

Un error más, por ser tipico, merece también nuestra atención. 
Después de bajar Ja perpendicular desde el vértice de la base triangular 
de la pirámide regular a la cára lateral, algunos estudiantes juzgan 
sin duda alguna, que dicha altura incide en la altura de la cara late- 
ral. Natural mente, esta afirmación resulta justa, pero requiere pruebas. 
Es fácil observar que se deduce del teorema recién enunciado por no- 
sotros, asi como del resultado del problema 1. Sin embargo, resolvien- 
do el problema en que se emplea esta afirmación, conviene no fiarse 
del teorema mencionado (y, aun más, del problema 1), sino dar úna 
demostración independiente. 
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Un camino “frontal”, más privado de perspectivas, es el de la de- 
mostración de dicha afirmación: trazar la altura SD de la cara lateral 
ASB de la pirámide regular SABC; bajar la altura CK de la pirámide 
desde el vértice C de la base a la cara ASB y demostrar que SD y 
CK se intersecan (fig. 97). Por desgracia, muchos estudiantes tratan 
de razonar de este modo, mientras que hay otro método mucho más 
simple. 

Sean SABC la pirámide regular y CK la porno bajada 
desde el vértice C a la cara ASB (fig. 97). Uniendo el punto K' con 
el puñto D que es el punto medio de la arista 48, tenemos que la 
recta DC es perpendicular a la recta AB como mediana del triángulo 
equilátero ABC. La recta CK es perpendicular al plano ASB y, por 
consiguiente, a cualquier recta en este plano, en particular, a la arista 
AB. Esto significa que la arista AB es perpendicular al plano DCK 

or ser perpendicular a las dos rectas que se intersecan, CD y CK, si- 
iuadas en este plano. Por lo tanto, la recta AB es perpendicular a 
cualquier recta en el plano DCK, en particular, a la recta DK. 

En resumen, DK | AB, y como D es el punto medio de la base 
AB del triángulo isósceles ASB, el punto K se encuentra en la altura 
SD de este triángulo. | 

El criterio de la perpendicularidad presenta buenos resultados 
para muchos problemas, en que para los ángulos diedros dados se re- 
quiere construir ángulos lineales. 


2. Desde la base de la altura de una pirámide regular de base trian- 
gular está bajada la perpendicular a la arista lateral, igual a p. Hallar 
el volumen de la pirámide si el ángulo diedro entre sus caras laterales 
es igual a 20. 

upongamos que SÁBC es la pirámide dada (fig. 98), OK es la 
perpendicular en cuestión cuya longitud es igual a p y que el ángulo 
diedro a la arista SC es igual a 2a. 

Primero construyamos el ángulo lineal del ángulo diedro. Tome- 
mos, naturalmente, por el vértice del ángulo lineal el punto K; a 
continuación, desde el punto K en los planos de las caras ASC y BSC 
tracemos las perpendiculares KL y KM a la arista SC. 

Al tratarse de esto último, muchos estudiantes son víctimas de 
errores. Unos consideran que dichas perpendiculares pasarán inevita- 
blemente por los puntos A y B, los otros, que L y son los puntos 
medios de los lados AC"y BC del triángulo ABC. Pero no es justa nin- 
guna de las suposiciones. En realidad, es válido lo siguiente. 

El plano en el cisal se encuentran KL y KM ha de ser perpendicular 
a la arista SC (por ser SC 1 KL y SC L KM). Para hallar dicho pla- 
no, perpendicular a SC, basta con hallar dos rectas no paralelas, per- 
pendiículares a SC. Una de estas rectas es OK, ya que según los datos 
OK -L :SC.. En calidad de la otra recta de este tipo podemos tomar la 
arista AB. En electo, SO es perpendicular al plano ABC, SC es la 
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oblicua y CO es su proyección; pero AB _1 CO y, por Jo tanto, según 
el teorema de las tres perpendiculares, AB _L SC. 

Asi, están halladas las dos tectas, OK y AB que son perpendicu- 
lares a SC. Pero no se intersecan sino se cruzan. Sin embargo, hay una 
solución: tracemos por el punto O lá recta LM paralela a 48. En este 
caso LM es también perpendicular a-SC y LM ya se interseca con OK. 
Por consiguiente, SC es perpendicular al plano en el cual se encuentran 
estas rectas, es decir, al plano del triángulo KLM. En tal caso, SC 1 
LAL y SCLKM, o sea, £ LKM es el ángulo lineal del ángulo 
diedro junto a la arista SC. De este modo, £ LKM = 2a, estando 
situados los puntos £ y M de las perpendiculares KL y KM a la arista 
SC en los lados AC y BC del triángulo ABC de-tal manera, que LM, 
que pasa por el centro del triángulo 4 BC, es paralelo al lado AB. 

Nos quedan solamente los cálculos. Después de demostrar que 
LOKM = Z OKL = a, hallamos que OM =p tga y por eso 
(por medio del triángulo rectángulo OCM) tenemos OC = pYV 3 tg a. 

ero OC es el radio del círculo circunscrito al triángulo regular ABC; 
por lo tanto, AB = 3 p tg a y el área Sa ¿ne de la base de la pirámide 
se determina directamente. 

Por otra parte, si KOC es un triángulo rectángulo, 


sen ((0CK)= 9K —. 


= Cotga; 
v 3 AuE 


puesto que L KOS = Z OCK (como ángulos agudos con lados per- 
pendiculares), la altura de la pirámide 


== tm -v E. 
"00 OCK)" Y 3—cotgiw * 


De este modo, el volumen buscado 


tea 
Vi—cotgia * 


3. Un triángulo regular con el lado a sirve de base de una pirámide. 
Una de las caras de la- pirámide es. perpendicutar al plano de la base. 
Esta cara es un triángulo isósceles con. el lado lateral b + a. Hallar el 
área de tal sección de la pirámide que sea un cuadrado. 

Sea KLMN el cuadrado de que se trata en los datos del problema 
(fig. 99). Hasta ahora no hacemos ningunas suposiciones acerca de 
eos cara lateral: ASB o BSC o ASC, es perpendicular al plano de la 

ase. : 

Puesto que KN [| LM, KN es paralela al plano de la base ABC, 
por lo tanto el plano ASB que pasa por la recta KN interseca el. plano 
ABC por la arista AB que es paralela a KN. De modo análogo se 
demuestra que SC || K£. 


1 9 
V=->3$S0-S4 Añc=-3 p? 
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De aquí se deduce, primero, que el plano de la sección es paralelo 
a las aristas AB y SC que se cruzan y, segundo, que estas aristas de- 
ben ser perpendiculares entre si ya que el ángulo (recto) LKN del 
cuadrado KLMN es el ángulo comprendido entre estas rectas que se 
cruzan. 

Señalemos ahora que la pirámide SABC posee sólo un par de aris- 
tas que se cruzan y son perpendiculares entre sí. Demostrémoslo 
con la ayuda de otro dibujo (fig. 100). 

Supongamos que SPQR es la pirámide en cuestión cuya cara PSQ 
es perpendicular a la base PQR. Tracemos la altura ST de la pirámide; 
por lo visto, ST se encuentra en el plano de la cara PSQ y sirvé si- 
muttánéamente de altura para el triángulo isósceles PSQ y, por con- 
siguiente, de su mediana, de modo que la recta RT es la altura del 


Ss 


Fig. 99 Fig. 100 


triángulo regular PQR. De acuerdo con el teorema acerca de tres per- 
pendiculares, la oblicua SR es perpendicular a PQ, a la recta perpen- 
dicular a-su proyección PT. Por otro lado, una recta en el plano 
PQR, siendo perpendicular a la arista SQ, debe ser también perpen- 
dicular a su proyección PQ; pero PR no posee tal propiedad y por esta 
razón las aristas SQ y PR no son. perpendiculares. De modo análogo, 
las aristas SP y QR tampoco son perpendiculares. Asi, sólo las aristas 
SR y PQ, son mutuamente perpendiculares, es decir, la arista lateral 
ue no se encuentra en la cara perpendicular a la base, y la arista del 
angulo diedro recto. 
Refiriéndonos a la fig. 99 concluimos que AB es la arista del ángulo 
diedro recto, es decir, la cara ASB es perpendicular al plano de la base. 
Con el fin de realizar los cálculos tracemos KH LAB y unamos 
el punto A con £. La recta KFH es perpendicular a la AL como una 
recta situada en uno de los planos mutuamente perpendiculares y 
que es perpendicular a la línea de su intersección. Además, tracemos 
la altura ST del triángulo isósceles ASB y la altura CT de la base 


£ 
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ABC. Designemos por x el lado del cuadrado KLMN . En este caso 
V al a a— 
ST = A , ÁT=>3», AH = p] e 
Puesto que A ÁXKHw A AST y AALH ww A ACT, 
ka Y, Mot Ya, 


a a 4 


y de acuerdo con el teorema de Pitágoras referente al triángulo rectán- 
gulo KHL | , 

2  (0=xY8/ a 

(52) (+0). 


De aquí, después de extraer la raíz (teniendo en cuenta que a> x) y 
cumplir las transformaciones necesarias, hallamos el lado del cuadrado 


x y, luego, su área: 
CR AE 
204 Y 27408 )" 


En los problemas de estereometría tiene gran importancia para su 
solución un dibujo bien hecho. Si éste está ejecutado como es debido, 
la solución resulta a menudo “visible” geométrica mente. 

Sin.embargo, la presentación plana de las configuraciones espaciales 
es siempre posible únicamente con cierta desfiguración, por esta ra- 
zón, por preciso que sea el dibujo, es necesario también comprender 
correctamente marcando en especial, por ejemplo, los ángulos rectos 
que en el dibujo se .observan: como agudos, las rectas que se cruzan 
que en el dibujo se presentan por líneas que se intersecan, etc. 

- Tenemos que argumentar de modo rigurosamente lógico cualquier 
fenómeno, por evidente que sea en el dibujo, para evitar errores pro- 
votados por las peculiaridades de la presentación plana de las confi- 
guraciones espaciales. Esto es importante sobre todo cuando se trata 


de los probiemas a demostrar. En estos problemas, son precisamente 


estas peculiaridades de presentación (destiguraciones de ángulos, etc.) 
que ponen.a la sombra el cuadro verdadero y dificultan la demostración. 

4. En el espacio se dan dos rayos Ax y By que no se encuentran en un 
plano y forman entre si un ángulo de 90”, su perpendicular común es AB. 
En. los rayos Ax y By se encuentran los puntos M y P, respectivamente, 
de tal manera que 24M-BP = AB*. Demostrar que la distancia entre 
el punto medio O del segmento AB y la recta MP constituye AB/2. 

Supongamos que Ax y By son los rayos de que se trata en el pro- 
blema (fig. 101); en nuestro dibujo se representan en forma de dós rayos 
de las rectas que se intersecan,. pero tendremos en memoria que es una 
ilusión del dibujo: estos rayos no se encuentran en un plano. 

En muchos problemas en que se trata de las rectas que se cruzan, 
es útil la construcción siguiente. Tracemos el rayo Bz || Ax por el 
punto B, y marquemos el segmento BN = AM. Sobre la base de la 
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definición del ángulo entre las rectas AM y BP que se cruzan, tenemos: 
Z PBN=090", es decir, el triángulo PBN es rectángulo con la hipote- 
nusa PN. Debe subrayarse especialmente este concepto, ya que algu- 
nos estudiantes resolviendo este problema cedieron a la ilusión del 
dibujo y tomaron por recto el ángulo BPN. 

De acuerdo con el teorema de Pitágoras y valiéndonos del triángulo 
rectángulo, se obtiene que PN*? =BN*-+ BP? <= u?+u (véanse las 
designaciones en la fig. 101). Luego, la recta MN es perpendicular al 
plano yB2 y, por lo tanto, valiéndonos del triángula rectángulo PN.M 
se obtiene que PM? = 4h2 + u2 + ui. Pero según los datos, (2h)? = 2uv, 
por consiguiente, PM? = (u + u)?, es decir, PM =u+v. 

Tracemos la altura OT del triángulo POM; la longitud de dicha 
altura es la distancia que estamos buscando. Aplicando el teorema de 
Pitágoras a los triángulos rectángulos PTO y MTO puede anotarse la 
igualdad b?— PT? =c— (u +v— PT)?.. Tomando en consideración 


Fig. 101 Fig. 102 


que "bd? = ul + h% (valiéndonos del triángulo rectángulo OBP) y c? = 
= y3 + A (refiriendonos al triángulo rectángulo OA M), obtenemos la 
igualdad 2u(u +0) =2-PT-(u+vu), o PT =u. Por consiguiente, 
0T1=hb?3—PT* =h?, es decir, OT =h= AB/2. 


Hay muchos problemas en los que se necesita calcular los ángulos 

oliedros. Estos problemas suelen implicar ciertas dificultades re- 
acionadas con la representación geométrica incompleta y con la in- 
capacidad de trazar un dibujo adecuado. Mientras tanto, todos los 
elementos de un ángulo triedro se determinan sin dificultades algu- 
nas con la ayuda de la Trigonometría, partiendo de consideraciones 
geométricas simples. 

5. Sean los ángulos agudos A, B, C ángulos planos de un ángulo 
triedro. Demostrar que cosC =cos A.cos B, en caso de ser recto el 
ángulo diedro opuesto al ángulo plano C. 

Supongamos que Sxyz es el triángulo triedro (fig. 102) en el cual 
L£xSy = A, /( 2¿Sx=B, £ ySz =C, y el plano de la cara 28x es 
perpendicular al plano de la cara ySx. Tracemos el plano MNP 
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perpendicularmente a Sx; en este caso MN _L Sx, PNL Sx, 
£ MNP = 90%. Señalemos que los demás ángulos del triángulo MNP, 
es decir, Z PMN y £ MPN no son ángulos lineales de los ángulos 
diedros de las aristas Sy y Sz. 

Al designar por a la longitud del segmento SN, obtendremos de 
acuerdo con los triángulos rectángulos PSN y MSN que 


PN=atgB, MN =01gA, 
PS==, MS=-“ 


cos B” cos Á* 


Recurriendo a dos métodos (sobre la base del triángulo rectángulo 
MNP y del oblicuángulo MSP) calculemos ahora la longitud del seg- 
mento MP e igualemos los resultados 
d _ e a 2a* cos € 
a*tg? B4 ag A= cos BT io A Tos cos A" 

Al reducir por a* y efectuar las transformaciones evidentes, llegaremos 
a la relación requerida por los datos del problema. 

Señalemos que tanto la fig. 102 como la solución recién efectuada 
se cumplieron con la suposición de que todos los ángulos 4, B, C 
son agudos. Sin embargo, la fórmula que hemos obtenido es válida sin 


Fig. 103 Fig. 104 


dicha suposición complementaria. Ofrecemos al estudiante examinar 
todos los casos posibles y argumentar esta fórmula. 

Cabe señalar que en caso de dibujar este ángulo triedro en una for ma 
mucho mejor que en la fig. 102 y no con el vértice hacia arriba (es 
extraño, pero los estudiantes suélen hacerlo de este modo), la solución: 
se cumpliría de modo más simple. En efecto, es razonable trazar el 
ángulo diedro recto de la manera que se usa para la representación 
del par de planos perpendiculares recíprocamente (fig. 103). 

Sea Sx la arista del ángulo diedro recto, las aristas Sy y Sz7seen- 
cuentran en diferentes planos de dicho ángulo. Desde un punto K 
cualquiera de la arista Sz bajamos las perpendiculares KH y KL, 
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respectivamente, a las rectas Sx y Sy. Puesto que el ángulo diedro de 
la arista Sx es recto, la recta KH es perpendicular a todo el plano 
xSy y, en particular, KA 1 S£. Por consiguiente, de acuerdo con 
el teorema de las tres perpendiculares, HL 1 SL. 

Ahora, valiendonos del triángulo rectángulo K£S se obtiene 
SL =SKcos C y de los triángulos rectángulos SLH y SAK tenemos 
que SE = SH cos A = SK cos B cos-A. Comparando estas dos ex- 
PS para SL nos convencemos de que la igualdad requerida es 
válida. 

6. Los ángulos planos de un ángulo triedro son iguales a 457, 45 y 
60”. Por su vértice se ha trazado una. recta. que es perpendicular a una de 
las caras, cuyo ángulo plano €s igual a 45”. Hallar el ángulo entre esta recta 
y la arista del ángulo triedro que no se encuentra en la cara mencionada. 

Al construir el dibujo, evitemos otra vez el método habitual: 
en los datos del problema se trata de la perpendicular a dos rectas, 
es decir, al plano determinado por éstas, conviene representar este 
plano horizontalmente y la perpendicular, verticalmente. 

Asi, pues, Sean S el vértice del ángulo triedro (fig. 104) de donde 
salen las aristas Sí y Sm que forman el ángulo de 45”; Sp, la perperi- 
dicular a dichas rectas; Sn, la tercera arista del angulo triedro siendo 
Z.nSm = 45 y £ nSi = 60”. Me 

Tomemos. un segmento SA de cierta longitud a en la recta: Sn. y 
desde el punto A. bajemos la perpendicular AK al plano mSf. y las 
perpendiculares AB y ÁC a las rectas Sí! y Sin respectivamente. Des- 
pués de unir los puntos B y C con el punto K, según el teorema de 
las tres perpendiculares obtenemos que BK y CK son perpendiculares 
respectivamente a las rectas Si y Sm. 

A base de los triángulos rectángulos ACS y ABS encontramos 
fácilmente que SC = a 72:2, SB =a:¿2. Sin embargo, si unimos los 
puntos B y C y examinamos el triángulo (CBS, según el teorema de los 
cosenos se determina. que CB = a/2, es decir, CB = SB. Puesto que 
£ CSB = 45”, en este caso el triángulo isósceles CBS tiene en su 
vértice B un ángulo recto. Pero ya hemos señalado que 4 KBS = 90”, 
de modo que hemos llegado a una contradicción inespera da. 

Los-estudiantes resuelven esta contradicción con gran dificultad 
pese á que el jos no es tan complejo. De los razona mientos 
efectuados se dedute que la configuración ilustrada en la fig. 104 
no tiene Jugar en la realidad (véase $ 2, Parte 111): el punto K, de 
verdad, há de encontrarse en la recta CB (fig. 105). 

No obstante, colocando el punto. X en el segmento CB, enconira- 
remos inmediatamente otra contradicción: como CK1_ Sm y BK.1 SÍ, 
resulta que en el triángulo SBC hay dos ángulos rectos. ¿De qué modo 
podemos resolver esta contradicción? Con este fin, partiendo de los 


triángulos rectángulos ACS y ABS hallamos que AC =a Y 2/2, 
AB =a Y 3/2. Recordando que CB = a/2 es fácil determinar que 
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según el teorema, que es inverso al de Pitágoras, el triángulo ABC es 
rectangular, con el ángulo recto ACB. 

Así, pues, tampoco tiene lugar la configuración itustrada en la 
fig. 105: los puntos K y € coinciden, es décir, la perpendicular AC 
a la recta Sm es simultaneamente perpendicular a todo el plano mS?. 

Pero es evidente en este caso que AC || Sp, es decir, las rectas 
Sp y AC se sitúan en un mismo plano. Dado que Z. ASC = 45”, el 
angulo buscado entre las rectas Sp y Sn, es decir, el ángulo nSp es 
igual a 45. 

Señalemos que al disponer de una imaginación geométrica bastante 
desarrollada, el estudiante puede hallar una solución muy breve de 
este problema, puramente geométrica, que no requiere cálculos. 
Examinemos un cubo (fig. 106). Si se toma en consideración que el 
ángulo triedro SABC es el ángulo triedro de que se trata en los datos 


A 


ÁAÁDNR 
A A 


Fig. 105 Fig. 106 Fig. 107 


n 


. del problema y que la arista SM del cubo es la perpendicular a la cara 
BSC, es evidente que el ángulo MSA de 45” es el ángulo que se busca. 


Para concluir el párrafo, nos detendremos en el concepto de proyec- 
ción ortogonal. 

En particular, si el segmento AB dispuesto en el espacio se: proyecta 
ortogonalmente sobre cierto plano P, la longitud de la proyección A'B' 
está ligada con la longitud del segmento AB mediante la relación 

A'B' =AB cosq, (1) 
donde q es el ángulo entre la recta AB y el plano P" (fig. 107). Si por 
el punto B trazamos la recta BK paralela a la proyección A'B", esta 
fórmula se deduce del triángulo rectángulo AKB, ya que el ángulo 
ABK se encuentra entre la recta 4B y el plano P. 

La fórmula (1) muestra que la longitud de la proyección del seg- 
mento nunca puede sobrepasar la longitud del propio segmento y que 
es igual a su longitud sí el- segmento es paralelo al plano en que se 
proyecta. En cambio, si el segmento es perpendicular a dicho plano, 
su proyección es un punto. 


1) Si Ja recta y el plano son paralelos, el ángulo entre éstos se considera (según 
la definición) igual a cero. 
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A menudo es útil la proposición que describe la relación entre 
las áreas de una figura plana y de su proyección ortogonal. Precisa- 
mente, si S es el área de un poligono plano y S,, es el área de su proyec- 
ción sobre cierto plano P, 

Sp =S cosa, (2) 


donde a es el ángulo entre el plano P y et plano del poligono en cuestión ". 

Demostremos primero esta fórmula para el triángulo (fig. de 
Vamos a suponer que el triángulo ABC se proyecta ortogonal mente 
sobre el plano P; entonces obtenemos el triángulo A'B'C”. (Si un 
segmento sirve como proyección, esto significa que el plano del trián- 
gulo ABC es perpendicular al plano P y la fórmula que se demuestra 
será evidente si se toma en consideración que el área del triángulo, 
degenerado en el segmento, es igual a cero.) Supongamos que de Jos 
tres vértices del triángulo ABC el vértice B posee la propiedad de que 
AA'>BB'>CC'. (Proponemos al estudiante analizar el caso de 
AA'= BB'4 CC'; si AA'= BB'= CC', el plano del triángulo ABC 
es paralelo al plano P). : | 

Tracemos por el punto B el plano P, paralelo ai plano P; la proyec» 
ción del triángulo ABC sobre el plano P, es el triángulo A”BC”, igual 


Fig. 108 


al triángulo A'B'C'. La linea MN de intersección del plano P, con el 
a triángulo ABC divide a dicho triángulo en dos: A ABL 
y ABLC. 

Bajamos en el plano del triángulo ABC una perpendicular AH desde 
el punto A al lado B£; en este caso, según el teorema de las tres perpen- 
diculares A“A.L BL y, por lo tanto, 


Sas =:1/2BL.-AH; Sari => 1/2BL.A'H. 
Pero, el ángulo entre la recta AA y el plano P, es igual al ángulo 


a entre el plano del triángulo ABC y el plano P, (o el plano P). Por 
esta razón A*"H = AH-cosa y, por lo tanto, 


S arBL = 1/2BL- AH = 1/2BL «AH cosa = Sar, “OS %. 
2 El ángulo entre dos planos (que se intersecan mutuamente) se mide por el 


ángulo tineal' de uno de los ángulos diedros formados por estos planos. Si los planos 
son paralelos, el ángulo entre éstos se considera (según la definición) igual a cero. 
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El razonamiento es exactamente análogo para los triángulos BCL 
y BC”L; de este modo, 


So =9S 4 BwC == S arar =S ame 0050 =S.c0s o. 


Si la figura que se proyecta es un polígono, en tal caso, dividiendo 
éste y su proyección en triángulos y sumando los resultados para cada 
par de triángulos, llegaremos a la fórmula que se demuestra. 

Conviene utilizar la fórmula (2) para calcular las áreas de las 
secciones de diversos cuerpos, superficies laterales, ángulos entre 
los planos, etc. Por ejemplo, si se conocen el área s de la base de una 
pirámide n-angular regular y el ángulo a de la inclinación de la cara 
lateral respecto al plano de la base, entonces la superficie lateral 


AE A 


"cos a” 


En lo que se refiere a una pirámide truncada, s será la diferencia 
de las áreas de las bases mayor y menor. No es difícil darse cuenta de 
que este hecho es válido también para cualquier pirámide irregular 
siempre que lodas sus caras laterales estén inclinadas al plano de la 
base bajo el mismo ángulo, el ángulo «. 


EJERCICIOS: 


1. Seca ABCDA,B,¡C,¡D, un cubo (ABCD cs cl cuadrado de la base interior; 
AA. BB,, CC, DD, son las aristas laterales). Hallar la magnitud del ángulo entre 
las rectas: a). AA, y B,D; b) AD, y D,C; <) AD, y 8,D. Hallar la distancia entre 
las. rectas: d) AA, y B,0; e) AD, y DC, sí la arísta del cubo es ígual a a. 

2. Determinar el ángulo entre tas aristas que se cruzan y el ángulo diedro entre 
las caras de un letraedro regular. Hallar la distancia entre las aristas que se cruzan, si 
el lado del tetracdro es a. 

. 3. ¿Es válida la afirmución de que siendo £ y [ rectas que se cruzan, por la recta 
L se puede trazar sólo un plano, paralelo a la recta 1? Aclarar, si cs justa tal demostra- 
ción de la afirmación. Tomemos el e Á en la recta L y por este punto tracemos 
una recta L* paralela a ta recta /. El plano s que pasa las rectas L y L* que se cor. 
tan es, por lo visto, paralelo a la recta f. Puesto que por ec) punto Á puede“ trazarse 
una sola recta L* paralela a la recta ! y como puede trazarse sólo un plano por las rec- 
tás L y L* que se cortan, entonces por la recta L puede trazarse sólo un pláno para: 
lelo a la recta ¿. 

4. Si L y 1 son dos rectas que se cruzan, ¿es siempre posible construirsun plano 
que contenga la recta L y que sea perpendicular a [? 

S. ¿Existe siempre una recta que es perpendicular a tres rectas dadas que se cru- 
zan en pases? 

e ¿Existe siempre una recta que interseca las tres rectas dadas que se cruzan en 
pares: o 

7. ¿Exislen en el espacio cuatro rectas que se cruzan y que son inuluamente per- 
pendiculares en pares? 

8. En un cubo de arista a se ha trazado una perpendicular común para dos diago- 
nales que se cruzan y que pertenecen a Jas caras contiguas. Hallar la longitud de los 
segmentos en los cuales la perpendicular divide dichas diagonales de las caras. 

9. Si una recta forma ángulos iguales con cada una de tas iros rectas no paralelas 
cn pares, situadas en un plano, dicha recta cs perpendicular a éste. Demuéstrelo, 
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10. ¿Pueden ser perpendiculares al plano de la base dos caras laterales no con- 
tiguas de una pirámide de base poligonal? 

11. ¿En qué Hmites puede cambiar la magnitud del ángulo plano formado como 
resultado de la sección del ángulo diedro dado por planos cualesquiera posibles que 
cortan la arista del ángulo diedro? 

12. Supongamos que A, B, C, D son cuatro puntos arhilrarios del espacio. De- 
mostrar que los puntos medios de los segmentos AB, BC, CD. DA se encuentran en 
un mismo plano. ¿De qué forma se obtendrá la figura si se unen entre sí consecutiva- 
mente los puntos medios de estos segmentos? 

- 13. Demostrar que las cuatro alturas del tetracdro regular se intersecan en un 
mismo punto. 

14. La recta AB es paralela al plano 1. La recta CD interseca la recta AB hajo 
un ángulo agudo a y forma con el plano 1 el ángulo q. Determinar el ángulo entre el 
pláno aq y el piano en que se hallan las rectas AR y CD. 

16. El plano que corta una de las arisias del tetraedro regular divide su volumen 
en una relación de 3 : 5. Hallar los tangentes de los ángulos en los que dicho piano 
divide el ángulo dledro del tetraedro. 

18. En una pirámide triangular regular'el lado de la base equivale a y das aristas 
laterales son iguales a b. Determinar el ángulo dicdro de la arista lateral. 

17. Un triángulo rectángulo está dispuesto de tal modo que su hipotenusa se en- 
cuentra en el plano x y los catetos forman co este plano los ángulos a y f respecti- 
vamente. Hallar el ángulo entre el plano del triángulo y el plano x. 

18. Desde un punto de la arista de un ángulo diedro a (0 < a. < 90% salen dos 
rayos dispuestos en diferentes caras. Uno de-los rayos es perpendicular a la arista del 
aL diedro y el otro forma con la arista cl ángulo agudo P. Hallar el ángulo entre 
os rayos. 

19. Los segmentos de dos rectas comprendidos entire p 
puestos en una relación de 2 : 3 y sus ángulos con yno de 
de 2 : 1 respectivamente. Determinar estos ángulos. | 

20. Los ángulos planos de un ángulo triedro son igúales a a, ff y y. Se toma 
'un punto a la distancla 1 desde el vértice del ángulo triedro en la arista a la cual són 
conil pos los Anglo planos f y y. Determinar la distancia entre este punto y el plano 

el ángulo «, 

23 En una esfera cuyo radio cs R se loma es punto M y por éste se trazan tres 
cuerdas. MP; MQ y MR iguales entre sí, de tal modo que Z PMQ = ZQMR = 
= / RMP= q. Hallar ta longitud de las cuerdas. 

22. En un triángulo rectángulo, por la bisectriz del ángulo recto, está trazado 
un ptano que constituye con cl plano del triángulo un ángulo a. ¿Qué ángulos forma 
el plano con los catetos del triángulo? 

23. Una recta tangente a un cono, junto con-la genératriz de éste forma un ángulo 
agudo a en el punto de tangencia y está inclinada respecto del plano de la base del 
cono a un ángulo $. Determinar cl ángulo entre la generatríz y el plano de la base del 
cono. 

24. La altura de una pirámide triangular ABCD, bajada desde al vértice D pasa 
por el punto de intersección de las alturas del triángulo ABC. Se sabe, además, que 
DB Do DC = e, Z BDC= 90”. Hallar la relación entre las úreas de las caras ADE 

ADC. 

25. El segmento AB de la longitud a y el CD de la longitud b se encuentran en dos 
rectas que se cruzan, cuyo ángulo es . Las bases O y O” de la perpendicular común 
de la longitud c a dichas rectas divideir los segmentos AB y CD de tal manera que 
OA:0B=2:3 y CO" :OD = 3 : 2. Hallar las longitudes de los segmentos BD 
v 


lanos paralelos están dis- 


os planos, en una relación 


G A 

26. Sea ABCDA,B,C|D, un paralelepipedo recto (ABCD y 4,B,C,D, son para- 

lelogramos, mientras que las aristas laterales AA,, BB,, CC,, DD, son paralelas entre 

sí y perpendiculares al. plano de estos paralelogramos), en et cual AD, ApD "= a, 
A, = AB, == b, AC=cC, BD = d. Calcular el ángulo diedro entre Jas caras 

AAB¡B y AA¡DjD, 
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27. Dentro de un ángulo triedro, cuyos ángulos pianos son iguales a ó, pasa una 
recta de igual inclinacion a sus aristas. Hallar el ángulo de inclinación de dicha recta 
respecto a cada arista del ángulo triedro. 

28. En el plano P:se da el triángulo equilátero ABC de dado a. En la perpendi- 
cular al plano P sc toma el segmento AS. = a en el punto A. Hallar la tangente del 
ángulo AqueO entre las rectas AB y SC y la distancia mínima entre éstas, 

29. Desde la hase de la altura de una pirámide triangular regular se ha bajado 
una perpendicular a la cara lateral jgual a a. Hallar el volunien de la pirámide si el 
ángulo plano al vértice de la prende es A. 

30. Desde la hase de la altura de una pirámide triangular regular se ha bajado 
unx perpendicular a la arista lateral igual a p. Hallar el volumen de la pirámide si el 
ángulo diedro entre la cara lateral y la basc de la pirámide es igual a «, 

31. Determinar el volumen del paralelepipedo siendo lodas sus aristas iguales 
a l y los ángulos planos a uno de los vértices p < 90”. 

32. Determinar el seno del ángulo entre dos alturas bajadas desde dos vértices 
de un tetracdro regular a las caras opuestas. 

33. En el ángulo triedro OABC el ángulo entre las caras OAB y OBC es recto, 
mientras que la magnitud de cada uno de los ángulos diedros restantes es igual a y. 
Hallar la inagnitud del ángulo plano AOC. 

34. El ángulo entre dos rectas que se cruzan es igual a 60”. El punto A se encuent- 
ra en una recta y el punto 8 en la otra, siendo iguales las distancias desde cada uno 
de los puntos hasta la perpendicular común de las rectas que se cruzan y también 
iguales a la distancia entre las rectas. Hallar el ángulo entre la oerpendicular común 
y la recla ÁB. Préstese atención a ta posibilidad de resolver el problema no uní- 
vocamente. 

35. El segmento AB se sitúa en la arista de un ánguio diedro, M es el punto de 
una de las caras def ángulo, estando dispuesto aquél a una distancia ¿ de la arista. 
La perpendicular bajada desde el punto M. hasta la otra cara del ángulo diedro se ob- 
séry ;lede el punto A bajo el ángulo a y desde el punto B, bajo el ángulo f. La 
distancia entre el centro de gravedad del triángulo ABM y la otra cara del ángulo 
diedro es ígual a 1. Hallar la longitud del segmento AB. Préstese atención a. la posi- 
bilidad de una solución no unívoca del problema. : 

36. Tres conos circulares rectos iguales con el ángulo a (a 2/3) tienen en la 

“sección axial un vértice común y son tangentes uno a otro exteriormente por las gene- 
ratrices ly, la, la. Hallar el ánguio entre 1, y l,. 
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La experiencia de los exámenes enseña que las demostraciones 
geométricas son las que implican mayores dificultades a los estudiantes. 
Los diversos problemas a demostrar suelen considerarse bastante com- 
plejos y más difíciles que los de cátculo. 

Las demostraciones geométricas son difíciles, ante todo, porque 
requieren un razonamiento lógico v la expresión exacta de los pensa- 
mientos, la comprensión clara de lo que se da y lo que se necesita 
demostrar. Precisamente, la ausencia de hábitos en la realización de 
las deducciones lógicas explica los errores en la solución de problemas 
para la demostración. Al examinar las “demostraciones” de algunos 
estudiantes el profesor puede ver la idea bastante vaga de éstos sobre 
qué significa demostrar uno u otro concepto. 

La habilidad de pensar lógicamente, fundamentar con exactitud 
los conceptos geométricos puéden adquirirse sólo por medio de la 
práctica, resolviendo muchos problemas. Se sabe que es imposible par 
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una “receta” general de cómo puede hallarse la demostración de una 
u otra afirmación, cómo se debe resolver un problema concreto para la 
demostración. Sin proponernos el objetivo de ilustrar todos los mé- 
todos posibles de demostraciones y enumerar los errores cometidos 
por los estudiantes, aquí damos algunos ejemplos de razona mientos y 
analizamos los más típicos y característicos. 

Al comenzar a demostrar un concepto geométrico, a resolver un 
roblema para la demostración debe hallarse ante todo, la idea, con 
a cual se logra construir el argumento estricto de la afírimación que 

nos interesa. Con este fin es necesario manifestar cierta ingeniosidad: 
“notar” la aplicabilidad de varios teoremas ya conocidos según el 
curso, buscar diversas construcciones complementarias y advertir 
cierta propiedad especifica de laconfiguración geométrica en cuestión ". 

Esta “búsqueda de ta solución” no debe exponerse en la solución 

limpia. Esta última ha de representarse como una demostración estricta 
en la cual no importa de qué modo nos las hemos arreglado para 
efectuar Jos razona mientos de una u otra manera. Pero en cambio, en la 
solución limpia se requiere funda mentar todos los razonamientos .co- 
rrecta y lógicamente, de forma exhaustiva. 

Analicemos algunos ejemplos acerca del modo de la búsqueda de 

aproximaciones a la solución de los problemas de Geometría para la 
demostración. 


Fig. 109 


-1, Por el centro de un triángulo regular se ha trazado «una recta, 
paralela a la base. En la recta, dentro del triángulo, se ha tomado un punto 
arbitrario M. Demostrar que la distancia entre el punto M y ta base del 
triángulo es la media aritmética de las distancias desde el punto M hasta 
los lados laterales del triángulo. 


1) Aquí puede recurrirse a cierta analogía con el método de agrupación que es de, 
amplio uso en Algebra. En general, es dificil -decir algo definido acerca de qué modo 
puede hallarse la agrupación que nos conduzca ál objelivo. No obstante, si se dispone 
det hábito suficiente para la solución de los problemas, esta agrupación se localiza 
con mayor o menor rapidez, después de algunas apreciaciones y tentativas. 
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Primero tratemos de hallar la idea de ta demostración. Sean h, 
la distancia entre el punto M y la base AC; A, y hy, las distancias entre 
el mismo punto y los lados laterales AB y BC (fig. 'O9). 

Se necesita obtener la igualdad h,= 1/2 (A, +A,). Como la distan- 
cia entre la recta l y la base AC es igual a una tercera parte de la 
altura H del triángulo, en esté caso.A, == 1/3-/7, Por lo tanto es suficiente 
demostrar que h, +ha=2/3H. Es fácil entender que en lugar de lo 
expuesto puede demostrarse la igualdad Ah, +A, +hz= H. Puesto que 
cada uno de los segmentos k,, kz y hs es perpendicular al lado corres- 
pondiente del triángulo, sería lógico tratarse de demostrar la última 
igualdad utilizando los razonamientos relacionados con la medición 
de las áreas. 

Ahora cumplimos una demostración estricta. Unamos el punto M 
con los vértices del triángulo. En este caso Same = Sama FS anc + 
+ Sera 0, lo que es lo mismo, 1/2 af =1/2ah, + 1/20h, + 1/2 ah, 
donde a es la longitud del lado del triángulo. De aquí se deduce que 
Ai + hy += H. Por otro lado, fi, = ON = 1/3 H, ya que O es el centro 
del triángulo regular y el punto de intersección de las medianas. Por 
eso hy + hs = F— hy = 2/3 A. Por consiguiente, eri efecto, hy + As = 2h, 
es decir, h, es la media aritmética de los segmentos h, y hs. 

He aquí otro problema de planimetría para la demostración, cuya 
dificultad principal reside, probablemente, en que la afirmación 
que se demuestra resulta nada más que evidente valiéndonos del dibujo 
y por lo tanto no está claro, de qué modo puede argumentarse estricta- 
mente. 

2." Un triángulo equilátero se ha girado 60” alrededor del centro. 
Demostrar que el hexágono obtenido en la intersección de sus posiciones 
“anterior y posterior es regular. 

Sea ABC el triángulo dado (fig. 1t0). Después del giro a 60” el 

unto A se trasladó al punto A,; el punto B, al B,; el punto C, al C,. 
De acuerdo con los datos, 4. A0A, = 4 B0B,= L COC, = 60”. Pero, 
por. otro lado, £4A0C =408B = 4 BOC =120" y, por lo: tanto, 
LADA, =Z A,0B = L BOB, =L.B,0C = £ COC, = LC,0A = 
== 60, Además, todos los segmentos OA, 0A,, OB, OB,, OC, OC, 
son de igual longitud. De los dos hechos. se deduce que los puntos A, A), 
B, B,, C, C, son los vértices del hexágono regular inscrito en la circun- 
ferencia con el centro en el punto O.Luego, por ser ZAOA ¡+ ZA¡0B+ 
+ 4.BOB,= 180", los radios A0 y OB, constituyen una recta. Esta 
última AB, es secante para el par de rectas A,B, y AC, siendo iguales 
los ángulos alternos 4,8,4 y B,AC (precisamente Z A,B,4 = 30* 
como un ángulo inscrito que se apoya en el arco AA, cuyo ángulo cen- 
tral 4,04 es igual a 60”, de manera análoga, £ B,AC=303. Por con- 
siguiente, A¡B,1| AC. De modo análogo se demuestra que BC] A,C, 
y B,CHIBA. | 

Pero en este caso MN || AC, así que A MBN=% A ABC, de donde 
se desprende que el triángulo MBN es equilátero. De modo análogo 
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puede demostrarse que los triángulos pequeños restantes con los vérti.- 
ces B,, €, C,, A, A, son equiláteros. 

Tracemos el segmento A,B. El ángulo A,BA está inscrito en ta cir- 
cunferencia ye apoya en un arco de 60”. El ángulo B,4,B está también 
inscrito en la circunferencia apoyándose también en un arco de 60”. 
Por consiguiente, Z A¡BM = Z MA,B. Por lo tanto, el triángulo 
A,MB es isósceles: A,¡M = BM. Pero los triángulos A,SM y BMN 
son equiláteros y de esta igualdad se concluye que SM == MN. De 
forma iguál se demuestran las igualdades MN = NP = PQ = QR = 
= RS de todos los demás lados del hexágono MNPQRS. Final mente, 
todos los ángulos de este hexágono son contiguos a los ángulos de 60", 
es decir, todos son iguales a 120”. Esto significa que en el hexágono 
O todos los lados y los ángulos son iguales, es decir, éste es 
regular. 

Se puede ofrecer otra demostración empezando, como se dice, del 
otro lado. 

Dividamos los lados del triángulo ABC en tres partes iguales. 
E/ hexágono obtenido MNPQRS es, por lo visto, regular, ya que es 
fácil deducir de la semejanza de los triángulos que todos sus lados son 
iguales'a 1/3 AB y que todos los ángulos son de 120”. ' 

Nos queda por demostrar que es precisamente este hexágono que 
se obtiene en la intersección del triángulo 4BC y del triángulo “gira- 
do”. Con este fin prolonguemos los lados MN, RS y PQ del hexágono 
hasta que se intersequen mutuamente en pares, y analicemos el trián- 
gulo formado A,B,C,. Es obvio que 4. A¡MS = 60” (siendo contiguo 
al ángulo SMN de 120% y que £ A¡SM = 60”. Por eso L SAM = 
= 60” y, de modo similar, £ NB,P = £ QC,R = 60”. Por lo tan- 
to, el triángulo A4,8,C, es equilátero. 

Analicemos el cuadrilátero 4,MOS. Sus ángulos opuestos son igua- 
les por pares (4 SA¡M = £ MOS = 60%, 2 A/SÓ = £ AMO = 
= 120%. Por consiguiente, A,MOS es un paralelogramo o, lo que 
es más exacto, un rombo, ya que OS = OM. Por esto AO es la bisec- 
triz del ángulo SAM y, de modo análogo, B,0 es la bisectriz del ángulo 
NB,P. De aquí se deduce que O es el centro del triángulo 4,8B,C,. 
Además, A1B, = 41M. + MN + NB, = SM + MN + NP = AB, 
es decir, los triángulos ABC y 4,B,C€, son iguales. E 

Por fin, Z A,0S = 30* (por ser A10 la bisectriz del ángulo MOS) 
y, análogamente, 4 AOS = 30”, de donde Z AOA, = 60”. 

De este modo, los triángulos equiláteros ABC y A,B,C, son iguales, 
tienen un centro común y los vértices del segundo se obtienen a conse- 
cuencia del giro a 60” de Jos vértices del primero. Por lo tanto, el tri- 
ángulo A/B,C; es la segunda posición del triángulo dado de que se trata 
en el problema, mientras que MNPQRS. es el hexágono regular que nos 
interesa. l 

Si en el problema anterior es del todo evidente la afirmación que 
se demuestra, en el problema que sigue nos encontramos, en cambio, 
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con una condición bastante voluminosa, con muchas construcciones 
y con la conclusión que no se deduce del dibujo. No obstante, si se 
analiza con atención el problema, resultará que no hay nada complejo 
en las Econ porque la demostración de la afirmación es muy 
natural. 

3. Los ángulos C, A, B del triángulo ABC forman (en el orden. 
indicado) una progresión geométrica con la razón 2. Supongamos que O 
es el centro de la circunferencia inscrita en el triángulo ABC, K es el 
centro de la circunferencia que es tangente al lado AC y a las prolongacio- 
nes de los lados BC y BA fuera de los puntos C y A; L es el centro de la 
circunferencia que es tangente al lado BC y a las prolongaciones de los lados 
AC y AB del Ciángulo Jero de los puntos C y B. Demostrar que son se- 
mejantes los triángulos ABC y OKL. | 


Fig. 11 Fig. 112 


.. De los datos del problema se deduce que en el triángulo ABC 
(fig. 111) tienen lugar las relaciones: 4 CAB =2 Z_ BCA, L CBA = 
= 2 £ CAB. Es evidente que el punto K equidista de las rectas AC, 
AB y CB y que por eso es el punto de intersección de las bisectrices BXK 
y AK. Análogamente, AL y BL, así como AO y BO son bisectrices de 
los ángulos respectivos. En este caso Jos ángulos LA K y LBK son rectos 
(como ángulos entre las bisectrices de los ángulos contiguos). 

Por eso, si construimos una circunferencia usando K£ como diá- 
metro, los puntos Á y B se hallarán sobre la misma. Pero los ángulos 
KLA y KBA se apoyarán en el arco AK; por lo tanto, éstos són ¡igua- 
les. De manera análoga, 4 LKB=Z LAB. Pero ¿4 KBA = 
= 1/2 2 CBA = LZCAB y £LAB =1/22 CAB =L BCA, de 
modo que £ KLA = Z CAB, £ LKB = Z BCA. 

Por consiguiente, A ABC A OKL (porque tienen dos ángulos 
respectivamente iguales). 
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Sin duda alguna, los problemas estereométricos para la demostra- 
ción son más difíciles que los planimétricos. Esto se exptica, ante todo, 
por la riecesidad de. imaginarse bien las configuraciones espaciales 
que a menudo son difíciles de' representar claramente en el dibujo plano 
(véase $ 6, Parte I1I sobre este asunto). Aún más dificil es “encontrar” 
una construcción adicional que facilitaria la solución de los problemas 
estereométricos. Incluso el nivel lógico de los razonamientos en las 
demostraciones en el espacio es mucho más alto que en la demostración 
de las afirmaciones planimétricas. 

4. En una pirámide de base triangular todos los ángulos planos del 
vértice son rectos. Demostrar que el vértice de lu pirámide, el punto de 
intersección de'las medianas de la base y el centro de la esfera circunscrita 
a ta pirámide se encuentran en una misma recía. 

Designemos por A el vértice de la pirámide en cuestión y por BCD 
la base de ésta (fig. 112). 

Con el fin de resolver ej problema conviene representar la pirámide 
ABCD no del modo ordinario, sino colocada en una de las caras late- 
rales, por ejemplo, en la cara CAB. Según los datos del problema, 
Le BAD = LL. DAG= CAB =90". 

Como se sabe, el centro de la esfera circunscrita a la pirámide es el 
punto de intersección de todos los planos. dee pasan por los puntos me-. 
dios de las aristas de la pirámide perpendicularmente a dichas aristas 
(véase $ 8, Parte 111). De aquí se deduce, en particular, que las rectas 
que unen. el centro O de la esfera circunscrita a lá pirámide ABCD con 
los puntos medios de las aristas AB, AC y AD, son respectivamente per- 
pendiculares a estas arlstas. 

Unimos el centro O con el vértice A. Necesitamos demostrar que el 
punto N de intersección de la recta OA con el plano de la base BCD 
es el punto de intersección de las medianas del triángulo ACD. Con 
este propósito tendremos que efectuar construcciones adicionales en 
el espacio, fuera de la pirámide en cuestión. 

En la recta 40, fuera del punto O, fijamos un punto M tal que 
AM = 240. Trazamos por este punto ún plano xn, perpendicular a la 
arista AB. Sea K el punto de intersección del plano n y de la arista 
AB; en este caso MK 1 AB. Suponga mos que £ es el punto medio del 
segmento AB; como ya hemos mencionado, OE 1. AB. Los triángulos 
rectángulos AEO y AKM que se encuentran en un mismo plano (tra- 
zado por las lineas rectas AB y AM que se intersecan) tienen un ángulo 
común al vértice Á y por eso son semejantes. De su semejanza se deduce 
que AK = 2A£, es decir, AK = AB. Esto quiere decir que los puntos 
K y B coinciden. 

Así, pues, el plano n que pasa por el punto M perpendicularmente 
a la arista AB tinterseca a ésta en el punto B. De modo análogo se de- 
muestra que los planos que pasan por el punto M y son perpendicula- 
res a las aristas 4C y AD, intersecan éstas en los puntos C y D respecti- 
vamente. Pero en este caso, al intersecarse estos tres planos con los 
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planos ABC, ABD y ACD de las caras laterales de la pirámide se forma 
un paralelepipedo rectangular ABA,CDB,MC, con la diagonal AM 
fig. 113). 

Nos queda aclarar, en qué punto la diagonal AM del paratelepipedo 
interseca el punto del triángulo BCD. La diagonal 4M se ubica en el 
plano ADMA,. Este interseca' el segmento BC en su punto medio S 
(ya que al intersecarse las diagonales det paratelogramo ABA,C, se 
dividen en mitades). Por eso, el plano ADMA, interseca el plano BCD 
por la recta que tune el punto D con el punto medio S del segmento BC, 
es decir, por la mediana SD del triángulo BCD. Esto significa que el 
punto de intersección N de la. diagonal AM con el plano de la base 


$ 


Fig. 113 Fig. 114 


BCD de la pirámide se encuentra en la mediana del triángulo BCD 
trazada desde el vértice D hasta el lado BC. E 

De manera análoga se demuestra (examinando el plano BMC,A 
no representado en la fig. 113) que el punto N de intersección: de la 
diagonal AM con el plano del triángulo BCD se halla en la mediana 
de este triángulo trazada desde el vértice B hasta el lado CD. 

Por lo tanto, el punto de intersección de la recta OA con el plano 
de la base BCD de la pirámide ABCD es efectivamente el punto de 
intersección de las medianas del triángulo BCD ". 

Uno de los errores más difundidos entre los estudiantes consiste en 
que las demostraciones son incompletas y las argumentaciones lógicas son 


1) Señalemos que al cumplir las construcciones en las figs. 112 y 113, suponíamos 
que el centro O de la esfera circunscrita se-sitña fuera de la pirámide..cs decir, se halla 
en la recta AM más lejos del punto 4 que el punto A. Se podría demostrar estricta- 
mente cste fenómeno (siendo rectos las ángulos del vértice de una pirámide de buse trian- 
gular, el centro de la esfera circunscrita se encuentra fuera de la pirámide, al otro lado del 
plano de la base); sin embargo, esto no es necesario para resolver nuestro problema 
ya que en ningún lugar de la demostración hemos utilizado el orden de la disposición 
de los puntos A, N, O y M en la diagonal AM. 
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insuficientes. A menudo demuestran menos de lo que se requiere, hacen 
conclusiones sin suficientes argumentos. Precisamente, errores de este 
tipo suelen cometerse en la solución del problema que sigue. 

5. La superficie lateral de una pirámide de base triangular cs igual 
a s y el perimetro de la: base es igual a 34. Una esfera es tangente a los 
tres tados de la base-en sus puntos tnedios e inlerseca las aristas laterales 
en sus puntos medios. Demostrar que ta pirámide es regular. Hallar el 
radio de la. esfera. 

Señalemos, ante todo, due la esfera de referencia es “atravesada” 
por las aristas laterales de la pirámide en los puntos medios de éstas. 
Entre tanto, a pesar de la claridad del enunciado de los datos del pro- 
blema, algunos estudiantes consideran que la esfera es tangente a las 
aristas laterales de la pirámide en los puntos medios de éstas. De este 
modo el problema propuesto se sustituye por otro. Así, la negligencia 
en la lectura de los datos o la incomprensión de éstos sirve de causa para 
los errores. | 

Para algunos resulta difícil dibujar la esfera mencionada en los 
datos y representar la figurá necesaria. De hecho, es suficiente imaginar 
la esfera sin trazarla en el dibujo (véase $ 8, Parte 111). 

Después de hacer estas observaciones preliminares, vamos a demos- 
trar que la pirámide de que se trata en los datos es regular (desigríé- 
mosla por SABC, fig. 114). La esfera es tangente a los lados de la base 
AB, BC y CA, en sus puntos medios F, D y E. De acuerdo con la pto- 
piedad de las tangentes a la esfera, trazadas desde un punto, AfF = 
= AE, BF = BD, CE = CD. Pero según los datos A£ = EC, CD == 
= DB, AF = FB, y por eso está claro que la base de la pirámide es un 
triángulo regular. 

Cortando la esfera, el plano de la base ABC forma una circunferen- 
cia que resulta inscrita en este triángulo regular. Es evidente que el 
centro de esta circunferencia, el punto K, coincide con el centro del 
triángulo regular ABC. 

Supongamos que M, L, Q son los puntos medios de las aristas late- 
rales AS, BS y CS de la pirámide. Algunos estudiantes escriben de 
Inmediato que el plano trazado por estos puntos es paralelo a la base 
ABC, sin juzgar que es recesario argumentar esta confirmación. Pero, 


¿por qué han de ser paralelos estos planos? Puesto que MO es la línea 
media del triángulo ASC, en este caso MQ || AC, por las mismas razo- 
nes QL |¡ CB. Precisamente de aquí, conforme al principio de parale- 
lismo de dos planos, se deduce nuestra afirmación. 

De acuerdo con la propiedad de secciones paralelas en la pirámide, 
el triángulo MLQ es también regular, por ser semejante al triángulo 
regular ABC. Al cortar la esfera, el plano del triángulo MLQ forma 
una circunferencia circunscrita alrededor de este triángulo, y su centro 
coincide con el centro del triángulo regular M£LQ. 

Muchos estudiantes, al designar este centro con la letra P, trazan 
una recta por los puntos S, P y K diciendo que esta recta es la altura 
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de la pirámide. Sin embargo, todavia no tenemos razón para tal con- 
clusión, ya que no hemos demostrado que estos tres puntos se-encuent- 
ran en una misma recta y que esta recta es perpendicular al plano de 
la base. 

A fin de cumplir una demostración rigurosa actuemos del modo 
siguiente. Tracemos la recta SK por el vértice de la pirámide y el centro 
de la base; suponga mos que esta recta interseca el plano ML? en cierto 
punto P. Unamos este punto con los vértices del triángulo. MLQ, y el 
punto K, con los vértices del triángulo ABC. Las rectas PL y KB 
son paralelas (como líneas de intersección de dos planos A 
MLQ y A£C con el plano KSB) y por eso A KSB “> A PSL, por 


consiguiente, PL = 7 KB. De manera análoga se demuestra que PQ = 
=>3 KC, PM => KA. Siendo KB = KC = KA, el P es el punto 


de intersección de la recta KS con el plano MLQ, que equidista de los 
tres vértices del triángulo MLQ y por esta razón es el centro de la cir- 
cunferencia circunscrita. Así queda probado que el vértice S y los 
Era P y K de los triángúlos MLQ y ABC se hallan en una misma 
recta. 

Esta recta une los centros de las dos circunferencias formadas medi- 
ante la sección de la esfera por dos planos paralelos. Como se sabe, tal 
recta es perpendicular a estos planos y pasa por el centro de la esfera. 
Por lo tanto, la recta SK es perpendicular al plano ABC, es decir, 
es la altura de la pirámide. Simultáneamente hemos demostrado que 
el centro de la esfera a la que se hace referencia en los datos del pro- 
blema, se encuentra en la altura de la pirámide. 

Así, la base de la pirámide SABC es un triángulo regular y la altura 
de la pirámide SK pasa por el centro K de la base. De acuerdo con la 
definición esto significa que la pirámide SABC es regular. 

Para calcular el radio buscado de la esfera conviene trazar por sepa- 
rado un dibujo en el plano del triángulo ASD (fig. 115). Sea el punto O, 
que se halla en la altura SK, el centro de la esfera. Claro está que los 
segmentos OM y OD son iguales al radio r de la esfera. 

Muchos estudiantes suponen que MOD es el diámetro de la esfera; 
en esta afirmación se basa la solución ulterior. Pero dicha afirmación 
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todavía no está funda mentada, ya que no se deduce de los razonamien- 
tos anteriores y necesita una demostración especial. 

* Designemos por N el punto de intersección de la circunferencia cor- 
tada de la esféra por el plano ASD, con la recta AD. Puesto que KD = 


= > AD (el punto K es el centro del triángulo regular ABC) y NK = 


= KD (ya que el punto K es la base de la perpendicular bajada desde 
el centro O a.la cuerda ND), entonces AN = NK = KD. Pero en tal 
caso MN es la línea media del triángulo ASK, Por consiguiente, 
MN 11 SK, es decir, £ MND = 90”. De aqui se deduce que MD, 
por ser la cuerda en la cual se apoya el ángulo recto inscrito, es el diá- 
metro de la circunferencia. 

Ahora no es difícil realizar los cálculos ulteriores. Después de obte- 
ner mediante la fórmula para la superficie lateral de la pirámide la 
longitud de su apotema SD, hay que hallar la altura de la pirámide 
con la ayuda del triángulo rectangular SKD y, luego, aplicar el teore- 
ma de Pitágoras al triángulo rectángulo MND. Con elto se obtiene de- 


finitivamente que | 
y — VI6T-E Aut 
e 254 ” 


Valiéndonos del ejemplo del problema examinado se puede con- 
cluir que es necesario demostrar minuciosamente cada uno de los con- 
ceptos geo métricos que nos interesa, al practicar construcciones comple- 
mentarias necesarias y aplicar los teoremas del curso de Geometría. 
Por lo general, todos estos conceptos no son tan evidentes como para 
dejarlos sin la argumentación debida. Ninguno de estos conceptos puede 
considerarse determinado del modo lógica mente estricto si no se tienen 
tales argumentaciónes, tampoco puede tomarse por exhaustiva la solu- 
ción de problemas que no contiené estas argumentaciones. 

Muchos estudiantes preguntan, ¿si es necesario expresar por com- 
pleto las enunciaciones de los teoremas y axiomas utilizados para la 
demostración? El estudiante puede elegir lo que prefiera: escribir toda 
la enunciación del teorema necesario para la argumentación o hacer 
una breve referencia sobre el mismo. Lo que importa es que los concep- 
tos geométricos de las afirmaciones y construcciones estén descritos 
claramente y argumentados de una forma convincente y correcta. 

Al hablar de la necesidad de dar demostraciones lógicamente 
estrictas de las afirmaciones geométricas, hay que señalar que en mu- 
chos casos Jos estudiantes en vez de argumentar estrictamente uno u 
otro coricepto, recurren a las expresiones, por ejemplo, “es absoluta men- 
te evidente del dibujo”, “del dibujo se deduce de forma clara que...”, 
etc. Se debe recordar que la demostración geométrica ha de deducir el 
concepto requerido no de la “evidencia” que con frecuencia suele ser ilu- 
soria, sino «de los axiomas de Geometrfa, de las definiciones y teoremas 
conocidos en el programa de la secundaria. 
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He aqui un ejemplo en que casi todos los estudiantes obtuvieron 
respuestas correctas, pero que muchos de ellos cometieron errores de 
carácter lógico. 

6. Se da un cubo ABCDA,B,C.D, en que AA,, BB,, CC, y DD, 
son aristas laterales. Hallar el área del hexágono obtenido por la. sección 
del cubo por un plano que pasa por el centro del cubo y los puntos inedios 
de las aristas AB y BC. La arista del cubo es igual a 1. 


Puesto que en los datos del problema está indicada la forma de la 
sección, no es dificil imaginarse el hexágono. Por lo visto, esta es la 
razón por la cual muchos estudiantes comprendieron que el hexágono 
es regular y propusieron, por ejemplo, la solución siguiente: 

"Sean K y L los puntos medios de las aristas AB y BC. Debido a la 
simetría, la sección pasa por los puntos P y N que son los puntos me- 
dios de las aristas A,D, y D,C,. Es evidente que la sección atraviesa 
también los puntos M y d que son Jos puntos medios de las aristas CC, 
y AA,. Valiéndonos de los triángulos KBL, LCM, etc., según el teore- 
ma de Pitágoras se determinan fácilmente los lados del hexágono: 


KL =LM= MN = NP =PQ =QK =V TR. Como todos los 
lados del hexágono son iguales, el hexágono es regular y, según la 


conocida longitud del lado se detérmina su área. Esta es igual a 31 3/4”. 

La respuesta obtenida es correcta, pero esta argumentación no 
puede considerarse como la solución completa ya que contiene muchas 
afirmaciones geométricas no funda mentadas e incluso hay una errónea: 
no es obligatoriamente regular el hexágono cuyos lados son iguales. 
Se sabe que en la definición del hexágono regular, además de la condi- 
ción. de la igualdad de los lados, hay otra condición, la igualdad de los 
ángulos, que no se deduce de la igualdad de los lados. Sin embargo, en 
la “solución” mencionada no está argumentada la igualdad de los.ángu- 
los del hexágono que es una sección, por lo tanto la conclusión acerca 
de que el hexágono es regular resulta lógicamente falsa. 

llustremos una de las soluciones completas posibles (utilizando el 
método genera! desarrollado en $7, Parte 111). 

Supongamos que el punto O es el centro del cubo en cuestión 
(fig. 116). Este punto se encuentra en la intersección de las diagonales 
BD, y AC del cubo (éstas no están trazadas en el dibujo): el plano que 
pasa por las dos diagonales corta el cubo formando el rectángulo 
BA.D,C. Este plano, junto con el plano de la sección que nos interesa, 
tiene dos puntos comunes: O y el punto medio L de la arista BC; por 
esto su linea de intersección es la recta OL. Pero en el rectángulo 
BAD|C el punto O es el centro de simetría, por eso LO'interseca el 
lado AD, en su punto medio. Por consiguiente, queda demostrado que 
P es el punto medio de la arista A¡D, y pertenece a la sección que 
se considera. 

Razona mientos del mismo tipo demuestran que el punto medio 
N dela arista D,C, tawbién pertenece a la sección que se considera. 
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La recta KL situada en el plano de la cara ABCD (perteneciente 
también ala sección) interseca las prolongaciones de las aristas AD 
y-CD en los puntos R y F respectivamente. Unimos con recta los pun- 
tos N y F que se encuentran en el plano de la cara CC¡D|D a diferentes 
lados respecto del segmento CC,; esta recta cruzará el segmento ¡A 
en cierto punto M que también perte- 
nece a la sección. De modo análogo 
nos convencemos de que la sección 
pasa por cierto punto Q en la arista 
AA. Por fin, está claro, que las 
rectas NF y RP que pertenecen 
al plano de la sección y son tineas 
de intersección de este plano con 
los planos de las caras CC¡D|D y 
AA,¡D,D respectivaniente, se inter- 
secan en cierto punto E situado en 
la línea de intersección de los planos 
de las cáras mencionádas, es decir, 
en la recta DD,. 

Se han establecido los puntos de Fig. 116 
intersección del corte buscado con 
todas lás aristas del cubo. Demostremos también que Q y M son los 
puntos: medios de las aristas correspondientes. Comparando los trián- 
gulos rectángulos RAK, KBL y LCF nosconvencemos de que son:igua- 


les or eso RA=FC= 2 AB. Comparando los triángulos rectángu- 
y P 5) Pp 


Jos RAQ, QA,P y PD,E podemos ver que son iguales (por ejemplo, 
A RAQ = AQÁ)P, ya que Z RQA = Z A¡QP por ser verticales, 


mientras que RA = > AB = > A,D,= A,P, puesto que P es el 
punto medio de la arista); pero en este caso, Q es el punto medio de la 
arista AA, y D,E = > AA,. Del mismo modo se demuestra también 


que M es el punto medio de la arista CC.. 

Ast, queda demostrado que la sección KLMNPQ pasa por los 
puntos medios de las aristas AB, BC, CC, C1D, DIA, y AJA del cubo. 
Es evidente que cada uno de los lados del hexágono es igual a la mitad 
de la diagonal de la cara del cubo, es decir, todos los lados del hexágono 
son iguales. 

Nos queda por demostrar, si todos los angulos del hexágono son 
iguales; en caso positivo será demostrado que el hexágono obtenido. en 
la sección es regular. De la igualdad de los triángulos rectángulos 
RAK, RAQ y QAK se deduce que el triángulo RKQ es equilátero; por 
consiguiente, 4 RKQ == 60” y por eso 4 QKL = 120”. Del modo 
análogo nos convencemos de que los demás ángulos del hexágono son 
iguales a 120”, 
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Ahora, para terminar la resolución, con plena razón puede recurrirse 
al enunciado del área del hexágóno regular, valiéndonos de la longitud 
de su lado. 

En algunos casos los estudiantes tratan de argumentar los corcep- 
tos estereométricos refiriéndose a afirmaciones análogas que son váli- 
das para la planimetría. Por ejemplo, al resolver el problema 5 hemos 
aprovechado el teorema: sí desde un punto cualquiera tomado fuera de 
una esfera sólida se trazan tangentes a ésta, en este caso los segmentos de 


Fig. 118 


cada tangente comprendidos entre este punto y el punto de tangencia 
sor iguales entre sí. Algunos estudiantes consideran el teorema como 
válido-para la estereometría por la simple razón de que “ta propiedad 
análoga de las tangentes tiene lugar en el plano”. 

Sin embargo, la analogía entre las afirmaciones referentes al plano 
y al espacio no puede considerarse como una demostración; cada 
afirmación “espacial” debe argumentarse estrictamente. En particu- 
lar, la propiedad recién enunciada de las tangentes a la esfera requiere 
una demostración especial (el propio lector puede realizarla). 

Conviene tener en cuenta, que la analogía entre las afirmaciones 
planimétricas y las estereométricas puede incluso llevar a conclusiones 
erróneas. Como se sabe, en el plano dos ángulos agudos cuyos lados son 
respectivamente perpendiculares son iguales entre sí. Pero ¿serán igua- 
les dos ángulos agudos planos, dispuestos en el espacio, cuyos lados son 
respectivamente perpendiculares? Es fácil trazar un dibujo que ilustre 
que tales ángulos no son obligatoriamente iguales (en la fig. 117 se 
muestra un cubo; aunque B,C, 1. C,E y A,C, 1 C,C, pero los ángulos 
B,C¡A, y CC,E£ no son iguales entre sí). 

Los estudiantes, al cumplir las demostraciones geométricas, 
sustituyen a veces las afirmaciones directas por las inversas. Por ejemp- 
lo, vamos a suponer, que en el proceso de razona mientos es preciso argu- 
mentar cierto concepto, es decir, demostrar un teorema (o hacer referencia 
a un teorema correspondiente del programa de la secundaria) que afirma 
ta validez del concepto que nos interesa, partiendo de lo que está dado o 
ya se conoce. No obstante, con frecuencia, en vez de este teorema directo 
se hace referencia a la afirmación inversa, es decir, a la que es válida 
en el supuesto de que tenga lugar el concepto que nos interesa. 
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Claro está que esto es un grave error lógico; con este método de 
razona miento el concepto que nos interesa no puede considerarse como 
demostrado. Las raíces de este error radican, por lo visto, en que no se 
comprende clara mente qué está dado en cada etapa de la demostración 
que se considera y qué se necesita. argumentar. Por lo tanto, si en el 
proceso de la demostración surge Ja necesidad de referirse a una u otra 
afirmación, se recomienda recordar su enunciación exacta y luego hay 
que convencerse de que están satisfechas Jas suposiciones con las cuales 
dicha afirmación queda demostrada. 

Precisamente, el error lógico mencionado no permitió a muchos 
estudiantes resolver el problema que sigue. 

7. En el trapecio ABCD, E es el punto medio de la base BC, y F, 
el punto medio de la base AD. Desigriemos por P el punto de intersección 
de los segmentos BF y AE y por Q, el punto de intersección de los segmen- 
tos ED y CF. Demostrar que el segmento PQ es paralelo a las bases del 
trapecio. | 

Como 4. BEP = £ PAF y Z PBE = Z PEA (fig. 118), enton- 
ces ABPE =X A APF y por eso 


paa 
AP AF* 


Se puede demostrar de modo análogo que A EQC «Y A FQD, de donde 
se deduce la igualdad E 


De acuerdo con los datos, BE = EC y AF =FD. Por eso los miem- 
bros de la derecha de las dos proporciones escritas son iguales; pero en 
tal caso son iguales también los miembros de la izquierda: 

AP _ DQ 
EP” EQ' 
Componiendo la proporción derivada 
AP+EP_ DQ+EQ 


EP EQ ? 
llegamos a la igualdad 
AE __ DE 
EP TEO: (1) 


Por consiguiente, los triángulos AED y PEQ son semejantes, ya 
que tienen un ángulo común, £, y los lados son proporcionales respecti- 
va mente. | ] 

Aquí es donde muchos estudiantes suelen hacer la conclusión :si- 
guiente: “Puesto que A AED Y A PEQ, por lo tanto PQ || 4D ya 
que la recta que es paralela a la base del triángulo separa de éste un 
triángulo semejante al de origen”. Entre tanto, la aplicación de este 
teorema es aquí inadmisible: en éste se supone que la recta es paralela 
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a la base del triángulo y se demuestra que en este caso. el triángulo 
separado es semejante al dado. Pero en nuestro caso ha. situación es 
precisamente inversa: sabemos que A AED «Y A PEQ y tenemos que 
demostrar que PQ || AD. El carácter erróneo, desde el punto de vista 
lógico, de la conclusión que acabamos de hacer es evidente. 

Para que esta conctusión sea argumentada lógicamente, tendríamos 
que referirnos a la afirmación inversa del teorema mencionado: “Si 
una recta interseca los lados laterales de un triángulo, separando un 
triángulo semejante al dado, esta recta es paralela a la base”. Sin em- 


Fig. 119 Fig. 120 


bargo, esta afirmación es errónea (véase, por ejemplo, la fig. 119: en 
ésta A ABC A DBE puesto que Z BED = £ BAC, L.BDE = 
= £ BCA, pero DE no es paralela a AC). Se ve que el coricepto de pa- 
ralelismo de las rectas PQ y AD necesita una argumentación estricta. 

Esta argumentación puede cumplirse del modo siguiente. En los 
triángulos semejantes los ángulos correspondientes son iguales; por eso, 
valiéndonos de la proporción (1) puede deducirse que 4 EPQ = 
= Z. EAD. Pero estos ángulos se corresponden si la secante EA corta 
a las rectas PQ y AD; de aquí se deduce, según el criterio de paralelis- 
“mo, que PQ! AD. 

Aquí hay otro problema en cuya resolución muchos estudiantes 
no realizan las demostraciones necesarias o las realizan con graves 
errores lógicos. 

8. Una esfera de radio r es tangente a tas caras laterales de una pirá- 
mide de base triangular en los puntos de intersección de las alturas de és- 
tas. La suma de los tres ángulos planos al vértice de la pirámide es igual 
a 3a. Demostrar que la pirámide es regular. Hallar la longitud de la 
arista lateral de la pirámide. 

Primero nos detendremos en demostrar la suposición de que la 
pirámide SABC es regular (fig. 120). Sean O, el punto de intersección 
de las alturas SK y BD de la cara lateral BSA y O,, de las alturas 
SM y BE de la cara lateral BSC. | 

De acuerdo con los datos del problema, la esfera es tangente a los 


planos BSA y BSC en los puntos O, y O, respectivamente. Esto signi- 
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fica que cualquier recta que pase por el punto O, (u 0) y que se sitúe 
en el plano BSA (respectivamente, en el plano BSC) es tangente a la 
esfera. En-particular, las rectas SK, BD, SM, BE son tangentes a la 
esfera. Peto, eri este caso, SO, =.SO, y BO, = BO, de acuerdo con la 
propiedad de las tangentes a la esfera, trazadas de un mismo punto. 

Al examinar los triángulos SBO, y SBO, nos convencemos de que 
tienen tres lados iguales en pares. De la igualdad de los triángulos se 
deduce que £ BS0, = Z BSO,; £ SB0, = £ 5B0.. 

Ahora es evidente que A BSE = A BSD (son rectángulos, tienen 
una hipotenusa común BS y ángulos agudos iguales); A SBM = 
= A SBK (por las mismas razones). De la igualdad de estos triángulos 
deducimos que 4. BSD = Z BSE; A. 5SBM = L£ SBK. 

Finalmente, examinaremos los triángulos ASB y BSC. Estos son 
iguales ya que tienen el lado común BS y dos ángulos, contiguos a éste, 
de dos en dos iguales. De aquí se deduce que AB = BC y AS = CS. 

Aplicando argumentaciones análogas para las caras laterales 
ASB y ASC, obtendremos las iguáldades AB = AC y BS =CS. 
De este modo demostra mos que en la pirámide dada las aristas laterales 
son iguales entre sí, al igual que los lados de la base. 

Al cumplir estos razonamientos, muchos estudiantes llegan a 
la conclusión siguiente: “Por lo tanta, la pirámide es regular, puesto 
que en la pirámide de base triangular, regular, las aristas laterales. 
son iguales y la base es un triángulo regular”. La afirmación de que en 
la pirámide de base triangular regular las aristas laterales son iguales 
y que su base es un triángulo regular, es absolutamente válida, pero no 
para este caso. Precisamente, la afirmación inversa es la que nos inte- 
resa: si en una pirámide las aristas laterales son iguales y la base es 
un triángulo regular, la pirámide es regular. Esta afirmación, distinta 
de la recién enunciada por algunos estudiantes es la que hay que 
demostrar », es decir, es necésario probar que con todas estas suposicio- 
nes/se cumplen todas las condiciones de /a definición de la pirámide 
regular de base triangular. 

La demostración de esta afirmación no. és compleja: de la igualdad 
de las aristas laterales se deduce que la altura SO de la pirámide pasa 
por el centro del triángulo regular ABC. Por eso, de acuerdo con la 
definición, la pirámide SABC es regular. 


1) A veces esta objeción provoca la réplica siguiente: podemos definir la pirámide 
regular de base triangular como una pirámide cuya base es un triángulo regular y todas 
fas aristas laterales son iguales entre sí. Natúuralmenile, tul definición puede darse; 
de acuerdo con esta definición la pirámide en cuestión, al instante, puede considerarse 
como regular. Pero en este caso hay que efectuar todos jos razonamientos partiendo de 
esta definición (véase $ 4, Parte III); en particular, hay que demostrar cdo será 
necesario en el proceso de la resolución ulterior del problema) que, en la pirámide de- 
finida de esta manera, la altura pasa por el centro de la base. Con el fin de evitar 
errores lógicos siempre sería mejor partir de Jas definiciones de uso general que se 
dan en los libros de texto. 
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Ahora es preciso efectuar otra etapa de la resolución, la del cálculo. 
Con este fin, necesitaremos el concepto de que el centro de la esfera tan- 
gente a las caras laterales de la pirámide regular de base triangular, 
se sitúa en la altura de la pirámide. A pesar de que aquí se trata de una 
esfera que es tangente solamente a las caras laterales de una pirámide 
regular (y no de una esfera inscrita en ésta), la demostración de esta 
afirmación coincide textualmente con los razonamientos que deter mi: 
nan la posición del centro de la esfera inscrita en la pirámide regular 
de base triangular (véase $ 8, Parte 111). Pór eso no vamos a cumplir 
esta demostración, se la ofrecemos al lector. 

Sin embargo, cabe señalar que esta demostración es un elemento 
obligatorio en la solución del problema. Por desgracia, muchos estu- 
piantes no recurren a tal demostración, súustituyéndola por la frase: 
“Este concepto es evidente en el dibujo, gracias a la simetría”. Claro 
está, la afirmación es obvia, pero no puede considerarse como una de- 
mostración exhaustiva. Pero si se pide realizar una argumentación 
más profunda, en casos raros se presenta una demostración lógica 
y correcta. 

Asi, pues, supongamos que el punto N situado en la: altura SO de la 
pirámide SABC es el centro de la esfera tangente a las caras laterales. 
Tracemos el plano SOM y unamos los puntos N y 0. Como O, es el 
piinto de tangencia, entonces el radio de la esfera NO, = r es perpendi- 
cular al plano BSC y, por consiguiente, £ NO¿S = 90”. Los triángu- 
los rectángulos NO,S y MOS son, evidentemente, semejantes y por 


to tanto 
NO, : OM = SO, : SO. (2) 


Designemos por x la longitud buscada de la arista lateral de la pi- 
rámide. Por ser Z BSM = au/2, es fácil determinar el lado de la base 
de la: pirámide y, por consiguiente, también el segmento OM. En 
este caso, según el teorema de Pitágoras, mediante el triángulo SOM 
se determina la altura SO de la pirámide. Finalmente, valiéndonos del 
triángulo SEB hallamos que 4 SBE = 90? — a y pot esó el teorema 
de los senos aplicado al triángulo SBO, permite determinar a SO,. 

Al sustituir las expresiones obtenidas para NO,, OM, SO, y SO 
en la igualdad (2) hallamos - 

ASI ACILIA VA ER YY 
o Tr V 1+2cos«. 

Por lo común, los estudiantes creen que en lo referente a los proble- 
mas de Geometría para cálculos, “la respuesta correcta es lo fundamen- 
tal”. Y, como regla, resuelven con éxito la parte del cálculo (incluso 
el que requiere cierta minuciosidad) de la magnitud buscada. Pero 
muchos no prestan atención a otra parte, por supuesto la más importan- 
te, de la solución: no consideran necesario (o simplemente no entienden 
que esto es necesario) argumentar “la legitimidad” de las afirmaciones, 
es decir, demostrar los conceptos geométricos en los que se basan los 
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cálculos. Aún más, no son raros los casos en que un estudiante que opera 
libremente con una variedad de fórmulas resulta ser completamente 
incapaz cuando se trata de la argumentación estricta de una afirmación 
de carácter geométrico, utilizada en los cálculos. 

Mientras tanto, la demostración de los conceptos geométricos que se 
aplican a los cálculos, es parte integrante e importante en principio de la 
solución del problema de cálculo. ¿Por qué en la pirámide concreta dada, 
de que se trata en el problema, el centro de la esfera inscrita se halta 
en la altura? ¿Por qué la recta en cuestión es perpendicular al plano 
construido? ¿Por qué la esfera que se examina es tangente al plano dado 
en el punto indicado? Todas estas afirmaciones que se utilizan funda- 
- mentalmente en la resolución de un problema de cálculo, deben ser 
no sólo enunciadas sino demostradas. En el examen se-requiere, ante 
todo, argumentar correcta y completa mente la resolución del problema 
y no mencionar simplemente las afirmaciones, ya que sin demostracio- 
nes imprescindibles los cálculos resultan “suspendidos en el aire” y, 
por lo tanto, el problema no puede considerarse como resuelto de modo 
impecable. , o 

En términos generales, la división de los problemas «dde Geometría 
en los “de cálculo” y los de “demostración” es puramente convencio- 
nal. De los ejemplos ilustrados arriba (véanse los. problemas 1, 2) se 
ve que a veces lo necesario puede demostrarse sólo después de cumplir 
ciertos cálculos. Por otra parte, hay muchos problemas para cálculo, 
en cuya solución las afirmaciones no son Jas que ocupan el lugar más 
importante, sino la demostración de cierto concepto. Con esta situación 
nos tropezamos en la solución del problema 6. En el problema que sigue 
tampoco podríamos realizar los cálculos sin argumentación completa 
de la afirmación necesaria, ya que sólo en el proceso de la demostración 
se consigue encontrar el método que permite calcular la respuesta. 

9. Seda un triángulo de área s. Las medianas del triángulo componen 
otro triángulo, tuego las medianas del otro, un tercero, elec. En términos 
generales, el (n + 1) — ésimo triángulo se compone de las medianas del 
n.sésimo triángulo. Hallar la suma de las áreas de todos los triangulos 
en esta sucesión. 

Ante todo, demostraremos que es posible componer un triángulo 
por medio de medianas de un triángulo cualquiera. 

Sean AK, BM y CN las medianas del triángulo ABC (fig. 121). 
Por el punto A trazaremos una recta que es paralela a CN y fijaremos 
el segmento AP = CN. Todo quedará demostrado si probamos que 
KP=BM. 

. Como ANCP es un paralelogramo (de acuerdo con la construc- 
ción) y AM = MC, los puntos N, M y P se hallan en una misma recta, 
en la diagonal de este: paralelogramo, en este caso NM = MP. Pero 
NM es la linea media: del triángulo ABC y por lo tanto, NP || BC 


y NM = 3 BC = BK. Por esto en el cuadrilátero BMPK los 
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lados MP y BK son iguales y paralelos, es decir, el cuadrilátero es 
un paralelogramo y, 'por consiguiente, KP = BM. 

Asi, pues, se puede componer un triángulo por medio de medianas 
de cualquier triángulo. Supongamos ahora que ABC es el: triángulo 
dado de área s; después que el triángulo AKP esté compuesto de sus 
medianas. Hallaremos Sixp=S, Si Sano =S. Señalaremos con este 
fin que AR es la mediana del triángulo AKP (la igualdad PR = RK 
procede de la igualdad A PMR = A RKC) y recordemos que ta me- 
diana divide el área del triángulo en dos partes iguales. Por esta razón 
Saxr = sil2. Por otra parte, Saxp = 35/8, ya que AR es la base del 
triángulo AKR y es igual a 3/4 AC y la altura de este iriángulo es 
dos veces más corta que la del triángulo ABC. De aquí obtenemos 
que s, = 3/4 s. 

Si por medio de las medianas del triángulo AKP se construye 
de nuevo un triángulo, el área de éste será sa = 3/4 s,, etc. El problema 


Fig. 121 


se reduce a la búsqueda de la suma S = s + $1 + Ss +. Psp... 
No es dificil imaginar que ésta es la suma de una progresión geométrica 
gue desciende infinitamente. 


S=s+3s+ (7) s+-..=4s 


La argumentación de los conceptos geométricos, sobre los cuales se 
basan los cálculos, es particularmente importante para los problemas 
estereométricos. Muy a menudo el centro de gravedad de la solución 
de tales problemas está en la demostración y no en los cálculos que se 
reducen a la aplicación no compleja de las fórmulas ya conotidas. 

10. La altura de una pirámide regular de base triangular es igual 
a h. Los puntos de intersección de las alturas de cada una de las curas 
laterales y el vértice de la pirámide se encuentran en la superficie de una 
esfera de radio r. Hallar el volúmen de la pirámide. 

Muchos estudiantes piensan que el centro de la esfera está situado 
en la altura de la pirámide (esto se utiliza en los cálculos), y ellos, 
sin argumentar este concepto como es debido, pasan directamente a los 
cálculos. Algunos, incluso, replican contra el error admitido en la 
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resolución,-es decir, la falta de demostración, refiriéndose a que “nunca 
se les ha pedido exponer una descripción detallada y explicar el dibu- 
jo”. Pero.no se trata de la explicación del dibujo sino de la falta de una 
parte esencial de la solución. Ñ 

El plano x trazado por los puntos 0,, O, y O, (que son los puntos 
de intersección de las alturas de las caras laterales de la pirámide SABC 
(fig. 122) corta en la superficie de la esfera a una circunferencia que 
pasa por los tres puntos mencionados. El centro de la esfera se encuentra 
en la perpendicular al plano rx trazada desde el centro de la circunfe- 
rencia circunscrita al triángulo .0,0,0,. Demostraremos que dicha per- 
pendicular coincide con la altura de la pirámide. 

Por ser la pirámide regular, todas sus caras laterales son triángulos 
iguales y por eso los puntos de intersección de sus alturas (los puntos 
O,, Os y 03) equidistan del vértice S. De este modo, SO, = SO, = SOy”. 

Tracemos la altura SK de la pirámide y designemos por N el 
punto de intersección de SK' con el plano a. De la igualdad de los tri- 
angulos SKD, SKF'y SKE se deduce que Z DSK = Z FSK'= 


Fig. 122 Fig. 123 


= Z ESK, y de la igualdad de estos ángulos y de la de los segmentos 
SO,, SO. y SO, se deduce que A SNÑO, = A SNÑO, = A SNO.. 
Por eso NO, = NO, = NO,, es decir, el punto N es el centro de la 
circunferencia circunscrita al triángulo 0,0,0.,. 

Asi, pues, la altura de la pirámide pasa rea] mente por el centro de 
la circunferencia circunscrita al triángulo 0,0,0,. No obstante, todavía 
no está demostrado que dicha altura es perpendicular al plano x. 


1) Subrayemos que este coneepto es la propiedad de triángulos iguales; tiene lugar 
indcpendientemente de la esfera de que se trata cn. el problema. Algunos estudiantes - 
tratan de obtener estas igualdades utilizando la propiedad de las tangentes a la es- 
fera; sin embargo, las rectas SE, SD y SF “atraviesan” la esfera y por cso to sirven de 
tangentes para la esfera en cuestión. - 
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De la semejanza de los triángulos isósceles ESD y 0,S0O, (en éstos 
los lados que componen el ángulo común del vértice son proporcionales) 
se deduce que 0,0,|| ED (véase el problema 7). De modo análogo se 
prueba que 0,0, 1]DF. Por lo tanto, el plano x es paralelo al plano de la 
base de la pirámide y por eso la altura SK es perpendicular al plano x. 
Con esto se cumple la demostración de que el centro de la esfera se 
encuentra en la altura de la pirámide. 

Pasemos a los cálculos. Con el fin de determinar el volumen de la 
pirámide hallaremos el lado de su base. Analicemos la cara BSC. Como 
los triángulos rectángulos SDB y BMC tienen el ángulo agudo B co- 
mún, en estecaso 4 DSB = Z_ MCB y por eso los triángulos rectángu- 
los SDB y 0O,DC son semejantes. De su semejanza concluimos que 

e 
0D=-==35 , (3) 
donde x es la longitud de la arista de la base de la pirámide. 

Estudiemos áhora el plano ADS trazando un dibujo aparte 
(fig. 123). Supongamos que el punto O situado en la altura SK del 
triángulo ADS es el centro de la esfera, o sea, el centro de la circunfe- 
rencia que pasa por los puntos S y O,; entonces OS = 00, = r. Al 
trazar la altura O£ del triángulo isósceles SOO, y señalar que A SLO-= 
= A SKD, hallamos 


rh 


a SD = 28SL + 0,D, es decir, tomando en consideración (4) 
y , 
SD* = 2rh +. 


Por otra parte, del triángulo rectangular SKD tenemos, que 
SD? = h* + KD*, donde KD = 1/3AD (ya que K es el centro del trián- 
gulo regular ABC, véase fig. 122). Las dos igualdades obtenidas para 
SD* nos dan la ecuación para determinar x, después de lo cual halla mos 
el volumen Y = 1/2 Y 3h (h4—2r). 

En conclusión vale señalar que en el proceso de la resolución hemos 
demostrado no todos los conceptos geométricos que se utilizaban. Con- 
sideramos algunos de ellos tan evidentes que ni los enunciába mos con 
claridad. Por ejemplo, afirmábamos sin comentar que la altura SK 
(fig. 122) ¿nterseca el plano x del triángulo 0,040, y no es paralela a 
éste. Efectuando los cálculos en el mismo problema nos referíamos a la 
fig. 123 en la cual el punto O se encuentra en la altura SK por encima 
del punto K, etc. 

Sin lugar a dudas, es lógicamente necesario demostrar tales afirma- 
ciones. Pero en realidad no hay ninguna posibilidad, pura mente fisica, 
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de argumentar absolutamente todas las afirmaciones. Además, muchas 
afirmaciones geométricas no pueden ser demostradas estrictamente sin 
construir con anterioridad un sistema completo de axiomas de Geo- 
metría (esto no se practica en la secundaria). 

Por esta causa el estudiante tiene que destacar en cada problema 
las afirmaciones fundamentales, más importantes, y demostrarlas 
correctamente. 


S 


EJERCICIOS: 


1. Demostrar que las rectas que unen sucesivamente los centros de los cuadrados 
construidos en los lados del paralelogramo y aplicados a éste por el exterior, forman 
un cuadrado. | 

2. Demostrar que cuando son iguales entre sí todos los ángulos diedros de una 
pirámide de base triangular, todas las aristas són también iguales entre sí. 

3. Demostrar que sí son perpendiculares en pares las aristas opuestas de una pí- 
rámide de base triangular, todas sus alturas se intersecar en un mismo punto. 

4. Dentro del triángulo ABC se toma un punto arbitrario O. Por éste punto se 
han trazado rectas paralelas. a los lados del triángulo: EK |] BC, PMI|[AC y 
TX || AB. Los puntós £ y P se sitúan en el lado AB, los puntos K y T en el lado 
AC y los puntos M y X, en el lado BC. Demostrar que 


AP, BX ,CK 
ABETO 


5B. Los lados a, 6 y e del triángulo ABC se encuentran, respectivamente, frente a 
20c cos (A/2) 

+e. ” 
Demostrar con lá ayuda de esta fórmula que el triángulo con dos bisectrices iguales es 
isósceles, 

6. En los lados de un triángulo Isósceles, en su parte exterior, se han construido 
cuadrados. Demostrar que la distancia entre los centros de estos cuadrados, construi- 
dos en los lados laterales, cs igual a la distancia entre el centro del cuadrado, consttul- 
do en la base, y el vértice opuesto del triángulo. z 

7. Demostrar que el triángulo ABC es rectángulo si la mediana y la altura traza- 
das desde el vértice B dividen el ángulo B en tres partes iguales. 

8. Se sabe que los vértices de la base inferior de un prisma triangular recto se 
encuentran en la superficie de una esfera y que los lados de la base superior son tan- 
gentes a.ésta, Demostrar que el prisma es regular. 

9, En el triángulo ABC se han trazado las medianas 8D y CE: que se intersecan 
en el punto G. Demostrar que el triángulo BCG y el cuadrilátero ADGF son equidimen- 
sionales. 

10. Dos círculos són concéntricos y la circunferencia del menor divide el mayor 
en dos partes equidimenslonates. Demostrar que la parte del anillo, comprendida entre 
las tangentes (que son paralelas) a la circunferencia de radio menor, es equidimensio- 
nal al cuadrado inscrito en el círculo menor. ; 

11. En un trapecio isésceles se ha inscrito un círculo. Demostrar que la relación 
entre el área dei circulo y el área del trapecio es qUe a la relación entre la longitud 
de la circunferencia del círculo y el perimetro del trapecio. 

12. Una esfera está inscrita en un cono truncado. Demastrar que el área de la su- 
perficie de la esfera es menor que el área de ta superficie lateral del cono. 

13. En un triángulo isósceles el ángulo-de vértice es igual a 10. Demostrar que el 


lado lateral a y la base b de este triángulo se relacionan comol/2(Y 6—Y Ya += 


los ángulos A, B y C. Demostrar que la bisectriz del ángulo A B, = 
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14. Demostrar que el radio de la circunferencia trazada por los puntos medios 
de los lados del triángulo ABC es dos veces menor que el radio. de la circunferencia 
tircunscrita a este triángulo. 

15. Una pirámide truncada de base cuadrangular está circunscrita a una esfera. 
Demostrar que los volúmenes de la esfera y de la pirámide están en la misma relación 
que sus superficies totales. 

16. En el paralelogramo ÁBCD, en los lados AB, BC, CD y DA se han tomado 
tos puntos E, F, G, ff respectivamente, teniendo en cuenta que A£ : EB=CF: FB= 
=(G:GD= AH: HD = 1 :2. Demostrar que el cuadrilátero £FGHA es un para- 
lelogramo y hallar la relación entre su área y el área del paralelogramo ABCD. 

17. Den ostrar que en el triángulo equilátero la suma de las distancias entre cual- 
quier pun'o y los tres ladas es constante. - 

18, Demostrar que en el triángulo isósceles la suma de las distancia entre cual- 
quier punto de la base y los lados laterales es constante. 

19, En el triángulo ABC se dán los ángulos A= 1/7, B=2:/7, C== 41/7. De- 
ori que las longitudes a, 6 y c de los lados BC, CA y AB se relacionan como 
a-i=p=th ga, | 

20. Se da un tetraedro ABCD. Demostrar que sus aristas AD y BC son recípro- 
camente perpendiculares en el caso y sólo en el caso en que se cumpla Ja igualdad 

AB*4- DC*= AC*+ DB?. 

21. En el plano P se da el triángulo equilátero ABC con el lado.a. En. las perpen- 
diculares, en lus puntos A y C al plano P, por un lado de este plano, se. toman los 
segmentos BD == a] y 2 y CE =a/V 2.Demostrar que el triángulo DAE es rectángulo. 
epa 0 área y hallar e) coseno del ángulo diedro que forma el plano DAE con 
el plano PF. 

dl 22. AB y CD son dos diámetros reciprocamente perpendiculares de la circunfe- 
rencia S,. La circunferencia Sy tiene el centro D y el radio DA. Desde el punto 1) se 
han trazado dos rayos que intersecan la circunferencia S, en los puntos P y Q, y el 


arco AB de la circunferencia Sa, dispuesto dentro de la circunferencia S,, en tos puntos 
M y N. Sean P, y Q, las proyecciones de los puntos P y Q sobre el diámetro AB. De- 
mostrar que la figura limitada por los arcos PQ y MN y por los segmentos MP y NQ 
es equidimensional al triángulo DP,Q,. 

23. Demostrar que en el triángulo ABC, cuyos lados AB= 4 cm, BC>= 3 cm y 
AC="V/5 cm, las medianas AK y CL son recíprocamente perpendiculares. 

24. Demosirar que la proyección del tetraedro regular sobre el plano tendrá 
el área máxima cuando dicho plano es paralelo a dos aristas que se cruzan del tetra- 
edro. 

25. Demostrar que la suma de cuadrados de las longitudes de proyecciones de 
tas aristas de un cubo de una unidad. sobre el plano no depende de la posición recí- 
proca del cubo y del plano y es igual a 8. : 

26. El ángulo diedro entre los planos P'y Q es igual a «. En el plano P se encuent- 
ra un cuadrado de lado 1. Demostras que el perímetro de la proyección. del cuadrado 
sobre el plano Q es máximo cuando la diagonal del cuadrado es paralela al plano Q. 

27. El ángulo diedro entre los dos planos P y Q es igual a a. En el plano P se 
sitúa un triángulo regular de lado 1. Demostrar que la suma de cuadrados de las Jon- 
gitudes de proyecciones de los lados de dicho triángulo sobre el plano Q no'depende 
de su disposición en el plano P. 

28. Demostrar que en caso de formar lus longitudes de los lados del triángulo 
una progresión aritmética, el centro de la circunferencia inscrita en este triángulo 
y el punto de intersección de sus medianas se hallan en una recta paralela al lado me» 
dio del triángulo según la longitud. 

29. Una esfera es tongente a todas las caras laterales de la pirámide de base trl- 
angular en los centros de las circunferencias circunseritas a las mismas. Cada uno de 
los tres ángulos planos del vertice de la pirámide es igual a a. La suma de las longiru- 
des de las aristas laterales es igual a 36. Demostrar que la pirámide es regular. Hallar 
el radio de la esfera. 
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30. La altura de la pirámide de base triangular es igual a Á, la suma de los nueve 
ángulos planos de los vértices de la base es igual a a. Se conoce que existe una esfera 
que es tangente a todas las caras laterales en los puntos de intersección de sus media: 
nas. Demostrar que ta pirámide es regutar. Hallar el radio de la csfera. 

31. lua esfera es tangente a todas las caras laterales de la pirámida de base trian- 
gular SABC en.los puntos de intersección de sus bisectricos. Del vértice S se han tra- 
zado las bisectricos SD y SE de las caras laterales SAB y SAC. El ángulo DSE es 
igual a a; y el volumen de la pirámide es igual a V. Demostrar que la pirámide es regu- 
Jar. Hallar el perimetro de la base. 

32. Si se sabe que Jos lados del age ABC satisfacen la relación AC. AB= 
= BC?*— AC?, demostrar que el ángulo Á es dos veces mayor que el ángulo B. 
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Los problemas geométricos que requieren no sólo determinada 
fórmula o la argumentación de cierto concepto, sino imaginar bien las 
figuras geométricas necesarias, provocan en los estudiantes no pocas 
inquietudes. | 

La imaginación geométrica clara se desarrolla gradual mente, como 
resultado: del entrenamiento continuo. Es necesario imaginarse bien 
“desde distintos puntos de vista” los cuerpos y las figurás que se plan- 
tean en el problema, tratarse de cumplir correctamente el dibujo. 

Precisamente, la imaginación pobre de la figura en el espacio, la 
incomprensión de la disposición mutua real de los cuerpos que se 'muest- 
ran en el dibujo, fueron la causa de que muchos estudiantes daban solu- 
ciones erróneas de distinto carácter en el problema siguiente. 

1. Un rombo con el ángulo agudo y sirve de base inferior ABCD del 
prisma recto ABCDA,B,C.D, (donde AA, B,B, C,C, D¡D son las aristas 
laterales). Se sabe que en el prisma puede inscribirse una esfera de diá- 


Á; D; 


Fig. 124 


metro d, tangente por el interior a todas sus caras. Hallar el área de la 
sección del prisma por el plano que pasa por las arisías BC y ÁAyD,. 

Determinemos el:.área S del cuadrilátero A,D,CB (fig. 124). Puesto 
que en el prisma recto puede inscribirse una esfera (no se muestra en 
la figura), en el rombo ABCD puede inscribirse una circunferencia. 
En efecto, el centro de la esfera equidista de todas las caras laterales 
del prisma recto y por eso la proyección ortogonal del centro sobre el 
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pao ABCD equidista de todos los lados del rombo. De esta manera, 
a altura DK del rombo es igual al diámetro de la esfera, es decir, el 
lado del rombo DC = d/sen q. Es fácil comprender que la altura del 
AS es igual al diámetro de la esfera inscrita en el prisma, es decir, 

¡1 =d. 

Algunos estudiantes, valiéndose del dibujo, consideraron que 
A¡D,CB es un rectángulo y por eso buscaron el área de la sección por 
medio de la fórmula S =BC-.D,C. Pero, en realidad S =BC -. D,K 
donde D¡K es la altura del paralelogramu A,D,CB, o sea; D,K 1 BC. 
De acuerdo con el teorema de Pitágoras, del triángulo D,DK hallamos 
que D.IK=d4V2 y, por consiguiente, S =d:Y 2/seng. 

Otra solución incorrecta consistía en lo siguiente. Del punto D, 
al lado A,B del paralelogramo A,D,CB se baja la altura D,A de este: 
paralelogramo. El lado A,B se halla por medio del triángulo A, AB 
según el teorema de Pitágoras: A,B =d V 1 E sen* q/sen y. Luego, como 
la esfera es tangente a las caras AA,B,B y DD,C.C, se llega a la con- 
clusión de que D,M =d y por eso S=A,B - d. Sin” embargo, aquí 
también falló la imaginación espacial: en realidad D,M=<d"; es de- 
cir, la altura D,M de la sección que se analiza no es igual a la distan- 
cia entre los planos paralelos AA,B¡B y DD,C,C, esto es, D,M no es 
simplemente perpendicular ai plano AA,B,B. Señalemos también 
que A,B y Dé no son rectas tangentes a la esfera inscrita en-el prisma. 

: Claro está, los errores en las resoluciones incorrectas mencionadas 
tuvieron lugar por la incomprensión del dibujo, por la insuficiente 
imaginación geométrica. Sin embargo, estos errores se habrían evitado 
si los estudiantes no hubieran utilizado simplemente el hecho “evidente” 
del dibujo (y en realidad, erróneo), sino hubieran tratado de argumen- 
tarlo estricta mente. En este caso se habrían convencido de que este con- 
cepto no tiene lugar. 

Se debe comprender bien que la imaginación espacial perfecta es 
inseparable de la demostración lógica completa de todos los conceptos 
geométricos, sobre los cuales nos apoyamos en el proceso. de la resolu- 
ción. Por clara que “veamos” la configuración espacial, por preciso 
y nítido que esté hecho el dibujo, es necesario demostrar estricta mente 
todas las afirmaciones, incluso las que parecen “evidentes” del dibujo. 

Hablando metafóricamente, la imaginación geométrica nos sugiere 
el camino de la solución, permite hacer “un borrador” de la resolución 
en que seguimos solo a nuestra intuición, tratando de comprobar si 
llegamos o no al resultado deseado. Pero luego es necesario crear la 
resolución “en limpio" en la cual las consideraciones y conjeturas intui- 
tivas y no estrictas se sustituyen por demostraciones exhaustivas. 

Itustremos otros dos problemas en que la imaginación geométrica 
es muy importante: sin “fantasia geométrica” es difícil trazar el camino 


12 Utilizando la expresión hallada para S y la fórmula S= A,B - DM, es fácil 
calcular a qué es igual la altura DM. 
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de la resolución. Señalemos, a propósito, que incluso con un buen di- 
bujo no es siempre fácil encontrar el concepto sobre la base del cual se 
logra realizar la resolución. 

2. Se da una pirámide de base cuadrangular SABCD con el vértice $. 
Por tos puntos A y B y el punto medio de la arista SC se ha trazado un 
plano. ¿En qué relación el plano divide al volumen de la pirámide? 

Primera solución. Señalemos ante todo que la recta AB es para- 
lela al plano de la cara lateral DSC (fig. 125), ya que la arista AB es 
paralela a DC. Por esta razón el plano secante que pasa por la arista 
AB y el punto F (el punto medio de la arista SC) se interseca con el 
plano de la arista DSC a lo largo de la recta EF que es paralela a AB y, 
por consiguiente, a DC. De aquí se deduce que Ef es la linea media del 
triángulo DSC. 

Necesitamos comparar los volúmenes de los dos cuerpos, disponién- 
dolos:uno debajo del plano secante y otro por encima de éste; el cuerpo 
dispuesto debajo del plano secante es de forma irregular. Con el fin de 
cumplirlo, realicemos primero una construcción complementaria para 
obtener un cuerpo más “natural”: en la prolongación del segmento EF, 
tras el punto F, tracemos el segmento FK = EF y luego unamos el 
punto K con los vértices B y C de la base de la pirámide. 


Fig. 125 Fig. 126 


Analicemos el cuadrilátero DCKE. Este es un paralelogramo ya 
que los lados opuestos DC y KE son iguales y paralelos, y por lo tanto, 
los lados opuestos DE y GK son también iguales y paralelos. De modo 
análogo se demuestra que el cuadrilátero ABKE es un paralelogramo 
y por esta razón sus lados opuestos AE y BK son iguales y paralelos. 
Puesto que en la base de la pirámide regular SÁABCD se halla un 
cuadrado, los lados DA y CB del cuadrado ABCD son también iguales 
y paralelos. 

De lo dicho se deduce que los lados correspondientes de los triángu- 
-los ADE y BCK.son iguales y paralelos, lo que significa que los trián- 
gulos ADE y BCK son iguales y sus planos son paralelos. Además, 
como DC = EK = AB y las rectas DC, EK y AB son paralelas, el 
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cuerpo CBKDAE es un prisma triangular (oblicuo) con las bases CBK 
y DAE. 

Este prisma puede considerarse también como la mitad del paralele- 
pípedo ABCDA,B,KE en el cual sirve de base el cuadrado ABCD, 
mientras que una de sus caras laterales es el paralelogramo DCKE 
(fig. 126). Por lo tanto, el volumen del prisma CBKDAE es igual a la 
mitad del volumen de este paralelepipedo, es dicir, igual a la mitad 
del producto del área del cuadrado ABCOD por la altura del paralelepi- 
pedo, osea, por ejemplo, por la longitud de la perpendicular FM bajada 
desde el punto F al plano AÁBCD. * 

Si SO es la attura de la pirámide SABCD, en este caso, de la seme- 
janza de los triángulos OSC y MFC se desprende que la altura FM de 
nuestro paralelepipedo equivale a la mitad de la altura de ta pirá- 
mide. 

Sean V el volumen de la pirámide, V, el del prisma CBKDAE, 
Q el área del cuadrado ABCD y H la altura de la pirámide; en tal caso 
Y =1/3QH, V, =1/4QH. De este modo, V, = 3/4 V, es decir, el volu- 
men del prisma CBKDAE constituye 3/4 del volumen de la pirámide 
SABCD. 

Sin embargo, no nos interesa el volumen del prisma CBKDAE, 
sino él del poliedro CFBDEA (fig. 125), que es igual a la diferencia de 
los volúmenes del prisma CBKDAE y la pirámide BGKF. Hallemos 
por eso el volúmen V, de la pirámide BCKF, 


Supongamos que Q, es el área del triángulo CKF y h es la longitud 
de la altura bajada desde el vértice B al plano del triángulo CKF. 
Por eso, el volumen V, de la pirámide BCKF es igual a 1/3 Q,h. Pero 
el prisma CBKDAE puede considerarse como la mitad del paralelepí- 
pedo DCKEABB,A, cuya base es el paralelográmo DCKE, mientras 
que el cuadrado ABCD es una de las caras laterales (fig. 126). Entonces 
la altura de este paralelepipedo es igual a / y el área de la base DCKE 
es el área cuadriplicada del triángulo CKF. Ásí, el volumen del prisma 
CBKDAE puede escribirse también en la forma siguiente: Y, =20Q;h. 
De aqui, tomando en consideración la expresión para V,, obtenemos 
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que V, =1/6V, y por esta razón el volumen del poliedro SFBDEA 
es Va = V,=— V, =5/6 V,. Pero, como V, =3/4 V, hallamos definiti- 
vamente que V;,=5/8 V. 

Por consiguiente, el volumen del poliedro CFBDEA constituye 
5/8 del volumen de la pirámide SABCD, es decir, el plano secante divi- 
de el volumen de esta pirámide en la relación de 3 : 5. 

Segunda solución. Primero, al igual que en la solución anterior, 
demostremos que el plano secante se interseca con la cara lateral 
DSC a lo largo de la línea media £F. Luego, pasemos al análisis de 
los volú menes formados por el corte de los dos cuerpos. Pero ahora con- 
centremos nuestra atención en la pirámide de base cuadrangular 
SABFE, cuya base es la sección o el trapecio ABFE (fig. 127). UN 

Designemos por a el lado del cuadrado ABCD y por kh la altura SO 
de la pirámide SABCD. Es evidente, que el volumen de la pirámide 
SABCD será: V =1/B alh. 

El volumen de ta pirámide SABFE es igual a la tercera parte del 
producto del área del trapecio ABFE pos la longitud de la perpen- 
dicular bajada desde el punto S al plano secante. 


Empecemos por el cálculo del área del trapecio ABFE. Sus bases 
son iguales a a y a/2; nos queda demostrar su altura. Tracemos por la 
altura SO el plano MSP que sea perpendicular a la arista AB. La 
recta MN es la línea de intersección de dicho plano con el plano de la 
sección y es precisamente la altura del trapecio ABFE, puesto que une 
los puntos medios de.las bases del trapecio isósceles. Bajando una per- 
pendicular desde el punto N al plano 4BCD y analizando los triángu- 
los semejantes SOP y NRP, hallamos fácilmente que VR = k/2. 
Después, tomando en consideración el triángulo NRM deter minamos 
que MN = 1/4 Y 4h FDa* y por lo tanto, el área del trapecio ABFE£ 
constituye 3/16a Y 44 +9a. 

Por ser et plano MSN perpendicular al plano ABFE (ya que el 
plano ABFE contiene la recta AB que es perpendicular al plano MSN), 
la perpendicular bajada desde el vértice $ al plano ABFE se encuentra 
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en el plano MSN y con el segmento MN forma un ángulo recto. Es 
decir, la altura de la pirámide SABFE coincide con la altura del tri- 
ángulo MSN bajada desde el vértice S. Pero es fácil hallar la altura 
de este triángulo comparando las dos expresiones siguientes para su 
área: una, por medio de los tres lados según la fórmula de Herón (se- 
nalemos que se determinan con facilidad todos los tres lados del tri- 
ángulo MSN) y otra, por medio del producto de la mitad del lado MN 
por la altura correspondiente. 

Ahora demostramos fácilmente que la altura del triángulo MSN 
bajada desde el vértice S, es decir, la altura de la pirámide :SABFE, 
equivale a 2ah/V 4h* + 9az. a 

Mas, en este caso el volumen de la pirámide SABFE es igual 
a 1/8 a*h, es decir, constituye 3/8 del volumen de la pirámide SABCD. 

Tercera solución. Después de demostrar que el plano secante pasa 
por la línea media EF del triángulo DSC, analicemos el cuerpo dis- 
puesto bajo el plano secante. En contraste con la primera solución, 
tratemos de calcular el volumen de dicho cuerpo como una suma de 
volúmenes de las pirámides construidas especialmente. 

Al trazar un plano por los puntos B, E, C (fig. 128). dividimos el 
poliedro CFBDEA que nos interesa en dos pirámides: la de base 
cuadrangular EABCD con el vértice E y la base ABCD, y la FBCE, 
de base triangular, con el vertice F y la base BCE. 

Puesto que la áltura de la pirámide EABCD es dos veces menor que 
la de la pirámide SABCD, el volumen de la pirámide EABCOD es igual 
a la mitad de) volumen-de la pirámide SABCD. 

El volumen de la pirámide FBCE se calcula fácilmente si se toma 
por sú vértice el punto £ y por la base el triángulo BCE: resulta que el 
volumen de la pirámide en cuestión equivale a la mitad del volumen 
de la pirámide de base triangular DBCF (para la demostración es 
suficiente bajar perpendiculares desde los puntos D y £ al plano BSC 
y, analizando los triángulos semejantes correspondientes, convencerse 
de que la altura de la pirámide DBCF es dos veces más larga que la 
altura de la pirámide EBCF). Ahora, en la pirámide DBCF, tomemos 
el punto F por su vértice y el triángulo DBC por su base. Al confron- 
tar las pirámides FDBC y SABCD vemos que el volumen de la primera 
es 4 veces menor que el de la segunda. 

Por consiguiente, el volumen de la pirámide FBCE es igual a 1/8 del 
volumen de la pirámide SABCD y por lo tanto, el volumen del poliedro 
CFBDEA constituye 5/8 del volumen de la pirámide en cuestión. 

3. Se da la pirámide regular SABC de base triangular (S es el ' 
vértice) con el lado a de la base y la arista lateral b. La primera esfera 
con el centro en el punto O, es tangente a los planos SAB y SAC en tos 
puntos B y C, mientras que la segudna esfera, con el centro en el punto O, 
es tangente a los planos SAC y SBC en los puntos A y B. Hallar el vol." 
men de la pirámide SBO,O.,. 

Con el fin de hallar el volumen de cualquier pirámide de base trian- 
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gular es necesario decidir, ante todo, qué cara se toma por la hase de la 
pirámide, para que el cálculo del área de la base y de la altura de la 
pirámide, bajada al plano de esta base, se haga lo más simple posible. 

Los estudiantes que poseen imaginación geométrica no tardan 
en notar que la arista SB (fig. 129) es perpendicular al plano 0,B0, 
y que 0,0, = AC. De este modo, “la observación” geométrica les sugi- 
rió un método sencillo para resolver el problema: la demostración de los 
conceptos recién mencionados y el cálculo de los radios 0,B y O4B. 

Ilustremos esta resolución. Puesto que BO, es perpendicular al 
plano ABS, es también BO, L SB: gracias a que BO, es perpendicular 
al plano BCS, será BO,_1 SB, de modo que (véase $ 4, Parte 111) SB 
es perpendicular al plano 0,B0O., es decir, SB es la altura de nuestra 
pirámide. 

A fin de calcular el área del triángulo 0,B0O, deben hallarse los 
radios 0,B y 0,B. Primero hallaremos el radio 0,B. Con este propósito 
tracemos un plano por los tres puntos B, € y 0); éste cortará la arista 
AS en el punto D. Por ser BO, perpendicular al plano ABS, entonces, 
en particular, BO, 1 AS; de modo análogo CO,.L AS, esto significa 


que AS es perpendicular al plano BCO,. Pero en ta] caso BD y CD 
son las alturas de las caras laterales ABS y ACS y se hallan fácil- 
mente: 'BD = CD = (a/b) Wbi— 1/4 a?. Después de demostrar la 
semejanza de los triángulos BDK y BDO,, hallamos que BO,= 
= a Y (6 — 1/422)/(36* — a?). Análogamente se halla que BO, = 
= BO,.. 

Queda encontrar 0,0,. es decir, demostrar que 0,0, = AC. Al 
señalar que 40, es perpendicular al plano ACS y que CO, es perpendi- 
cular al mismo plano ACS, obtenemos que A0, |l CO,; esto significa 
que los puntos A, C, O, y O, están en un mismo plano. El cuadrilátero 
ACO¡0,:es plano y ÁO, ll CO,. A0, = GO); así que 4C0,0; es un para- 
lelogramo y por lo.tanto 0,0, = AC = a. Ahora hallamos el área del 
triángulo B0,0, por medio de sus tres lados y luego el volumen buscado 
V = atb2/(12Y/ 35: —“a?). 
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PEA A A 5 XX o ect, 
Sin embargo, no se debe creer, que la imaginación geométrica 
es necesaria solamente p ara la estereometría. En el problema planimé- 
trico que sigue, lo principal es imaginarse correctamente cl dibujo, 
o y cal todos los casos posibles. : 
. En el plano se dan cuatro puntos A, B, C y D, sien 
y AC 1 BD. Demostrar que ADAL BC. d ciao 

En efecto, la posición de los puntos A y B en el plano puede ser cual- 
quiera (fig. 130). Supongamos a continuación que el punto C está dis- 
puesto de tal manera que la base de la perpendicular bajada desde éste 
a la recta 1, en la que se encuentra el segmento AB, se sitúa dentro 
de este segmento. i 

Está claro que el punto D ha de encontrarse en la recta m, que es 
perpendicular a AB y pasa por el punto C. Puesto que según los datos 
AC_L BD el punto D ha de encontrarse en la recta n que pasa: por el 

unto B perpendicularmente a AC. Como AC y AB se intersecan, así 
o hacen también las rectas m y n que son perpendiculares a las mismas; 
el punto de intersección es precisamente el punto D. Examinemos ahora 
el triángulo ABC; supongamos que el punto D está dispuesto en su 
interior y tracemos la recta p por los puntos A y D. Es evidente que mm 
y n.son las alturas de este triángulo, por esta razón la recta p es también 
la altura. En efecto, si desde el vértice A bajamos la altura a BC, ésta 
(según el teorema sobre la propiedad de las alturas del triángulo) 
debe pasar también por el punto D y por eso coincidirá con la recta p 
(tienen dos puntos comunes). De aquí se deduce que AD_L BC. 

Los casos en que el punto D se sitúa fuera del triángulo ABC o que 
la recta m interseca a la recta [ fuera del segmento AB, se examinan 
de manera análoga; el punto C no puede encontrarse en la propia rec- 
ta 1. El lector puede demostrarlo. Señalemos que sin un análisis exhaus- 
tivo de todos los casos posibles la solución, natural mente, no. puede ser 
reconocida como satisfactoria. 

La importancia de la imaginación geométrica se ilustra bien por 
medio de los problemas de sombra geométrica, en los cuales la imagi- 
nación permite dar la idea del resultado esperado, encontrar “sondean- 
do” lá solución y después argumentarla estricta mente. 

5. En una superficie plana se han colocado un cono circular recto y un 
soporte (segmento) vertical. El radio de la base del cono es igual a 1 m 
y la altura del cono, 2 m. La base del soporte dista 2 m del centro de la 
base del cono; la altura del soporte es de 4 m. En el extremo superior del 
soporte se sitúa una fuente puntiforme de luz. Hallar el área de la sombra 
producida por el cono sobre ta superficie plana (el área de la base del cono 
no se toma en consideración). 

Con el fin de construir la sombra del cono es necesario unir el punto 
[, en que se encuentra la fuente de luz (fig. 131), con todos los puntos 
del cono, y los puntos de intersección de estos rayos con el plano P, 
en que está el cono, justamente compondrán la sombra producida por 
el cono. Pero para construir la sombra no hay necesidad de trazar todos 
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estos rayos; es suficiente trazar sólo aquellos que determinan la forma 
de la sombra, es decir, los que crean los límites de la sombra. Por 
esto, en este problema lo principal es determinar que rayos crean los 
limites. 

No es difícil darse idea de que los puntos límites de la sombra se 
producen por los rayos que tienen un solo punto común con el cono: 
si el rayo interseca la superficie del cono en dos puntos, su punto de 
intersección con el cono se encontrará dentro de la sombra, pero si el 
rayo no interseca el cono, entonces este punto de intersección con el 
paño no pertenece a la sombra. Pero ¿de qué modo pueden hallarse 
os rayos que tienen un punto común con el cono? 

Con este fin “miremos” el cono desde el punto /. Ante todo, veremos 
la sombra C del punto S, luego nuestra mirada va a deslizarse hacia 


¿ST 


Fig. 131 


abajo, vamos a suponer que por el lado izquierdo del cono, mientras 
que los puntos correspondientes en el plano se moverán, evidentemen- 
te, por cierta recta CM. No es difícil entender que la recta CM pasará 
por la base del cono, de lo contrario esto significaría que nuestra 1ni- 
rada se apartó del cono y no intersecará la base, ya que esto significa” 
ría que miramos a través del cono. Por consiguiente, CM es la tangente 
a la circunferencia de la base del cono. De este modo la sombra queda 
completamente determinada, es una figura curvilínea CKM, donde CK 
es la segunda tangente a la circunferencia de la base del cono. 

Nos queda por ... demostrar esta afirmación de modo estricto. 
En la demostración son inadmisibles las expresiones del tipo “la mirada 
va a deslizarse”: ya han desempeñado su papel dándonos la posibilidad 
de “ver” fa sombra. 

Para la demostración señalemos ante lodo que en el caso que 
el segmento ON se ha trazado perpendicularmente a la generatriz 
SM, el plano que pasa por SM perpendicularmente a ON, no tiene 
puntos comunes con el cono salvo los que se encuentran en SM. (Esta 
afirmación es muy sencilla y puede demostrarse por el lector). Por 16 
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tanto, ninguna recta de este plano puede tener más de un punto común 
con el cono. 

Construimos ahora los vértices: sabiendo que SO ]| /A, por estas 
rectas puede trazarse un plano vertical, y la sombra C del vértice 
S es el punto de intersección de las rectas /S y AO'que se encuentran 
en este plano. Desde el punto C tracemos las tangentes CK y CM a la 
circunferencia de la base del cono. En este caso CM L MO, CM SO 
y, por consiguiente, la recia CM es perpendicular al plario SOM. Por 
eso CM _L ON. Pero según la construcción, ON es- perpendicular a 
SM y es, por lo tanto, perpendicular al plano CSM. Asi, CSM es 
precisamente el plano de que se trataba al principio de la demostraci- 
ón. Pero en tal caso cualquier rayo que salga del punto / dispuesto en 
este plano, tiene exactamente un punto común con el cono (si, por su- 
puesto, no es paralelo a SM, pero no nos interesa tal rayo) y, por con- 
siguiente, el límite de la sombra se determina por estos rayos, y es la 
línea de intersección del plano CSM con el plano P, es decir, coincide 
con: E EEES CM. De esta manera la afirmación necesaria queda de- 
mostrada. | 


K 
j C 
ad 
Fig. 132 Fig. 133 


Así, pues, nuestro problema se redujo al problema plantmétrico: 
hallar el área de la figura CKM (fig. 132); tenemos que hallar además 
la distancia CO, pero ésta se determina fácilmente de acuerdo con la 
semejanza de los triángulos SCO e /CA. El problema ya rio es dificil; 
el área buscada es igual a (3W3—10)/3m?. 

Cabe señalar que algunos estudiantes afirman que los puntos 
limites K y M de la sombra son los extremos del diámetro que es per- 
pendicular a la recta A0. Los autores de esta resolución no se preocupan 
incluso del hecho de que las tangentes en los extremos del diámetro se- 
rían paralelas y, por consiguiente, no podrían pasar por el punto C. 

6. En el punto M, dispuesto a la distancia 2h del plano de la base 
del cubo de arista h y a la distancia R (R> 3h) del centro del cubo, se ha 
situado una fuente de luz. Demostrar que la sombra producida por el cubo 
sobre el plano de la base tiene el área máxima cuando el plano que pasa 
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por el centro del cubo, el punto M, y por uno de los vértices, es perpendi- 
cular al plano de la base. 
Sea tal el cubo ABCDA¡B,C.D, (fig. 133) que lás aristas AA,, 
BB,, CC,, DD, son perpendiculares al plano x de la base ABCD y el 
unto O es el centro del cubo. En este caso es fácil imaginarse que todos 
os puntos M que satisfagan los datos del. problema se encuentran a lo 
largo de la circunferencia dispuesta en un plano paralelo al plano z 
que dista de éste a 2h. El centro de la circunferencia se halla en la per- 
pendicular 00' al plano 7; el radio r de la circunferencia puede calcu- 


larse fácilmente: 
= y REN >, 40) 


Está claro que, al «igual que en el problema anterior, si desde .el 
punto M trazamos rectas. para unirlo con todos los puntos del cubo, los 
puntos de intersección de estas rectas con el plano a son los que nos 
dan la sombra producida por el cubo. Aquí, para hacer más cómodos 
los cálculos, en la sombra incluimos también el cuadrado ABCD dis- 
puesto en la base. 

Es obvio que para la construcción práctica de la sombra es suficiente 
trazar las rectas que unen e) punto M con Jos vértices del cubo; hallando 
los puntos de su intersección con el plano rx y uniendo estos puntos con 
rectas, obtendremos los contornos de la sombra. 

Al (do al la circunferencia en que se sitúa el punto M, y el cubo 
sobre el plano x1, obtendremos (fig. 134) una circunferencia del radio r 
dentro de la cual se encuentra el cuadrado ABCD con el lado A. 

Tomemos un punto arbitrario K en el plano a y un punto K, en Ja 
perpendicular al plano n trazada desde el punto K a la distancia A 
por encima del plano x. Con esto es fácil demostrar que siendo K;, el 
punto de intersección de la recta MK, con el plano x, será M,K, = 
= 2KM, (fig. 135). Después de unir con rectas los puntos A,, B,, C,, 
D, con el punto M y designar por Ax, Ba, C;, D, los puntos de interse- 
cción de'estas rectas con el plano n, obtendremos las igualdades A¿M, = 
= 24M,, BM, =2BM,, ¿M, =2CM,, DM =2DM.,. 

De los razona mientos anteriores es evidente el modo de cómo debe 
construirse la sombra, y ahora podemos pasar del problema espacial 
a la planimétrica. Es más (fig. 134), a causa de la simetría resulta su- 
ficiente analizar las sombras sólo en-el caso en que el punto A, se 
encuentra en el arco LN (O,N LAB y los puntos O,, A, £ se disponen 
en una misma recta). 

Al examinar las sombras en diferentes posiciones del punto Mi, 
' sobre el arco LN, nos convencemos de que el punto P del arco (P se 
sitúa en la recta DA) desempeña un papel particular. Por esta razón, 
en do ulterior, tendremos que analizar dos casos: a) cuando el punto 
Mi, se halla en el arco PN, b) cuando el punto M, se halla en el arco P£. 

a) Supongamos que el punto M, se sitúa en el arco PN (fig. 134). 
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Aclaremos, en qué posición del punto M, la sombra será máxima 
En caso de no coincidir M, con el punto P, servirá de sombra el hexá 
gono AA.D.C¿B¿B (fig. 136) en el cual, como se ve fácil mente, los lados 
BC, = A.LD, q ED; e 2h y, además, ASDNWAD, ' B.C, BC, 
D.C.11DC. Uniendo los puntos A, y B, obtendremos que la sombra en 
cuestión consta del cuadrado A,B:C,D, con el lado 2h, del trapecio 
AA,B,B con las bases h y 2h y la altura igual a la distancia entre el 
punto M, y la recta AB. Esta altura será máxima en el punto N, 
es decir, siendo la recta M,O, perpendicular a la arista AB. ' 

Esto significa que con el movimiento del punto M, por el arco 
NP desde N hasta P se reduce el área de la sombra y se hace minima 
cuando el punto M, coincide con el punto P, En este caso ya servirá 
de sombra el pentágono AD¿C,B,B (fig. 137), pero su área también 
puede ser calculada como área del cuadrado A,B,C,D. con el tado 
2h y del trapecio AA, B,B con las bases kh y 2h y la altura igual a la 
distancia entre el punto P y la recta AB. 


Fíg. 134 Fig. 135 Fig. 136 


b) Examinemos, de qué modo cambia el área de la sombra si el 
punto M, se riueve por el arco PL, En este caso la sombra es hexago- 
nal, pero en forma del hexágono ABB,C,D,D (tig. 138). Conviene 
analizar esta sombra del modo siguiente: ella está compuesta por dos 
triángulos rectangulares (ABD con el cateto k y B,C,D, con el cateto 
2h) y el trapecio BB,D,D con las bases hY2 y 21Y2 y la altura igual 
a la distancia entre el punto M, y la recta BD. 

Está claro que las perpendiculares bajadas desde los puntos del 
arco PL a la recta BD son de distintas longitudes, y es fácil encontrar 
que la longitud será máxima cuando el punto M, coincida con el pun- 
to £. i 

Pues, bien, con el movimiento del punto M, por el arco PL desde P 
hasta el punto L crece la sombra y será máxima al coincidir M, con 
el punto L. 

sí, pues, resultó en nuestro análisis que en el punto P. el área de la 
sombra es minima y en los puntos £ (del arco LÉ) y N (del arco PN) 
las sombras son máximas para sus arcos. Con el fin de elegir la sombra 
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mayor de todas las posibles es necesario comparar las áreas de estas 
dos sombras. 

Calculemos primero el área de la sombra para el caso en que el pun- 
to M, coincide con el punto N. Aquí la sombra consta del cuadrado 


Fig. 138 


A,B,C¿D. con el área. 4h* y del trapecio 44,B,B con el área igual a 
3/2h. NQ. Puesto que NQ = r—- (4/2), el área de la sombra en .este 
caso es igual a (13h? + 6hr)/4. 

En el caso en que el punto M, coincide con el punto £, la sombra 
consta del triángulo ABD con el área 1/2/*, del triángulo B,C¿D, 
con el área 2h? y del trapecio BB¿D¿D con el área 1/2(BD +. B,D,) L:0,. 
Puesto que LO, =r, BD =AV2 y BP, = 29nV 2, el área de lasombra 
en este caso es igual a 1/2 (5h3 + 3V' 2hr). 

La desiguaidad 


qn +3 V2 hr > 4 hr (2) 


es válida, si es válida la desigualdad equivalente 7 >(Y 2+ 1)Rh/2. 
Esta última desigualdad se cumple gracias a (1), por eso se cumple 
también la desigualdad (2). 

Esto significa que el área de la sombra es máxima al coincidir el 
punto M, con el. punto L. Para completar la demostración, queda por 
señalar que el punto £, el centro del cubo O y el vértice A se sitúan 
en el plano que es perpendicular al plano de la base. 

Así, pues, para resolver este problema hemos necesitado seis di- 
bujos, y no uno, como suele tener lugar. Naturalmente, podríamos 
limitarnos a un «menor número de dibujos, pero es mucho mejor tener 
un debujo para caida etapa de la resolución, ya que el dibujo principal 
puede “sobresaturarse” de las líneas necesarias y hacerse ilegible. 
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. EJERCICIOS: 


1. Se dan tres rectas que se cruzan en pares y no son paralelas a un plano. Demos- 
trar que existe un paralclepípedo en que las diagonales de sus tres caras se cruzan y se 
sitúan en las rectas dadas. " 

2. Se sabe que en el paralelepí pedo rectangular el cuadrado de la diagonal equi- 
vale a la suma de los cuadrados de sus tres dimensiones. ¿Es válido el teorema inverso? 

3. Como se sahe, en cualquier triángulo la base, de por lo menos de una altura, 
se encuentra en el propio lado y no en su O ¿Sería cierta la afirmación 
de que en cuul quier pirámide de base triangular la base, de por lo menos de una altura, 
se encuentra en la propia cara y no en sú prolongación? 

4. ¿Se puede cortar cualquier ángulo telraédrico por un plano de tal modo que 
en la sección se forme un paralelogramo? A 

5. ¿Es posible construir en una pirámide de base triangular un plano secante que 
corte cinco aristas de la pirámide? - + 

6. Enumerar las figuras posibles que se forman como resultado del corte de un 
tetraedro regular por un plano. 

7. ¿Es.posible cortar cualquier pirámide regular de hase triangular por un plano 
e moda que en la sección se obtenga: a) un paratelogramo? b) un rombo? c) un rec- 
tángulo? 

if Determinar la forma de la proyección de un tetraedro regular sobre un plano 
paralelo a sus dos aristas no contiguas. 

9. Hallar la sombra del cubo sobre un plano perpendicular a su diagonal; el haz 
de rayos está dirigido paralelamente a la diagonal. 

10. ¿Es posible practicar un orificio en un cubo de madera de tal modo que a 
través de éste pase otro cubo de madera, igual al priniero? 

1]. Meter un cuadrado con el lado a dentro de un triángulo equilátero de dimen- 
siones minimas. Hallar el lado de este triángulo. 

12. Colocar dentro de un cuadrado con el lado a un triángulo equilátero de di- 
mensiones máximas posibles. Hallar el lado de este triángulo. 

13. Colocar dentro de un hexágono regular con el lado a un cuadrado de dimen- 
siones máximas posibles. Hailar el lado de este cuadrado. 

14, Meter dentro de un cuadrado con el lado a un tiexágono regular de dimensio- 
nes máximas posibles. Hallar el lado del hexágono. 

16, ¿Es posible cortar un cubo por medio de un plano de tal manera que en la 
AS oblenga: a) un cuadrado? b) un pentágono? c) un hexágono? d) un hexágono 
regular 

16, En un tetraedro regular cuya arista es igual a 1, está inscrita una semlesfera 
de tal modo que tres caras del tetraedro son tangentes a su superficie esférica y la cu- 
arta cara le sirve del plano diametral. Determinar la superficie total de la seriesfera. 

17. En una pirámide de base triangular, dos. caras son triángulos isósceles rec- 
tángulos que son adyacentes uno a otro por medio de las hipotenusas y forman un 
ángulo diedro a. Determinar el ángulo diedro en esta pirámide, cuya arista es el cateto 
de un triángulo rectángulo. 

18. El lado (la arista) de un tetraedro regular es a. Determinar el rádio de la es- 
fera que es tangente a las aristas laterales del tetraedro en los vértices de la base. 

19. Et radio de la esiera es igual a R. Desde el punto A separado del centro de la 
esfera a la distancia / se han trazado n tangentes a la esfera de tal manera que todos 
los ángulos planos del ángulo poliédso del vértice A son Iguales entre sí. Determinar 
la distancia entre los puntos de tangencia de los dos rayos adyacentes y el ángulo entre 
estos rayos. , 

20. Se sabe que dos generatrices recíprocamente perpendiculares de un cono cir- 
cular recto dividen la circunferencia. de la base en dos arcos, uno de los cuales es dos 
veces más corto que el otro. Hallar el volumen del cono si su altura es igual a A. 

21. Lá arista del cuho es igual a a. La esfera cori el centro O interseca tres aristas 
gue convergen en el vértice A, en sus puntos medios. Desde el punto 8 de la intersec- 
ción de la esfera con una de las aristas del cubo se ha bajado una perpendicular a la 
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diagorial del cubo que atraviesa el vértice A, dividiéndose en dos partes iguales el 
ángulo entre esta perpendicular y el radio OB por medio de la arista del cubo. Hallar 
el radio de la esfera. a 

22. El punto medio de ta altura del cono recto con la generatriz [ y el ángulo a 
del vértice se toma por el centro de la esfera que pasa por el vértice. Determinar 
el radio de la esfera obtenida como resultado de la intersección de Jas superficies del 
cono y de la esfera. 

23, Las aristas de una pirámide de base triangular que salen del vértice O son 
perpendiculares en pares y sus longitudes son iguales a a, b, c. Hallar el volumen 
del AS en esta pirámide de tal modo que uno de sus vértices coincide con el 
vértice O. A 

24. Una pirámide regular, cuya base es un cuadrado con el lado a, gira alrededor 
de una recta que pasa por el vértice de la pirámide en paralelo a uno de los lados de 
la base. Calcutar el volúmen del cuerpo de giro si el áugulo plano al vértice de la pirá- 
mide es igual a Qu. 

25. Tres esferas son bo al plano del triángulo ABC en sus vértices y en pa- 
res una a otra. Hallar los radios de las esferas si ¿e conocen ta longitud e del lado AB 
y los ángulos A y B contiguos a éste. ] 

26. Se da ej triángulo isósceles ABC, AB= AC= b, y el ángulo BAC uu q. 
E) triángulo gira alrededor del eje que pasa por el vértice Á de tal manera que el án- 
gulo entre el eje y el plano del triángulo es igual a 6, mientras que la base del trián- 
po es perpendicular al eje. Calcular el volumen del cuerpo obtenido en el giro del 
riánmgulo ABC. 

27. Dos conos iguales tienen un vértice común y son tangentes por la generafriz 
común. El ángulo de la sección axial del cono es igual a 2a. Hallar cl ángulo diédro 
entre los dos planos, cada uno de !ós cuales es tangente a los dos conos, pero no pasa 
por su generatriz común. 

28, Se da el ángulo a (a. < 1/2) de la sección exial de un cono circular recto con 
el vértice S y generatriz de longitud /. Por el punto Á de la base de un cono se ha tra- 
zado et plano P que es perpendicular a la generatriz SA. Por el vértice dél cono 
se ha trazado el plano Q. Este plano es perpendicular aj plano de la sección axial del 
cono que pasa por SA y forma junto. con lá generatriz SA del cono el ángulo f (Pp < 
< 0/2). El plano Q corta el cono a lo largo de dos generatrices. Supongamos que las 
prolongaciones de las generatrices intersecan el plano P en dos puntos: €, y Cy. Hallar 
la longitud del segmento C;Cs. 

-29. Una esfera es tangente a todas las aristas laterales de un prisma hexagonal 
recto y regular, cuyas bases se encuentran fuera de la esfera. Hallar la relación entre 
aquella parte del área de la superficie lateral de! prisma. que está comprendida dentro 
de la estera y la parte de la superficie de la esfera que se encuentra fuera dei prisma. 
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A los estudiantes se proponen con frecuencia problemas de Geomei- 
ría, en los cuales se traza cierto plano de sección de un poliedro dado 
y se requiere calcular, por ejemplo, el área del corte o la relación en 
que el plano secante divide el volumen del poliedro. 

'Cada uno de estos problemas consta de dos partes: la construcción 
de la sección y el cálculo de lo que se requiere en el problema, repre- 
sentándose cada una cierta dificultad. : 

Es natural que sin resolver la primera parte del problema no se 
puede tratar de la resolución de la otra. Habitualmente, en los pro- 
blemas para la sección, después de realizar las consideraciones geomé- 
tricas relacionadas con la construcción de la sección, éstos se simplifi- 
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can mucho. Así, “el centro de gravedad” de los problemas de sección 
no radica en las afirmaciones trigonométricas ni en la solución de los 
triángulos, sino en la Geometría en el sentido directo de la 
palabra. o 

Los exámenes muestran que los estudiantes suelen indicar co- 
rrecta mente la forma de la sección y cumplen bien los cálculos ulterio- 
res. Sin embargo no todos pueden argumentar de modo convincente 
el aspecto geométrico de la solución, e incluso muchos estudiantes no 
tratan de realizar las demostraciones correspondientes considerando 
que todo ya está claro. Natural mente, en tales casos el problema no se 
considera resuelto. Por esta razón cabe subrayar aquí una vez más 
que al resolver un problema deben argumentarse obligatoriamente 
todas las afirmaciones, incluso las que parecen “evidentes”. 

Indiquemos un método, bastante general, de la construcción de 
secciones de poliedros. Construir una sección significa indicar los 
puntos de intersección del plano secante con las aristas del poliedro 
(estos puntos, en particular, pueden ser también los vértices del po- 
liedro) y unir estos puntos por medio de segmentos dispuestos en las 
caras. Con este fin es suficiente, en el plano de la cara del poliedro, 
indicar dos puntos que pertenecen a la sección, unirlos por medio de 
una recta y hallar los puntos de intersección de esta recta con las aris- 
tas del poliedro.. 

Esta construcción es muy natural, sin embargo, es poco usada por 
los estudiantes. Esto se debe a que suele ser difícil encontrar dos pun- 
tos de la sección situados en la propia cara. No obstante, nos satisfa- 
cerían por completo dos puntos de la sección ubicados en el plano 
de la cara (y no obligatoriamente en la propia cara), lo que se obtiene 
con frecuencia de una manera simple. El asunto consiste en que con 
este fin, por regla general, se tiene que salir de los limites del poliedro 
en consideración. Pero por una u otra razón los estudiantes nú se 
atreven a cumplir construcciones complementarias fuera del poliedro. 

Sin embargo, en una serie de problemas estas construcciones comp- 
lementarias resultan inevitables. Además, estas construcciones per- 
miten realizar, con bastante facilidad, las demostraciones y cálculos 
necesarios. 

Ilustremos por medio de problemas concretos, de qué modo se 
aplica este método de construcción de las secciones. 

1. Se da un cubo ABCDA,B,C¡D, en el cual AA, BB,, CC,, DD, 
son las aristas laterales. Hallar el área de la sección del cubo por el plano 
que pasa por cl vértice A y los puntos medios de las aristas B,C, y C.D,. 
La arista del cubo es igual a 1. 

Ántes que nada es preciso construir la sección. Sean K y L los pun- 
tos medios de las aristas D,C, y B,C, (fig. 139). La recta K£L se sitúa 
en el plano de la cara A,B,C.D,, por eso interseca las prolongaciones 
de las aristas A,B, y 4,D, en los puntos F y E. Es fácil calcular que 
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Los puntos A y F se encuentran en el plano de la cara AA/B¡B, 
por esta razón la recta AF interseca la arista BB, en cierto punto M, 
Analizando los triángulos AA,F y MB,F nos convencemos de que 
son semejantes. De su semejanza se' deduce que MB, = 1/3A4A,. Te- 
niendo en cuenta que A4,=BB,, obtenemos definitivamente que el 
punto M divide la arista BB, en la relación de 2 : 1. 

Los puntos A y E se sitúan en el plano de la cara ADD,A,, pot 
eso la recta AE interseca la arista DD, en el punto N. De modo aná- 
logo al anterior puede demostrarse que el punto N divide la arista 
DD, en la relación de 2: 1. 

Así, la sección queda construida: ésta pasa por el vértice 4, los 
untos medios de las aristas B,C, y CD, y por los puntos que dividen 
as aristas BB, y DD, en la relación de 2 : l; la sección es un pentá- 

gono AMLKN., 

Calculemos su área. Nuestro pentágono se produce del triángulo 
AEF, separando de éste dos triángulos'iguales EKN y FLM.-Por me- 


dio de la construcción efectuada es fácil obtener las longitudes de los 
lados de estos triángulos y calcular sus áreas; la respuesta definitiva 
es la siguiente: el área de la sección es igual a 7/17/24. 

Se puede proceder de otro modo, considerando el pentágono 
AMLKN como formado del triángulo AMN y del cuadrilátero KLMN . 
En este caso habrá que demostrar complementariamente que KLMN 
es un trapecio. 

Ambos métodos mencionados requieren cálculos considerables 
que no son muy difíciles. En efecto, se pueden evitar los cálculos 
voluminosos si se hace uso de la fórmula para el área de la proyección 
(véase $4, Parte Ill). Por lo visto, la proyección del pentágono 
AMLKN sobre la base inferior del cubo será el pentágono ABL,K,D 
cuya área es igual a 7/8 y, valiéndonos del triángulo AQQ, es fácil 
encontrar que cos (4 QAQ,)= 3/V 17. No obstante nos queda lo prin- 
cipal: es necesario demostrar que 2 QAQ, es precisamente el ángulo 
entre el plano de la sección y la cara inferior del cubo. 
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2. Se da un cubo ABCDA,B,C,D, en el cual AA,, BB,, CC,, DD, 
son las aristas laterales. ¿En qué relación se divide el volumen del cubo 
por el plano que pasa por el vértice A, el punto medio de la arista BC y el 
centro de la cara DCCID ,? 

Sea K el punto medio de la arista BC (fig. 140). Merced a que los 
puntos A y K se sitúan en el plano de la cara inferior, la recta AK in- 
tersecará la prolongación de la arista DC en cierto punto O. Al ana- 
lizar los triángulos ABK y KCO podemos ver que son iguales y, 
por eso, CO=AB=DC y DO==2DC. 

Sea el punto M el centro de ja cara DCC¡D,. Los puntos M y O se 
encuentran en el plano de la cara DCC,D,, por eso la recta MO in- 
terseca las aristas C,C y D,¡D en los puntos L y N. De este modo, la 
lorma de la sección queda encontrada, es el cuadrilátero AKLN. 

Bajando una perpendicular desde el punto M a la recta DC, 
obtenemos que su base, el punto £, es el punto medio de la arista DC. 
Examinemos los triángulos DNO, EMO y CLO. De la semejanza de 
dichos triángulos se deduce que CL =2/3 ME y DN =4/3 ME. To. 
mando en consideración que ME = 1/2 CC, = 1/2 DD ,, obtenemos 
DN =2/3 DD, y CL=183 CC,. 

Así es cómo se han determinado las posiciones de todos los puntos 
de intersección del plano de sección con las aristas del cubo. 

Ahora aclaremos, en qué relación el plano de la sección ha divi- 
dido el volumen del cubo. Designando por a la longitud de la arista 
del cubo, calculemos el volumen del poliedro, es decir, la parte del 
cubo bajo el plano secante. 

Este poliedro, como puede notarse, se obtiene dela pirámide de 
base triangular NADO (con el vértice N) al separar la pirámide LKCO 
(con el vértice L). Los volúmenes de estas pirámides se determinan 
fácilmente, puesto que ND y LC son sus alturas ya calculadas. Como 
resultado obtenemos que el volumen del poliedro ADCKNL es igual 
a 7a*/36 y por eso el plano secante divide el volumen del cubo en la 
relación de 7 : 29. | 

_Los estudiantes, en su mayor parte, construían la sección de otro 
modo, basándose en la imaginación intuitiva, puramente geométrica. 
Al hacerlo, ponían al azar los puntos N y L sobre las aristas corres- 
pondientes. 

Aquellos que poseían huena imaginación geométrica y se dieron 
cuenta de que el punto L se encuentra más bajo que el punto medio de la 
arista CC,, pudieron construir un ETA correcto y revelar (y después, 
claro está, demostrar) que la parte del cubo dispuesta por debajo del 
plano de la sección es una pirámide truncada “acostada” con las bases 
AND y KLC. Otros estudiantes, fijando el punto L superior al punto 
medio de la arista CC, obtuvieron un dibujo desfigurado y, natural- 
mente, no.pudieron ni empezar dos cálculos. 

Al mismo tiempo, el método “estandartizado” propuesto más arrl- 
ba mos permitió construir automáticamente la sección necesaria, in- 
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dicar la posición de los puntos de intersección del plano secante con 
las aristas del cubo y cumplir con facilidad los cálculos necesarios. 

3. Se da una pirámide regular SABCD de base cuadrangular de vér- 
tice S. Por los puntos medios de las aristas AB, AD y CS se.ha trazado un 
plano. ¿En qué relación el plano divide el volumen de la pirámide? 

Sean K y F los puntos medios de las aristas AB y AD (fig. 141). 
Uniéndolos con una recta obtenemos que ésta intersecará las prolon- 
gaciones de las aristas CB y CD en los puntos M y E. Comparando los 
pienentos BKM, AKF y DEF obtenemos que MB = 1/2 BC y ED = 
= 1/2 DC. 

Sea N el punto medio de la arista CS. Los puntos N y M se sitúan 
en el plano de la arista SBC, por eso la recta MN interseca la arista 
BS en cierto punto L. Ñ 

Aclaremos ahora, en qué relación el punto £ divide la arista SB. 
Para hacer más cómodos los cálculos, conviene construir un dibujo 
planimétrico auxiliar trazando el plano de la cara SBC en la fig. 142. 


Fig. 142 


Trazando la línea miedia NQ en el triángulo CBS, obtendremos dos 
triángulos iguales NQL y LBM, de los cuales encontramos que BL = 
= 1/2 BQ = V4 BS. Ñ j 

De modo absolutamente análogo se demuestra que DP = 1/4 SD, 
donde P es el punto de intersección de la recta EN con la arista SD. 

Así, hemos construido nuestra sección. Resultó que el plano de la 
sección interseca la pirámide formando el pentágono LKFPN. 

Este plano divide la pirámide en dos poliedros tales que es impo- 
sible calcular directamente sus volúmenes. Para calcular el voluinen 
de uno de los poliedros, por lo menos, se necesita cumplir construc- 
ciones complementarias y analizar varias pirámides. 

Sin. embargo, se puede ver en la fig. 141 que el volumen del po- 
liedro CDFKBLNP dispuesto debajo del plano secante es igual al 
volumen de la pirámide de base triangular NECM sin el volumen de 
dos pirámides de base triangular LKBM y PEDF. Calculemos ahora 
el volumen de estas pirámides. 

Supongamos que la altura de la pirámide SABCD es igual a H y 
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la arista de la base equivale a a; en este caso su volumen Y = 1/3 o. 
Por ser N el punto medio de la arista CS, la perpendicular ba ada 
desde este punto al plano ABCD es igual a 1/2 H. Es también fácil de- 
mostrar que las perpendiculares bajadas desde los puntos LyPal 
plano ABCD son iguales a 1/4 H. Las áreas de Jas bases de las pirá- 
mides en cuestión se calculan con facilidad: son iguales respectiva- 
mente a 9 a?/8, a*/8 y a*/8. El volumen de nuestro poliedro CDFKBLNP 
es igual a 


Y, = 30H —2- Gm 


Ja 9 
Fig. 145 Fig. 146 


Esto significa que el plario secante divide el volumen de la pirámide 
en la relación de 1 : 1, 

La determinación de la forma de la sección en este problema puede 
obtenerse de modo bastante simple, sin aplicar el método en conside» 
ración, puesto que está absolutamente claro que en Ja sección resulta 
un pentágono NLKFP. Sin embargo, sin salir de tos límites de la 


, 
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pirámide, no habriamos podido encontrar un método fino del cálculo 
del volumen del poliedro que se sitúa debajo del plano secante. 

Muchos estudiantes trataron de hallar el volumen dividiendo el 
poliedro CDFKBLNP en pirámides. Pero este método requiere, ante 
todo, una imaginación geométrica excelente, mucho más desarrollada, 
que para el cumplimiento de nuestra solución. Además, este método 
implica cálculos muy voluminosos, mientras que en la solución ¡lustra- 
da éstos son insignificantes. 

4. Los lados. de las bases de una pirámide regular truncada de base 
hexagonal son a y 3a. La distancia entre dos aristas paralelas situadas en 
los planos de distintas bases y en distintas caras laterales es igual a b. 
Calcular el área de la sección de la pirámide por «un plano que pasa por 
las aristas paralelas mencionados. 

Tracemos un plano secante por las aristas AB y D,E, (fig. 143). 
Con el fin de construir la sección, encontremos los puntos K y L en 
que la recta AB se interseca con las prolongaciones de las aristas EF 
y DC. Como los puntos K y E, se sitúan en el plano de la cara lateral 
EFF,E,, la recta KE, cortará la arista FF, en cierto punto M. La 
recta LD, se sitúa en el plano de la cara lateral CDD|C, e interseca la 
arista CC, en cierto punto N 

Así, la forma de la sección ha sido hallada: es el hexágono 
ABND,E,M. 

Señalemos para los cálculos ulteriores que los triángulos AKF 
y BLC son equiláteros, con el lado igual a 34. De aquí se deduce, en 
particular, que KF =£C= Ba. 

Con el fin de facilitar los cálculos, conviene levantar dibujos pla- 
nimétricos auxiliares. Trazando el plano de Ja cara EE,F,F en la 
fig. 144 y comparando los triángulos semejantes ME,F, y MKF, 
determinamos que el punto M divide la arista F,F en la relación de 
|: 3. De modo análogo se puede mostrar que el punto N divide la 
arista C,C también en la relación de 1 : 3. De aquí se deduce, además, 
que EM: MK=1:3yD,N:NL=1:3. 

Dibujemos áparte el plano de ha sección en la fig. 145. El hexágono 
en cuestión ABND,E,M se obtiene del trapecio K£LD, E, por medio 
de la separación de dos triángulos iguales KAM y LBN, Puesto que 
KL =%9a, E,D,=a y la altura del trapecio, el decir, la distancia entre 
las rectas AB y E¡D; es igual a b, en este caso el área del trapecio 
equivale a 5 ab. Gracias a que el punto M divide el segmento E, K 
'en la relación de 1: 3, la altura del triángulo KMA bajada desde el 
punto Ma la AK", es igual a 3/4 6. Por esto el área del triángulo AKM 
equivale a 9ab/8. 

Ahora se calcula fácilmente el área de la sección: es igual a 11 ab/4, 

Existen problemas en los cuales el plano secante se da por tres 
puntos dispuestos en las aristas (o en sus prolongaciones) del poliedro 


1) Señalemos de paso que MA y NB son perpendiculares a K£, 
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en consideración y, no obstante, la ejecución formal del método des- 
crito arriba de la construcción de la sección no conduce. al resultado. 

Esto tiene lugar en los problemas en que la recta que une.los dos 
puntos dados de la sección resulta ser paralela a la arista del poliedro. 

En tales casos conviene aprovechar el teorema de que si dos planos 
son paralelos a una recta, la línea de su intersección es también para- 
lela a esta recta. _ 

9. En la pirámide regular de base cuadrangular SABCD todas las 
caras laterales son triángulos equiláteros con el lado igual a 1 m. En la 
prolongación de la arista. AS se toma el punto K por el punto A de tal 
modo que AK =1/2 m. Un plano está trazado por el punto K y puntos 
medios de las aristas BC y AD. Hallar el área de la sección formada. 

Supongamos que É£ es el punto medio de la arista AD y F es el 
punto medio de la arista BC (fig. 146). Por encontrarse los puntos 
K y E en el plano de la cara ADS, la recta KE interseca la arista DS 
en el punto N. Al trazar una recta AP]|DS y analizar los triángulos 
semejantes KAP y KSM hallaremos que AP = 1/3 SN, Pero tomando 
en consideración que AP=DN obtenemos que el punto N divide la 
arista SD en la relación de 3: 1. 

Ahora se necesita encontrar un punto más (además del punto dado 
F) en cualquier cara lateral. Sin embargo, esto se puede efectuar sola- 
mente aplicando el teorema recién formulado. En efecto, puesto que 
EF ||CD, el plano de la sección es paralelo a la arista CD y, teniendo 


Fig. 147 Fig. 148 


en cuenta que la arista CD se halla en la cara CDS, obtenemos que el 
plano de la sección corta la CDS, por la recta MN que es paralela a la 
arista CD. 

Así, pues, la sección está construida: ésta es el trapecio EFMN. 
Calculemos ahora su área. Como SN =3/4 DS y ADSCmAMNS, 
en este caso SN =3/4 m. Analizando el A DNE y aplicando el teorema 
de los cosenos hallamos que NE = V 3/4 m. De modo análogo hallamos 
que FM=V 3/4 m. Aquí están todos los lados del trapecio EFMN, 
y su área será: 7V 11/64 m?. 
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6. La altura de un prisma recto es 1, su base es un rombo de lado 2 
y ángulo agudo de 30”. Por un lado de la. base se ha trazado un plano que 
corta el prisma y está inclinado a 60” respecto de la base. Hallar el área 
de la sección. 

También en este problema, para construir la sección, debe recu- 
rrirse al teorema de la intersección de los planos paralelos a una recta. 
Algunos estudiantes ofrecen “la solución” siguiente: “Supongamos que 
el plano secante pasa por la arista AB del prisma ABCDA, B,C,D,, 
entonces interseca el plano de la cara DCC,D, por la recta MN (fig.147). 
Bajando desde el punto M una perpendicular a la AB, obtenemos los 
triángulos rectángulos ADK y MKD, ya que de acuerdo con el teorema 
de las tres perpendiculares KD 1 AB. Valiéndonos del A ADK se 
obtiene: DK = l. Puesto que AB.L KD y ABX_KM, el ángulo MKD 
es lineal del ángulo diedro entre el plano de la base y el plano secante, 
es decir, £4MKD =60*. En el AMKD hallamos que MK =0, Por 
ser MK la altura del paralelogramo AMNB, el área de éste es igual 
a 4. Esto significa que el área de la sección es igual a 4”. 

En esta solución todo es correcto, salvo la última frase de que la 
sección es el paralelogramo AMNB. En realidad, en la resolución 
recién cumplida la sección no fue construida ya que para hacerlo es 
necesario saber la posición exacta de:los puntos M y N en las aristas 
DD, y CC,, lo que no fue hecho. Por esto, para resolver correctamente 
este problema, lo primero que hay que hacer es determinar la posición 
del punto M. Efectuando los mismos razonamientos que en la solu- 
ción anterior, encontramos de acuerdo con el A KMD que MD = Y 3. 
Resulta que la longitud del segmento MD es mayor que la de la,árista 
DD,, es decir, resulta que la fig. 147 contiene un error y es necesario 
trazar otro dibujo donde el punto M se sitúe por encima del punto 
D, (fig. 148)”. Uniendo los puntos A y M, B y N, obtenemos que el 
plano secante corta también la cara A,B,C,D, por la recta QPIAB. 
Esto significa que la sección es el paralelogramo ABPQ. Hallemos su 
altura. Con este fin tracemos MK.L AB y desde el punto Q, (intersec- 
ción de las rectas MK y QP) bajemos una perpendicular a KD. Va- 
liendonos del triángulo rectángulo Q, KL, en que LQ, =1 y 2Q,KL= 
= 60” se obtiene que KQ, = 2/Y 3. Ahora se calcula fácilmente el área 
incógnita de la sección: ésta es igual a av 3 

En los problemas anteriores teníamos siempre, en el plano de por 
lo menos una cara del poliedro, dos puntos de la sección buscada. Co- 
nociéndolos, encontrábamos uno o dos puntos más que se hallan en 

_las aristas y, por lo tanto, en otras caras. Ahora en el plano de la cara 
nueva también tenemos dos puntos de la sección, etc. 


. 1 Puesto que para la determinación de la longitud del segmento MD no hemos 
utilizado la condición de que si apunte M se e encima o por debajo del pun- 
to D,, se puede calcujar Ja longitud del segriiento MD utilizando cualquiera de las dos 
figuras, 147 Ó 148. ; 


cd 
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Sin embargo, esto tiene lugar no en todos los problemas; con fre- 
cuencia uno de los puntos que determinan la sección se encuentra dent- 
ro del poliedro o todos los puntos se dan en diferentes caras. Para 
resol ver los problemas de este tipo hay que trazar construcciones comp- 
lementarias. Por lo común, en estos casos se traza un plano auxiliar 
que contenga una recla del plano de la sección y una recta dispuesta 
en el plano de una de las caras del poliedro. En el plano auxiliar 
construido se busca el punto de intersección de dichas rectas y de este 
modo se halla un punto más de ta sección, dispuesto ya en el plano: de 
la cara. La construcción ulterior se efectúa de acuerdo con el esquema 
descrito arriba. ' 

7. Se da el cubo ABCDA,B,C,D, en que AÁA,, BB,, CC,, DD, son 
las aristas laterales: ¿En qué relación se divide la arista B, C, por el-punto 
£ que pertenece al plano que pasa por el vértice A y los centros de las 
caras A 18,C,D, Y B,C,CB? 

En este problema ninguno de los tres puntos de la sección se 
encuentra en una cara del cubo. 

Supongamos que los puntos S y R son los centros. de las caras 

BCC,B, y A,B,C,D, (fig. 149). Tracemos por estos dos puntos el 
plano a, perpendicular a la arista B,C,. Es obvio que el plano corta 
ek cubo formando el cuadrado NLMQ, cuyos vértices son los puntos 
medios de las aristas correspondientes del cubo. 
Como los puntos R y S se sitúan en este plano, en el mismo se halla 
también toda la recta RS. Mas en este cáso RS intersecará la recta 
. MQ:en cierto punto O. Con esto A RNS = A 0QS, de donde se deduce 
que el segniento OQ es igual a la mitad de la aristá del cubo. 

Ahora disponemos de dos puntos de la sección en el plano de la 
cará ABCD: A y O. La recta AO interseca la arista BC en cierto punto 


Fig. 149 


K. Valiéndonos de la semejanza de los triángulos ABK y KQO se ob- 
tiene que BK = 2QK. Como el segmento BQ"equivale a la mitad de la 
arista BC, de aqui halla mos que BK = 1/3 BC. 

La recta KS se sitúa en el plano de la cara BCC, B, e interseca la 
arista B,C, en el punto E. Precisamente, de este punto se trata én los 
datos del problema. Por ser S el centro del cuadrado BCE, B,, en. 
este caso EC, = BK =1/3 B,C,, es decir, el punto £ divide la arista 
B,C, en la relación de 2 : l. 
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Muchos estudiantes resolvían este problema basándose también 
en la intuición puramente geométrica. Colocando al azar el punto E, 
de que se trata en el problema, más cerca del vértice C, o del vértice 
B,, obtenían la fig. 150 o la 151 (el punto E no puede encontrarse 
exactamente en el centro del segmento B,C,, ya que en este caso el 
plano que pasa por los puntos E, S y R sería paralelo al plano de la 
cara ABB,A, y no pasaría por el punto A). 

Está tlaro, intuitivamente, queel cuadrángulo representado AKEL 
en la fig. 151 no es plano, pero no es tan simple demostrar que este 
dibujo es imposible. Entre tanto, algunos estudiantes sólo pudieron 
ver el dibujo en la fig. 151 y no el de la fig. 150 y por eso no púdieron 
resolver el problema. 

Procedamos los razonamientos observando simultáneamente los 
dos dibujos; esto nos facilitará resolver estrictamente el problema 
y al mismotiempo permitirá convencernos de que es correcta la, fig. 150. 

El plano secante de que se trata en el problema, to designemos por 
B, pasa por el vértice A y los centros :R y S de las caras A,B,C,D, 
y B,C,CB y, por consiguiente, se determina de manera unívoca. La 
recta [, a cuyo largo el plano f se interseca con la cara 4,B,C€,D,, 
no puede ser paralela a la arista A,D, Fe que de lo contrario el plano 
B no se intersecaría por la cara B,C,C.B y por eso no podría pasar por 
el punto S. Por consiguiente, la recta 1 se interseca con la recta A,D,, 
es decir, el plano f se interseca con esta recta y, por eso, también con 
las rectas B,C, y BC, paralelas a ésta. De este modo, el plano $ inter- 
seca las aristas 4,D,, B,C, y BC del cubo (o las: prolongaciones de 
éstas); designemos por £, E, K los puntos de intersección correspon- 
dientes. 

El cuadrángulo ALEK es plano (stis cuatro vértices se sitúan en el 
plano 6), ALIAXE y AKYLE como lineas de intersección del par de 


Fig. 150 Fig. 151 


lanos paralelos por una tercera. Por consiguiente, ALEK es un para- 
elogramo. 'De esta manera queda determinada la forma de la sección. 
Tracemos KK, 1 B,C, en el plano de la cara B,C,CB. K,E=A,L, 
puesto que A K,KE = A A, AL. Como R y $ son centros de las caras, 
EC, =BK y EC, = A,L; además está claro que BK = B, K,. De aquí 
obtenemos que B, K, == K, E = EC.,. ” 


14 m 395 
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Ahora es evidente que los puntos B,, K,, E y C están dispuestos 
precisamente del modo que se ven en la fig. 150, mientras que la fig. 151 
es irreal ya que en ésta B,K¡>K, E. 

Hemos obtenido automáticamente también la solución del pro- 
blema: B,E A EC, == 2. j h E 

8. Se da un prisma triangular regular. ABCA, B,C, con las aristas 
laterales AA,, BB, y CC,. Supongamos que el punto P divide el eje OO, 
del prisma en la relación de 5 : 1. Por el punto P y los puntos medios de 
las aristas AB y A,C, está trazado un plano. ¿En qué relación dicho 
plano divide el volumen del prisma? 

Supongamos que £ y N son los puntos medios de las aristas A,C, 
y AB (fig. 152). Con el fin de construir la sección hallemos un punto 
más que se encuentra en una misma cara con el punto N, por ejemplo, 
el punto de intersección de la recta EP con la cara ABB,A,. Está 
claro que dicha recta se encuentra, en particular, en el plano « que 
pasa por los puntos E, O, y P. En este plano se sitúa la recta EO, y, 
por consiguiente, también el punto B.. 


Fig. 152 * Fig. 153 


Como las rectas PO, y BB, son paralelas y la recta PO, se encuentra 
en el plano a, en éste se halla también la recta BB,. Esto quiere decir 
que la recta EP intersecará la arista BB, en cierto punto D. Gomo los 
triángulos EDB, y PEO, son semejantes y como E0, = 1/3 B,E, PO, = 
= 1/6 BB,, obtenemos que DB, = 1/2 BB,. Así, pues, hemos hallado 
un punto más de la sección, el punto medio de la arista BB,. Los ra- 
zonamientos ulteriores son análogos a los de los problemas anteriores. 

Merced a que los puntos N y D (fig. 153) se sitúan en el plano de 
la cara ABB,A,, obtendremos, trazando la recta ND, que ésta inter- 
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secará la prolongación de las aristas A, B, y A, A en los puntos M y L. 
En este caso es fácil demostrar que el punto £ dista la mitad de la 
arista AA, del punto A y el punto M dista la mitad de la arista A, B, 
del punto B;,.' 

Al unir el punto £ con los puntos M y L, obtenemos los puntos K 
y F que determinan definitivamente la sección que se busca, el pen- 
tágono EKDNF. 

Teniendo en cuenta la semejanza de los triángulos ALF y A,LE 
obtenemos que AF = 1/6 AC. Con el fin de determinar B, K se puede 
proceder de la misma manera que en el problema 3 y, como resultado, 
obtendremos que B,K = 1/4 B,C,. Así queda determinada completa- 
mente la posición de los puntos £, K, D, N y F. 

Calculemos el volumen del poliedro AERB,DNAF designando 
or h-la arista lateral del prisma y por sel área de su base. Dicho po- 
iedro se obtiene dé la pirámide LA, EM (£ es el vértice) separando 

las pirámides LAFN y DB,KM (L y D son los vertices). 

Jn cálculo sencillo demuestra que el volumen del poliedro: en 
cuestión es igual a 49 hs/144, de donde se deduce que el plano secante 
divide el volumen de Ja pirámide en la relación de 49 : 95. 

A veces el plano de la sección se da no con tres puntos, sino con 
otras condiciones, por ejemplo, con un punto y la condición de que: el 
plano secante sea paraleto a cierto plano, 'o con un. punto y la condi- 
ción de que el plano secante sea paralelo a dos rectas que se cruzan. 
En los problemas de este tipo deben hallarse, utilizando estas condi- 
ciones, los puntos que estén en los planes de las caras y sólo después se 
puede seguir con la resolución del problema, según el método corriente 
descrito arriba. na 

9. En el paralelepipedo rectangular ABCDA,B,C,D, (ABCD y 
A,B,C,¡D, son las bases, AA,]1BB,l| CC. 1DD,) se dan las longitudes 
de las aristas AB=a, AD=b, AAíac. 
Supongamos que O es el centro de la base 
ABCD, 0, es el centro de la base A,B,C,D, 
y S es el púnto que divide el segmento 0,0 en | 
la relación. de 1 : 3, es decir, 0,S* SO=1:3. 
Hallar el área de la sección del paralelepipedo 
por el plano que pasa por el punto S en paralelo 
a la diagonal AC, del paralelepipedo y con la 
diagonal BD' de su base ABCD. 

Puesto que el punto S se encuentra en el 
plano diagonal BDD, B,, el plano secante que 
es paralelo a la diagonal BD, interseca dicho 

lano a lo largo de la recta EF que es para- 
ela a BD (fig. 154). En este caso es evidente 
que D,£ = 1/4 D,D =c/4 y B,F =c/4. 

Asi, al aplicar la condición del paraleli- 
smo del plano secante a la diagonal BD, 
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hemos encontrado dos puntós de la sección que se sitúan en las 
aristas del paralelepípedo. 

Apliquemos ahora otra condición: el paralelismo del plano secante 
a la diagonal AC,. El punto S está también en el plano dia- 
gonal ACC, 4,, por eso el plano secante interseca a este plario por la 
recta MN que es paralela a la diagonal AC,. Sea Q el. punto medio de 
la diagonal AC,. Como la recta 00, se sitúa en el plano ACC; A, está 
claro que SQ=1/4 0,0 =1/4 4A,==c/4. Puesto que MN. |AC,, 
AMISQ y NC 1SQ, obtenemos que MA'= NC, =SQ =c/4. 

Así es como hemos encontrado cuatro puntos que pertenecen a la 
sección y se sitúan en las aristas del Baralelepipedo o en sus prolon- 
gaciones. o 

Los puntos E y N están en el plano de la cara DCC,D,, por eso 
la recta EN interseca la arista D,C, en cierto punto L. Como ED, = 
= NC,, está claro que L es el punto medio de la arista D, C, y, además, 
EL = LW. De modo análogo se demuestra que la recta FN interseca 
la arista B,C, en su punto medio (en el punto K) y que KN = KF. 

Así, pues, la sección se ha determinado por completo: es el pen- 
tágono MFKLE. Para calcular ss área señalemos que el pentágono 
se obtiene del cuadrángulo MFNE mediante la separación del tri- 
ángulo KNL. El cuadrángulo MFNE es un paralelogramo, ya que 
MEHFN y MFIEN (el plano secante corta los planos paralelos por 
las líneas paralelas), por esta razón su área es igual a dos áreas del 
triángulo MFE. 

Teniendo en cuenta que EN =1/2 EN y KN =1/2 FN- obtenemos 
que el área del triángulo LN.K es igual a la cuarta parte del área del 
triángulo EFN o a la cuarta parte del triángulo MFE que es igual a 
éste. Esto significa que el área de la sección es igual a 7/4 del área 
del triángulo MEE. 

Hallemos ahora el área S: del triángulo NFE. Sé nota fácil mente 
que EF=DB=Va+b3, ME=V a+ (074), ME =V +03). 
Valiéndonos de la fórmula de Herón, después de las transformaciones 
necesarias, se encuentra el área del. triángulo MFE. Luego sé. obtiene 
el área de la sección que es igual a 7 Vi2bt Hale Fbrez 

Así, en todos los problemas analizados, -el método corriente nos 
permitió construir casi automáticamente la sección, mientras que las 
construcciones complementarias fuera del poliedro en cuestión per- 
mitieron efectuar de modo muy simple los cálculos necesarios. 

Señalemos además, que las construcciones complementarias con 
la salida ¿uera de los límites del potiedro que se considera pueden apli- 
carse con éxito a la solución de otros problemas (véanse, por ejemplo, 
el problema 4 del $ 5 y el problema 2 del $ 6 de la Parte 111). 
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l. Una Dieli regular de hase cuadrangular cuyo lado de la base es a y el án- 
gulo diedro de la base es igual a 2a está cortada por un plano que divide en dos par- 
tes iguales el ángulo diedro. de la base. Hatlar el área de la sección. 

2. En una pirámide regular de base triangular el ángulo plano del vértice es 
igual a 2a. Hallar el área de la sección de la pirámide por un plano que pasa por uno 
de los lados de la base perpendicutarmente a la arista lateral opuesta. El lado de la base 
de la pirámide es a. 

3. En una dello regular de base cuadrangular, por un lado de la base se 
ha trazado un plano perpendicular a la cara lateral opuesta. Calcular el árca de la 
sección si el lado de la base de la pirámide es a y el ángulo diedro a la base cs igual 


a. 

4. Hallar la relación entre los volúmenes de dos cuerpos formados por la sección 
de una pirámide regular cuadrangular por un plano que pasa por los puntos medios de 
dos tádos contiguos de la base perpendicularmente a ésta. ; 

5. En una pirámide regular de base cuadrangular el plano que pasa por un lado 
de la base y la línea media de la cara lateral opuesta, forma con la báse un ángulo de 
60". Calcular el volumen de la pirámide si el lado de la base es a. : 

6. Una pirámide regular de base triangular está cortada por un plano que es 
aralclo a: la base de tal manera que Ja superficie lateral se divide en dos partes igua- 
es. ¿En qué relación se divide la altura? ] 

7. Una pirámide regular de base triangular tiene la altura A y la arísta lateral 4, 
Hallar e área de la sección que es paralela a la base y está separada de ésta a la dis- 

ancia de a. : 

8. Una pirámide regular de hase cuadrangular stá coertada por un plano que. es 
paralelo a la base. ¿En qué relación se divide e) volumen de la pirámide si el área, de 
la sección es tres: veces menor que cl 4rea de la base? 

a Por uno de los vértices de la base de una pirámide regular de base cuadrangu- 
lar se ha trazado un plano que es perpendicular a la arista lateral. Determinar el área 
de la sección si la arista de la hase es igual a 1 y la arista tateral es 2. 

10. Por uno de los lados de la base de un prisma triangular recto y regular se ha 
trazado un plano bajo el ángulo a respecta a la hase, separando del prisma una pirá- 
mide de volumen V. Determinar el área de la sección. 

11. En una pirámide regular de base cuadrangular PABCD de vértice P el dado 
de la base es igual a a y el angulo de inclinación de la cara tateral respecto a la base 
es igual a q. En la pirámide se traza un.plano secante que divide en dos partes igua- 
les e) ángulo diedro a la arista CD. Determinar la longitud del segmento, a lo largo 
del cua) el plano se interseca cón la arista APB. 

12. La base inferior ÁBCD de un prisma recto ABCDA,B,C,D, (donde AA,, 
BB,. CC, y DD, son las aristas laterales) es un rombo con el ángulo agudo q. Se sabe 
que-én el prisma puede inscribirse una esfera de diámetro d, que es tangente por su 
interior a todas Sus caras. Calcular el área de la sección del prisma con el 
plano que pasa por Jas aristas BC y A,D,. 

13, De.una pirámide regular de hase cuadrangular se ha separado otra pirámide 
por un plano que pasa por la arista ÁB de la base. La relación entre las superficies 

aterales de las pirámides cs igual a 2. Determinar la relación entre el área del trián- 
gulo, separado por la sección trazada de ta cara opuesta a la arista AB, y el área de 
esta Cara. 

14. Sé da un prisma recto en el cual un triángulo regular sirve de busc. Por uno 
de los tados de la base inferior y por el vértice opuesto de la base superior se ha trazado 
un plano, El ángulo entre este plano y ta base del prisma es igual a a y e! plano de la 
sección del prisma es S. Determinar el volúmen del prisma. 

15, Se da un prisma regular triangular ABCA'B'C' con las aristas laterales AA”, 
BB“, CC'. En la prolongación de la arista BA se toma un punto M de tal modo que 
MA = AB(MB= 2AB); un piano se ha trazado por los puntos M, B” y el punto 
medio dela arista AC. ¿En qué relación el plano divide al volumen de la pirámide? 
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16. Se da el cubo ABCDA'B'*C'D” con las aristas laterales AA', BB”, CC' y DD”, 
En las prolongaciones de las aristas AB, AA”, AD se han fijado, respectivamente, los 
segmentos BP, A'Q, DR de 1,5 AB de longitud (AP = AQ = AR = 2,5AB). Se 
tiene un plano que pa por fos puntos P, Q y R. ¿En qué relación el plano divide 
al volumen del cubo? 

17. En la hase de una pirámide regular de base Solas Japo se sitúa un cuadrado 
de tado u. La altura de la pirámide es igual a la diagonal de este cuadrado.-La pirá- 
mide está cortada por un plano que es paralelo a su altura y a dos lados opuestos de la 
base. Hallar el perimetro de la sezción si se sabe que en ésta puede inscribirse ura cir- - 
cunferencia. 

18. Un plano está trazado por el punto medio de la diagonal de un cubo, que es 
perpendicular a esta. Determinar el área de la figura formada en la sección del cubo 
por dicho plano sí la arista del cubo es a. 

19. Por una arista de la base de una pirámide regular de base cuadrangular se ha 
trazado un plano que separa de la cara opuesta un triángulo de área a?. Detérminar la 
superficie lateral de la pirámide que está separada de ésta por el plano trazádo, si 
la superficie lateral de la pirámide entera es igual a D%, 


20. En la pirámide regular de base triangular SABC un plano que pasa por el 
lado AC de la base y se dispone perpéndicularmente a la arista SB, separa a.otra pi- 
rámide DABC cuyo volumen es 1,5 veces menor que el de la pirámide SA:BC. Calcular 
la superficie lalcral de la pirámide SABC si AC = a. . 

21. En la pirámide regular de hase cuadrangular SABCD el Pano trazado por 
el lado AD de la base es perpendicular a la cara BSC y la divide en dos partes de áreas 
iguales. Determinar la superficie total de la pirámide si se conoce qué AD = a. 

. 22. En una pirámide regular de base cuadrangulat SABC de vértice S y volumen 
V'se ha trazado un plano que es paralelo a la mediana de la base BN e interseca la 
arista laterat SA en el punto K y a la arista lateral SB en el punto L, siendo.SK => 
= 1/2 SA, SL = 1/3 SB. Hallar el volumen de Ja parte de la pirámide que se encu- 
eníra por debajo de este plano. , 

- 23, Ua pirámide regular de base cuadrangular SABCD de vértico 'S se corta por 
un plano que separa las aristas SA, SB y SC formando los segmentos SK = 92/38$A4, 
SL = 1/25B, SM = 1/3SC respectivamente. La longitud de la arista lateral de la 
jirámide [igual a a. Calcular la longitud del segmento SN cortado por el plano en 
á arista E 

24. En la pirámide regular de base cuadrangular SABCD de vértice S y altura 
h, se ha trazado un plano por el centro de la base, que es paralelo a la cara SAB. 
El área de la sección obtenida es igual a la de la basc. Hallar el volumen de aquella 
parte de la pirámide que se encuentra por debajo del plano. 

25. En una pirámide regular de base hexagonal el lado de la base es a y la al- 
tura, A, Calcular el área de la sección. que.pasa por jos puntos medios de dos Jados de 
la base. no contiguos ni paralelos y porel punto medio de la altura dé la pirámide. 

26. El área de la sección trazada por la diagonal de la base de una pirámide regu- 
lar de base cuadrangular en paralelo a la arista lateral que no se interseca con esta 
diagonal, es igual a S. Calcular el área de la sección que pasa por los puntos medios 
de los dos lados contiguos de la base y el punto medio de la altura de la pirámide. 

27. El área de la cara lateral de una pirámide regular de base hexagonal es igual 
a 5. Calcular el área de la sección qué atraviesa el punto medio de la altura de la pi- 
rámide paralelamente a la cara lateral. 

28. FJ) ángulo entre la arista lateral y el plano de la base de la pirámide regular 
de base triangular SABC de vértice S es igual a 60”. Por el punto A se ha trazado un 
plano que es perpendicular a la bisectriz del ángulo S del triángulo BSC. ¿En qué 
a dis de intersección de este plano con el plano BSC divide al plano de la 
cara 


29. Por el lado de la base de la pirámide regular de base cuadrangular se ba tra- 
zado un plano que es perpendicular a la cara opuesta. Calcular el área de la sección 
formada, si la altura de la pirámide es f, mientras que la relación entre la superficie 


lateral y el área de la base es "/3. 
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80. En la pirámide de base triangular SABC de vértice S se tiene que 
SA=SC, SB= 24C, AB= BC= 1,54C. 
Se ha trazado uh plano por Al el punto medio D de la arista SB. El área de la 
superficie total de la pirámide SÁDC supera al área total de la superficie de la pirá- 
mide DABC en una magnitud que es igual al área de la base de la pirámide SABC. 
IES el ángulo de oblicuidad de la cara ASC al plano de la base de la pirámide 

31. En la pirámide regular de base triá úlar SABC de vértice S, el lado de la 
base es a y los ángulos planos del vértice son de 30?. Por el punto A y el punto medio 
de la artista SB «e ha trazado un plano que divide a la pirámide cn dos partes iguales 
en volumen. Hallar los segmentos en que el plano divide la altura de la pirámide. 

32. En la pirámide regular de base cuadrangular SABCO del vértice S se ha tra- 
zado un plano secante P paralelo al lado AB y que pasa por el punto de langencia 
de ta esfera inscrita y la cara SAB, así como por el punto dc esta esfera, próximo al 
vértice S. Determinar el área de la sección de-la pirámide par el plano P si AB = 1, 
SA= Y 5/2. l 

33. En una pirámide regular de base cuadrangular SABCD de vértice S y lado 
de la base d V 3 está inscrita una esfera cuyo radio es d/2. El plano P, que forma con 
el plano de la base un ángulo de 30?, es tangente a la esfera e interseca la base: de la 
pirámide a lo largo de la Jínea que es paralela al lado AB (el punto de Crd pl 
del plario P con la esfera está situado por Sia del centro de la esfera). Hatlar el 
área de la sección de la pirámide por ci plano P. . 7 

34. La base,del prisma recto ABCA,B,C, es el triángulo rectángulo isósceles 
ABC. con catetos AB = BC= t dm. En éste se ha trazado un plano por los pun- 
tos medios de las aristas AB y BC y el punto P que está dispuesto en. la prolongación 
de la arista B,B, tras'el punto B. Calcular el área de la sección obtenida sí BP = 
= 1/2 dm y B,B= 1 dm. 

35. Se da el cubo. ABCDA,B,C|D, cuya arista es y 70 a l dm. En la prolongación 
de la arista D,D, tras el punto D, se toma un punto P tal que DP = 1/2 dm. Se ha 
trazado. un plano por el punto P y tos puntos medios de las aristas AA, y CC). Deter- 
minar el área de la sección obtenida. 
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En los exámenes se practican ampliamente los problemas estereo- 
métricos en los cuales se analizan diferentes combinaciones de cuerpos. 
Al resolver estos problemas hay que pensar detenidamente e imaginar 
bien ta disposición mutua de los cuerpos én el espacio, trazar de manera 
legible el dibujo y demostrar con exactitud todas las afirmaciones. 

Las. mayores dificultades surgen en los casos en que uno de los 
cuerpos es una esfera. Sin embargo, en estos problemas la representa- 
ción de la propia esfera suele a menudo ser superflua, es suficiente 
e sólo su centro y puntos de tangencia con diversos planos y rec- 
as. 

En la solución de los problemas para las combinaciones de cuerpos 
es muy útil hacer diversos dibujos planimétricos auxiliares, trazar 
aparte configuraciones planas, cuya representación esté desfigurada 
por la perspectiva espacial. 

Examinemos más detallada mente un caso en que se trata de com- 
binaciones de la pirámide y la esfera. Primero, nos detendremos en 
la figura compuesta de-una pirámide y una esfera inscrita en la misma. 
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Definición. Una esfera se denomina inscrita en una pirámide (cual- 
quiera) sí es tangente a todas las caras de la pirámide (tanto a las latera- 
les como a la de la base). 

De este modo, el centro O de la esfera inscrita (fig. 155) es un punto 
que equidista de todas las caras de la pirámide. Esto significa que en 


caso de bajar las perpendiculares OA, 0B, OC, ... desde «el centro 
de la esfera inscrita a las caras de la pirámide, todas estas perpendicu- 
lares tendrán una misma longitud. 

En do que se refiere a los puntos A, B, C, ..., que son bases de las 
perpendiculares, son también los puntos de tangencia de la esfera 
iriscrita con las caras de la pirámide. 

Señalemos el hecho siguiente. Al bajar perpendiculares desde .los 
puntos A y B a la arista MN, resulta que un mismo punto servirá 
de base de dichas perpendiculares. En efecto, el segmento OB es perpen- 
dicular al plano de la base y por eso OB_LMN (véase el $ 4, Parte [11); 
el segmento OA es perpendicular al plano MSN y por eso OA_LMN. 
Por consiguiente, la arista MN es perpendicular al plano trazado -por 
las rectas que se intersecan OA y OB. Si P es el punto de intersección 
de este plano con ta arista MN (nótese que este punto puede encontrar- 
se también en la prolongación de dicha arista), entonces AP_LMN, 
BP_L MN y por lo tanto el punto P es la base común de las perpendi- 
culares bajadas desde los puntos 4 y B ala arista MN. Naturalmente, 
todos los razonamientos serán válidos si en lugar de MN se toma 
cualquier otra arista de la pirámide (el lector mismo puede cumplir 
los razonamientos para la arista MS). en 

Teorema. Si en una pirámide está inscrita una esfera, el centro de 
ésta es el punto de intersección de los planos bisectrales de todos los án- * 
gulos diedros de la pirámide. . 

En efecto, cualquier punto que equidiste de Jas dos caras de un 
ángulo diedro, se sitúa en el plano bisectral de este ángulo .diedro 
(vease $ 2, Parte 111). Por esta razón el centro de la estera inscrita, 
equidistando de todas las caras de la pirámide, ha de encontrarse en 
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cada uno de los. planos bisectrales, es decir, es el punto de intersección 
de los planos bisectrales de todos los ángulos diedros ”. 

El centro. de una esfera inscrita en tina pirámide siempre se halla 
dentro de la pirámide, esta afirmación se deduce de que todos los 
pS del plano bisectral se encuentran entre las caras del ángulo 
diedro. 

Subrayemos, finalmente, que en caso de proyectar ortogonal mente 
la esfera inscrita en la. pirámide, sobre el plano de la base de la pirá- 
mide, ei círculo producido en la proyección no será inscrito en el 
poligono dispuesto en la base de la pirámide. 

El problema que sigue da una idea de cómo debe efectuarse, de 
maneta exhaustiva, la solución de los problemas para las combinacio- 
nes de la pirámide y la esfera (y otros problemas similares). Es inte- 
resante también por el hecho de que lá pirámide que se analiza es 
“mala”: en su base se encuentra no un, polígono regular, como suele 
suceder a menudo,. sino un trapecio. Ñ 

1. En una pirámide de base cuadrángular PABCD. está inscrita una 
esfera que es tangente a. todas sus caras. La.base de la pirámide: es un tra- 
pecio isósceles ABCD: con el lado. lateral AB=! y el ángulo agudo e, 
mientras que las caras laterales APD: y BPC son triángulos isósceles 
(AP = PD, BP = PC) que con la base de. la pirámide forman un mismo 
ángulo a. Hallar el radio de la esfera. | 

Supongamos que PABCD es la pirámide, en cuya base se sitúa el 
trapecio isósceles. ABCD; AB.=CD =1, £ BAD = LL ADC= q. Las 
caras laterales de la pirámide APD, y BPC son triángulos isósceles: 
AP =PD, BP =PC; sus bases son simultáneamente las bases del 
“trapecio (fig. 106). e 

Tracemos una apotema PK de la cara APD y la altura PH de la 
pirámide. En este caso. la arista AD, por e pendicutar a las dos 
rectas. PH y PK que sé intersecan, es perpendicular al plano HPK; 
BCEHAD. y por eso la arista BC es perpendicular al plano HPK y, en 
caso. particular, a la. línea PL de intersección de este plano con la cara 
BPC (es decir, PL.es una apotema). Por lo tanto £PLK y Z.PKL 
son ángulos lineales de los ángulos diedros entre la base y las caras 
laterales BPC y APD respectivamente; según los datos, 4 PLK = 
=LPKL=a4u. ( 


1 No es difícil comprender que es válida también da afirmación inversa: una 
esfera puede inscribirse en una pirámide, si los. planos biszctrales de todos sus ángulos die- 
dros se intersecan. en un: mismo punto. No obstante, no se deduce de ningún moda que 
todos los planos bisectrales se intersecan en tin mismo punto, No es difícil encontrar 
un éjemplo de una pirámide de base cuadrangular que no tenga un punto común para 
los ocho planos bisectrales; por esta causa ts imposible inscribir una esfera en la 
pirámide de este tipo. Se puede demostrar (esto se propone al lector) que 1) puede 
inscribirse una esfera en. cualquier pirámide de base triangular, 2) puede inscribirse una 
esfera en. una pirámide regular de base n-angular., 
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De acuerdo con los datos, en la pirámide 
en cuestión está inscrita: una esíera; .se requ- 
iere hallar su radio. El centro de la esfera 
inscrita se sitúa en el plano bisectral del 
ángulo diedro entre los planos BPC y APD 
puesto qué equidista de las dos caras. Luego, 
de acuerdo con las mismas consideraciones, 
el centro se sitúa también en el plario bisec- 
tral del ángulo diedro entre los planos 
APB y CPD. Por eso se dispone en la línea 
de intersección de estos dos planos bisec- 
trales. Demostremos que la altura PA de la 
pirámide es precisamente esta linea de in- 
tersección. Con este fin es suficiente demo- 

Fig. 156 strar que la altura PF se encuentra en cada 
uno de estos planos bisectrales. 

En primer lugar, demostremos que P./1 se halia en el plano bisec- 
tral del ángulo diedro entre los planos BPC y APD. Siendo el plano 
LPK perpendicular al plano APD (ya que el plano APD pasa por la 
perpendicular AD al plano LPK) y el plano LPK perpendicular al 

lano BPC (por razones análogas), el plano LPK es perpendicular a 
la línea de intersección de los planos APD y BPC y, por consiguiente, 
el ángulo LPK es el lineal del ángulo diedro entre las caras BPC 
y APD. Pero Z PLK = Z PKL, por eso el triángulo PKL es isósceles 
y la altura PH también es simultánea mente la bisectriz. Como se sabe, 
la bisectriz de un ángulo lineal que corresponde al ángulo diedro - se 
encuentra en el plano bisectral del ángulo diedro. 

En segundo lugar, demostremos que PH está en el pláno bisectral 
del ángulo diedro entre los planos APB y DPC. Convenzámonos de 
que el plano LPK sirve de dicho plano bisectral; con este fin demos- 
tremos que la distancia entre el punto arbitrario S de este plano y las 
caras APB y DPC es la misma. Unamos mentalmente el punto S 
con los vértices P, A, B, C y D de la pirámide. Puesto qué Vpanzx = 
= Vrocik (estas pirámides poseen una misma altura PH. e iguales 
bases ABLK y DCLK) y, por las mismas razones, Verge = Ve peu» 

sark = Venez» Vsmri =Vsopx, por lo tanto, Vsips= Va pcp- 
Sin embargo, de la igualdad de los volúmenes de las pirámides SABP 
y SDCP en virtud de la igualdad de A ABP = A DCP (por los tres 

ados) se deduce la igualdad de las alturas bajadas desde el punto S 
a las caras ABP y DCP respectivamente. Así, LPK es el plano bi- 
sectral y la altura PH se encuentra en este plano. 

De este modo, el centro de la esfera inscrita (designémoslo con 
la letra O) se halla realmente en la altura PH de la pirámide. ' 

Examinemos ahora el triángulo isósceles LPK. En éste está ins- 
crito el círculo mayor de nuestra es fera, puesto que dicho plano ' 
pasa por el centro de la esfera. (De lo anteriormente expuesto se 
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deduce que la esfera es tangente a la pira- 
mide en el punto A y en los puntos M y N 
dispuestos en las apotemas PL y PK). 
El problema se reduce, de tal manera, 
a un problema planimétrico: hablar el 
. radio del circulo inscrito en el triángulo 
isósceles LPK con el ángulo au de la base 
LK, la que es la altura del trapecio isó- 
sceles ABCD con ángulo agudo y. y 
lado lateral !, y por eso tiene la longitud 
¿sen q. | 

Como el centro del circulo inscrito se 
sitúa: en el punto de intersección de las 
bisectrices, £OKH =a/2 por lo tanto el 
radio buscado 


r = 0H = KH tg(a/2) =1/2 1 sengtg(a/2). 


En adición a la solución ilustrada hagamos una observación. Pres- 
temos atención a que en los datos del problema no se dan las bases del 
trapecio. Sin embargo, esto no significa que las longitudes de las-bases 
pueden ser cualesquiera. Desde luego, los puntos de la recta PH equidis- 
tan de los planos APD y BPC; precisamente del mismo modo equidis- 
tan de los planos APB y CPD. Pero de ninguna manera con cuales: 
quier: dimensiones de las bases del trapecio la distancia entre el punto 
en la recta PH y el plano APD es igual a la distancia entre el mismo 
punto y el plano APB. En otras palabras, no con cualesquiera: lon- 
gitudes de las bases AD y BC puede encontrarse en la altura PH un 
punto que equidiste de las cinco caras de la pirámide. Si hubiera deseo, 
se podría determinar (utilizando el hecho de que existe la esfera inscri- 
ta, es decir, suponiendo que tal punto existe) las dimensiones del tra- 
pecio qué se sitúa en la base. 

| OS pasemos a un caso en que la esfera está circunscrita a la pi- 
rámide. 

Definición. Una esfera se denomina circunscrita a una pirámide 
(cualquiera), si todos los vértices de la pirámide se encuentran en la su- 
perficie de la esfera. 

Así pues, el centro O de Ja esfera circunscrita (fig. 157) es un punto 
que equidista de todos los vértices de la pirámide. Esto significa que, 
en caso de unir el céntro de la esfera circunscrita con los vértices $, 
A, B,C,... de la pirámide, todos los segmentos OS, OA, OB, OC, ... 
tendrán una misma longitud. 

Señalemos lo siguiente. Si desde el centro O de la esfera circunscrita 
se baja la perpendicular OM a la cara BSC, el centro de la circunfe- 
rencia circunscrita a esta cara será la base de esta perpendicular. En 
efecto, MS=MB ==MC como proyecciones de oblicuas iguales OS, 
OB y OC en el plano BSC. (Repitiendo este argumento para la base 


Fig. 157 - 
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de la pirámide, es fácil convencerse de que puede circunscribirse una 
circunferencia al polígono de la base.) De este modo, si a una pirá- 
mide está circunscrita una esfera, el centro de ésta se encuentra en la 
intersección de las perpendiculares trazadas a cada una de las caras 
de la pirámide en el centro del círculo circunscrito a esta cara. Seña- 
lemos también que en caso de bajar una perpendicular desde el punto 

a alguna arista, digamos AB, la base N de dicha perpendicular será 
e] punto medio de la arista AB. 

Teorema. Si una esfera está circunscrita a una pirámide, el centro 
de la esfera esel punto de intersección de todos los planos trazados por los 
puntos medios de las aristas de la pirámide perpendicularmente a dichas 
aristas. 

En efecto, cualquier punto que equidiste de dos vértices de la 
pirámide adyacentes a una arista, se encuentra en un plano trazado 
perpendicularmente a esta arista de la pirámide por su punto medio 
(véase $ 2, Parte 111). Por esta razón el centro de la esfera circunscrita, 
equidistando de todos los vértices de la pirámide, debe estar en cada 
uno de tales planos, es decir, éste es el punto de intersección de “todos 
estos planos ”. 

Hay muchos casos en que los estudiantes, al trazar un dibujo, 
colocan el centro de la esfera circunscrita al azar, sin tener una idea 
clara de la figura espacial dada y, aun más, sin practicar algunos. ra- 
zonamientos acerca de la posición de este centro. En este .caso, como 
regla general, el centro se sitúa dentro de la pirámide. Entre tanto, el 
centro de la esfera circunscrita puede encon iran tanto dentro de la 
pirámide, como fuera o en la superficie de ésta (en dependencia del 
tipo de pirámide). Por ejemplo, en el problema que sigue resulta. que 
el centro de la esfera circunscrita se encuentra fuera de la pirámide, lo 
que se deduce fácilmente de-los cálculos realizados en el proceso de la 
resolución. | 

2. En una pirámide de base triangular SABC, la arista. BC es igual 
a.a, AB=AC, la arista SA es perpendicular a ta base ABC de la pird- 
mide, el ángulo diedro de la arista SA es igual a 2a y de la arista BC 
es igual a B. Hallar el radio de la esfera circunscrita. 

Analicemos la pirámide SABC de que se trata en los datos del 
problema (fig. 158). Por ser la arista SA perpendicular al plano de la 
base, L BAS =LZ.CAS =90” y por eso el ángulo BAG.es precisamente 
cl ángulo lineal del ángulo diedro de la arista.SA. De este modo, la base 
de la pirámide tiene la forma de un triángulo isósceles con «el ángulo 


1) Noes pusible circunscribir una esfera a cualquier pirámide. No es difícil hallar 
un ejemplo con tal pirámide de base cuadrangular a la que es imposible circunseribir 
una esfera. Proponemos al ldectór mismo demostrar que puede circunscribirse una 
esfera a una pirámide si es posible circunscribir una circunjerencia al poligono que sirve 
de base a la pirámide, De aquí se deduce, po ejemplo, que: 1) puede circunscribirse una 
esfera a una pirámide de base triangular, 2) puede circunscribirse una-esfera a una pirá- 
mide regular de buse n-angular. 
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2a del vértice, y la altura de la pirámide cuincide con la arista SA. 

Como las proyecciones de las aristas laterales SB y SC sobre el 
plano de la base son iguales, son también iguales las arístas. Por esto 
la cara BSC es un triángulo isósceles, y su altura bajada desde el vér- 
tice S incide en el punto medio K de 
la arista BC. Según el teorema de las 
tres perpendiculares, AK es la altura 
del triángulo BAC. De aquí se deduce 
que el ángulo SKA es lineal del án- 
gulo diedro a la arista BC, es decir, 
L£SKA =B. 

El centro de la esfera circunscrita 
se sitúa en la intersección dela recta £, 
que pasa por el centro del círculo 
circunscrito al triángulo BSC, con el 

lano que pasa por el punto medio de 

a arista AS perpendicular mente a ésta. 
La recta / se sitúa en el plano ASK: en Fig. 158 
efecto, el plano BSC pasa por la recta 
BC que es perpendicular al plano ASK, 
es decir, los planos BSC y ASK son perpendiculares; al mismo tiempo 
la recta ¿ es perpendicular al plano BSC.y pasa por la línea de su in- 
tersección, asi es que se encueritra en el Blan ASK. 

Así, pues, el centro de la esfera se halla en e) plano ASK. Tracemos 
este plano en un dibujo especial. En este caso el centro O de la esfera 
se ericontrará en la intersección de la recta £ y la recta im que es. per- 

endicular a AS y pasa “por su. punto .médio. Pero, en terminos genera- 
es, pueden tener lugar tres posibilidades: las rectas ! y m se inter- 
secan dentro o fuera del triángulo ASK, o en su lado, y tendremos que 
analizar todas estas posibilidades (figs. 159, 160, 161). En lo ulterior, 
en el proceso de las argumentaciones demostraremos que dos de las 
posibilidades no son reales. 

- Nos interesa el radio R de la esfera circunscrita, es decir, la dis- 
tancia entre el punto O (que es el punto de intersección de las perpen- 
diculares m y £ a los lados del ángulo KSA) y el punto S, vértice de 
este ángulo. 

Ante todo, busquemos S£, la proyección de la distancia descono- 
cida sobre el lado SK del triángulo KAS. Puesto que en el triángulo 
AKB (fig. 158) conocemos el cateto BK =1/2 a y:el ángulo KAB= a, 
pere AK=1/2 acotga. Luego, valiéndonos del triángulo KAS 
se obtiene: 


_ acotga 
SK = 2c09B$ * 


Como L es el centro de la circunferencia circunscrita al triángulo BSC, 
entonces LS = LB, y por eso, valiéndonos del triángulo BXL hallamos 
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(SK— SL) + KB? = SL3, es decir, 
__a(cotg? a $ cos? B) 
SL= 4 colgacosh  * 

Después de tomar en consideración que los cálculos efectuados 
para el segmento S£ no dependían en manera alguna de la disposición 
del centro O de la esfera circunscrita, volvámonos a las figs. 159, 160, 
161. Designemos por MN el punto de intersección de la recta m con el 
lado SK. Está absolutamente evidente que las rectas l y m se inter- 
secan fuera del triángulo KAS si SN < SL (fig. 160); pero si SN > SL, 
el punto O se encuentra dentro de dicho triángulo (fig. 159); finalmente, 
si SN = SL, el punto O se halla en el lado SK del triángulo (fig. 161). 
Aclaremos, cuál de las posiciones mencionadas tiene lugar en realidad. 


Fig. 159 Fig. 160 Fig. 161 


Puesto que MN es la línea media del triángulo KAS, SN = 1/2 SK. 
Comparando las longitudes de los segmentos SN y SL, demostraremos 
sin dificultad que con cualesquier a, a y B 


acotga _a (cotg a -+ cos? B) 
dcos B <= cotg q cos B 


(de las consideraciones geométricas se deduce que a>0, 0” <a <90* 
y 0" < $ <907). Por consiguiente, cualesquiera que sean Jas dimensiones 
a, e y B de la pirámide SABC, el centro O de la esfera circunscrita 
siempre se halla fuera de la pirámide. A su vez esto significa que la 
configuración plana dibujada aparte en el plano KAS puede tener 
sólo el aspecto que aparece en la fig. 160; las posiciones representadas 
en las figs. 159 y 161 no pueden tener lugar en la realidad. 

Al examinar la fig. 160 es fácil demostrar que 4 0NL=P, y por 
eso LO = NL tgf = (SL —SN) tgf. Sustituyendo aquí las expresiones 
obtenidas arriba para SL y SM, obtenemos después de los cálculos 
necesarios que LO=1/4 a tgasenf. Por último, valiéndonos del 
triángulo rectángulo OLS se halla que 


_ e 
R=YLO+SLi= Sua cop Y cos P+sentB costo. 


a cos 
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Como podemos ver, los cálculos efectuados en el problema fueron 
muy simples, la dificultad principal radica en los razonamientos que 
determinan la disposición del centro de la esfera circunscrita. 

Si los estudiantes tienen una idea clara acerca de las combinaciones 
de la pirámide con la esfera inscrita. o cifcunscrita, en cuanto a la 
disposición recíproca de la pirámide y de la esiera surgen dificultades 
a veces insuperables. Los hechos demuestran que hay pocos aquéllos 
que puedan imaginar correctamente la configuración espacial, diga- 
mos, en el caso de una esfera que es tangente a todas las aristas de una 
pirámide de base triangular; de una esfera que es tangente a la base 
y pasa por el vértice; de una esfera que es tangente a dos aristas que 
se cruzan: de una pirámide de base triangular, etc. En todos estos casos 
“el centro de gravedad” del problema radica siempre en la deter mina- 


ción de las propiedades recíprocas del centro de la esfera y de los ele- 
mentos de la pirámide, que son necesarias para los cálculos. 

Es imposible examinar y analizar todas las disposiciones recipro- 
cas posibles de la esfera y la pirámide. Por eso, nos limitamos sólo 
a dos ejemplos. 

3. Una esfera de radio r es tangente a todas las aristas de una pirá- 
mide de base triangular. El centro de la esfera se sitúa dentro de la pird- 
mide, en su altura, a la distancia r V 3 del vértice. Demostrar que la pi- 
rámide es regular. FHallar la altura de la pirámide. 

Supongamos que M, N y L son los puntos de tangencia de la esfera 
a las aristas laterales de la pirámide SABC, y D, E y EF son los puntos 
de tangencia de la esfera con los lados de la base (fig. 162). Designemos 
con la letra O el centro de la esfera, que de acuerdo con los datos se 
halla en la altura SK de la pirámide. 

Según la definición de las tangentes a la esfera, ON LAS, OL_LBS, 
OM.LCES; ON =0M =0L =+r. De aquí se deduce que los triángulos 
rectángulos SNO, SLO y SMO son iguales y por esta razón SN =SL = 
=SM y £NSO=LLSO= £MSO. - 
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La última igualdad para los ángulos nos permite resumir que los 
triángulos AKS, BKS y CKS son iíguales; por consiguiente, AS = 
=BS =CS,.es decir, en la pirámide en. cuestión son iguales todas 
las aristas taterafes. Peroes lógico que esto. es insuficiente para afir- 
mar que la pirámide es regular. 

La igualdad de las aristas laterales y la de los segmentos SN, S£ 
y SM demuestran que AN = BL.=CM. Aprovechemos ahora él hecho 
de que las tangentes a Ja esfera trazadas de un punto son: iguales: AN = 
= AF =AE; BL= BE = BD; CM =CF =CD. Por lo tanto, AN = 
= BL =CM=AF=AE =BE=BD =CF =CD. De aquí se deduce 
que los puntos D, E y F sen los puntos medios de las.aristas de la base 
y AB= BC =CA, es decir, el triángulo ABC es regular. La igualdad 
de las aristas laterales de la pirámide implica la igualdad «de sus pro- 
yecciones: AK =BK=CK, es decir, K es la base de la altura y el 
centro del triángulo regular ABC. j 

Con esto queda demostrado que la pirámide SABC es regular. 
Calculemos la longitud de su altura SK. ' 

Los triángulos rectángulos AKS y ONS que tienen un ángulo agudo 
común del vértice S, son semejantes, de donde SK =AK-NS/ÍNO. 
Con el fin de abreviar, designemos por h.la longitud de la altura SK. 
Ya hemos indicado que ON =r, Valiéndonos del triángulo rectángulo 
SNO obtenemos que NS =V SO: NO! =rY 2 y por eso kh = AK-V 2 
y nos quieda' por determinar una relación más entre A y AK. 

Esta relación puede obtenerse valiéndonos. del triángulo rectán- 
gulo OKD. En este triángulo KD == 1/2 AK, OD =r y OK =h-==rV 3; 
según el teorema de Pitágoras. tenemos: 1/4 AK*=r*2—(h-—rY 3)1, 
Sustituyendo en esta igualdad AK=h/V2 obtenemos una ecuación 
cuadrática respecto de A, que tiene dos raíces positivas: 


h, =4/3rV 3, h,=4/9rV 3. 


Sin embargo, la segunda raiz no satisface a los datos del problema. 
En efecto, el centro de la esfera ha de estar dentro de la pirámide, en su 
altura, a la distancia r V 3 del vértice. Esto significa que la. altura de 
la pirámide ha de ser mayor que 7 3, mientras que la segunda raíz 
h, es menor que rY 3. La primera raíz kh, nos da la altura de la pirá- 
mide: h =4:3r Y 3. pos 

Señalemos que también en este caso hemos pasado sin. trazar la 
esfera en el dibujo. Sólo hay que imaginarse bien que la esfera que se 
analiza en el problema “excede” de los límites de la pirámide, inter- 
secándose con las aristas de ésta (hay estudiantes que tratan de dibujar 
la esfera tangente a las caras de la pirámide). 

4. Se da la pirámide regular SABC de base triangular (S es su vér- 
tice) cuyo lado de la base es a y la arista lateral aY 2. La esfera pasa por 
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el punto A y es tangente a lus aristas laterales SB y SC cn sus puntos me- 
dios. Hallar el radio de la esfera. 

En este problema, la tentativa de imaginarse toda la configuración 
tampoco facilita la resolucion del problema; el propi hecho de la 
tangencia, es el único que debe utilizarse. 

El problema se resuelve más facilmente con la ayuda «el leorema 
planimétrico: el cuadrado de la tangente a la circunferencia es igual 
al producto de la secante por la parte exterior de ésta 

Sabiendo que la esfera es tangente a la arista SC en su punto medio 
y que pasa por el vértice 4, encontramos dos puntas tas, en que la 
estera interseca a las aristas AC y 4S (fig. 163) En efecto, el plano 
ACS interseca la esfera formando una circunferencia que es tangente 
a la recta CS (en el punto medio de CS) y pasa por el punto A; apli- 
cando el teorema recién enunciado encontramos que esta circunferen- 
cia interseca la arista AC en su punto medio K, y la arista 4S en un 
punto E tal que SE= 14 al 2. 

Razonamientos análogos respecto al plano .18S nos permiten ha- 
llar dos puntos más de la intersección de la esfera cu. lus aristas AB 


Fri 163 


y AS: F que es el punto medio de la arista AB y cl mismo punto £ 
en la arista AS. Ahora puede hallarse el radio de la esfera utilizando 
sólo los puntos A, K, F y E. 

Puesto que la esfera pasa por los puntos A, K y [, el centro de la 
esfera se sitúa en la perpendicular al plano 4KF trazada desde el 
centro del triángulo AKF. Como el punto N (centro del ¡A AKF) está 
en la mediana AD del triángulo ABC, siendo AN -— 2 3(AD 2) = 
=1/3AD, en este caso el centro de la esfera se sitúa en el plano ADS, 
ya que en éste, como se sabe, se encuentra también la altura SQ de la 
pirámide. Como AQ =2'3 4D, AN = MQ, por consiguiente, el centro 
de la esfera se encuentra en la linea media NR del tiiángulo ASQ. 

Pero el centro de la esfera está lambién en el plano perpendicular 
a AE, que pasa por P, el punto medio de A£. Esto sigmifica que el 
centro de la esfera se encuentra en la recta situada en el plano ASD 
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que es perpendicular a la arista AS y que pasa por el punto P. Así, 
el centro «de la esfera se sitúa en el plano ASQ, en la intersección de las 
rectas siguientes: de la linea media del A ASQ y de la perpendicular 
al segmento 41£ en su punto medio. 

Pasemos a los cálculos; 


R =A0 =VY AP: +PO:. 


Como 4P— 12 JE -- 1/2(AS.— ES) --3:8aV 2, falta hallar PO. 
De la semejanza «de los triángulos RPO y RÁN se deduce que PO = 
=RP-ANiRN. Puesto que RP=AR—AP =18ay 2, AN= 
=1/34D.- 1:60) 3, RN=1:2 SQ=a Y 15:6, entonces PO = ay 10/40. 
De aqui resulla que R—aY 115.20. 

En lo que se refiero a las combinaciones de otros cuerpos geomét- 
ricos, aqui ofrecemos todas las definiciones correspondientes que no 
siempre se dan en los manuales escolares, pero son indispensables para 
los estudiantes de la escuela superior. No es necesario aprender de 
memoria cestas definiciones; sólo es conveniente comprender bien el 
cuadro geométrico de cada configuración de los cuerpos. Recomenda mos 
al lector que trace los dibujos y deniuestre los conceptos adicionales 
que se dan despues de las definiciones. 

Una esfera está wniscrita en un prisma sí es lungente a lodas las caras 
del prisma. Si el prisma es recto, la proyección ortogonal de la esfera 
sobre el plano de la base del prisma será un círculo inscrito en el po- 
lígono, base cel prisma, el concepto rio es válido para un prisma ob- 
licuo. En cualquier caso la altura del prisma es igual al diámetro de 
la esfera. 

Una esfera está inscrita en un cono circular recio si es tangente tanto 
a la base del cono como a su superficie lateral. El centro de ta base es el 
punto de tangencia de la esfera con la base, mientras que la tangencia 
con la superficio laterul tiene lugar por cierta circunferencia (no es la 
circunferencia del circulo mayor), cuyo plano es paralelo al plano de 
la base. El centro de la esfera se halla en la altura del cono. 

Una esfera está inscrita en un cilindro circular recto sí es tangente 
tanto a las bases del cilindro como a su superficie literal. Los puntos de 
tengencia de la esfera a las bases son los centros de las bases, y la tan- 
gencia con la superficie lateral pasa por la circunferencia del circulo 
mayor de la estera que es paralelo a las bases. El centro de la esfera se 
encuentra en cl eje del cilindro; el diámetro de la base del cilindro 
es igual al diámetro de la esfera y a la altura del cilindro. 

Una esfera está inscrita en una pirámide iruncada (en un cono cir- 
cular recto truncado) si es tangente a las bases y a la superficie lateral. 
El diámetro de la csfera es igual a la altura de la pirámide truncada 
(del cono truncado) 

Un cilindro circular recto está inscrito en un prisma sí su superficie 
lateral es tangente a las caras laterales del prisma, mientras que las bases 
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son circulos inscritos en poligonos que son las bases del prisma. Si un 
cilindro circular recto está inscrito en un prisma, el prisma es recto. 
Las líneas por las cuales la superficie lateral del cilindro es tangente 
a las caras laterales del prisma son rectas y perpendiculares a las bases 
del prisma. 

Un cilindro circular recto está inscrito en una pirámide si la circun- 
ferencia de una de sus buses es tangente a todas las curas lulerales de la 
pirámide, y la otra base se encuentra en la base de la pirámide. Señalemos 
que la pirámide no es obligatoriamente regular. Si el cilindro está 
inscrito en la pirámide, en este caso, primero, la base de la altura de 
la pirámide se halla dentro (o en los lados) del poligono dispuesto en 
la base de la pirámide y, segundo, la base de la pirámide es el polígono 
en que puede inscribirse una circunferencia (sin embargo, la base del 
cilindro situada en la base de la pirámide no es un circulo inscrito en 
la base de la pirámide). 

Un cilindro circular recio está inscrito en un cono circular recto si 
la circunferencia de una de las bases del cilindro se encuentra en la su- 
perficie lateral del cono y la otra base del cilindro se halla en ta base del 
cono. El eje del cilindro se sitúa en la altura del cono. En cada cono 
puede inscribirse una cantidad infinita de cilindros 

Un cilindro circular recto está inscrito en una esfera sí las circunfe- 
rencias de sus bases se disponen en la superficie de la esfera. Las bases del 
cilindro son los circulos menores de la esfera, el centro de la esfera 
coincide con el punto medio del eje del cilindro. 

Un cono recto circular está inscrito en un prisrua sí su vértice se halla 
en la base superior del prisma y si su base es un circulo inscrito en un 
poligono que es la base inferior del prisma. Si en un prisina está inscrito 
un cono, en este caso, primero las bases del prisma son poligonos en 
que puede inscribirse una circunferencia y, segundo, la recta que es 
perpendicular a la base inferior y pasa por el centro del circulo inscrito 
en el polígono, que es la base inferior, interseca la base supcrior (y no 
su prolongación). La altura del cono es igual a la del prisma, 

Un cono circular recto está inscrito en una pirámide si el vértice del 
cono coincide con el vértice de la pirámide, mientras que la base de la 
pirámide es un poligono circunscrito a la circunferencia de la base del 
cono. Si el cono está inscrito en la pirámide, primero, su base es un 
polígono en el que puede inscribirse una circunferencia y, segundo, la 
altura de la pirámide pasa por el centro de esta circunferencia. Las 
alturas de la pirámide y del cono coinciden. 

Un cono circular recto está inscrito en una esfera si su vértice y la 
circunferencia de su base se encuentran en la esfera. La base del cono es 
el círculo menor (o mayor) de la esfera; el centro de la esfera se 
sitúa en la altura del cono. 

Una pirámide está inscrita en un cono sí el vértice de la pirámide 
coincide con el vértice del cono, mientras que la base de la pirámide es 
un poligono inscrito en la circunferencia de la base del como. Las alturas 
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de la pirámide y del cono coinciden; las aristas laterales de la pirá- 
mide se encuentran cn la superficie lateral del cono. 

Un prisma está inscrito en un cono circular recto si todos los vértices 
de la base supertor del prisma se hallan en la superficie lateral del cono, 
mientras que la base inferior del prisma se encuentra en la base del cono. 
La hase del prisima es un polígono a que puede circunscribirse una cir- 
cunferencia tpero la base inferior del prisma no está inscrita en la 
circunferencia de la base del cono). 

Un prisma está inscrilo en un cilindro si sus bases son. poligonos ins- 
critos en las cirounferencias de las bases del citindro. La base del prisma 
es un poligono al que puede circunscribirse una circunferencia; el 
prisma es reclo y su altura es igual a la altura del cilindro. 

Un prisma está inscrito en una esfera si todos sus vértices se encuentran 
en la superficie esférica. El prisma es recto: st base es un polígono que 
puede inscribirse cn la circunferencia. 

5. Se dan tres conos circulares rectos con el ángulo a. (a < 213) en la 
sección axial y el radio de la base igual ar. Las bases de los conos se st- 
túan en un mismo plano y son tangentes en pares una a olra exteriormente. 
Hallar el radiu de la esfera que es tangente a los tres conos y al plano que 
pasa por sus vériices. : 

Se puede imaginar con bastante facilidad la configuración de los 
cuerpos de la que se trata en los datos del problema, pero es muy difícil 
dibujarla. Por atra parte, no es necesario dibujar “el aspecto general” 
de esta figura para la resolución del problema, es suficiente imaginarla. 
Si se describe este aspecto general, puede decirse que la esfera está 
colocada en un “embudo” entre tres conos iguales (que están en un 


OA" 


mismo plano horizontal P de tal modo que sus bases son tangentes en 
pares una a oíra cxterior mente) y la dimensión de la esfera es tal que 
es tangente al “techo”, es decir, al plano Q dispuesto en los tres vérti- 
ces de los conos. 

Sin embargo, antes de resolver el problema es preciso especificar 
el sentido de las palabras “la esíera está colocada en un “embudo” entre 
los conos”, darles un sentido matemático estricto. Es evidente que la 
esfera tiene un solo punto común con la superficie lateral de cada uno 
de los conos o, como se dice, es tangente a la superficie lateral exterior- 
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mente. ¿Qué significa esta? Esto significa que al trazar un plano se- 
cante por la altura del cono y por el centro de la esfera, cba ireulo mayor 
obtenido en la sección de la esfera es tangente exleriormente al lado 
tateral del triángulo isósceles que es la sección del cono (fig. 164). En 
esto consiste la definición «de la tangencia de la esfera, que está situada 
fuera del cono, a la superficie laleral del cono. En otros terminos, si M 
es el punto de tangencia de la esfera al cono, ésta es tangente a la ge- 
neratriz SMN del cono (de vertice S) en el punto 4, y el radio OM 
de la esfera es perpendicular a dicha generatriz. 

Suponga mos ahora que la fig. 164 muestra la sección de uno de los 
conos de nuestra configuración, de la esfera y de los planos P y Q (los 
planos de las bases de los conos y los de sus .vérlices) por el plano x 
que pasa por la altura SH de este cono y el centro O de la estera (los 
dos conos restantes no están representados). El hecho de «¿ue el plano 
secante nr será perpendicular a los planos paralelos P y Q se deduce de 
que el primero pasa por la altura S/7 del cono. la que e> perpen«dicular 
al plano P de su base y, por lo tanto, perpendicular al plano Q. 

Sea M el punto de tangencia de la esfera y del cono, en este caso, 
en virtud de lo expuesto anteriormente, el círculo mayor formado en 
la sección de la esfera por el plano r es tangente a la generatriz NS 
del cono en el punto M. No obstante, el hecho de que el mismo círculo 
es tangente a la recta en la que se intersecan los planos x y Q, requiere 
una demostración especial. 

Designemos por £ el punto de tangencia de la exiera al plano Q. 
Cualquier recta en el plano Q que pase por el punto £, v en particular, 
la recta LS, será tangente a la esfera, es decir, será perpendicular al 
radio OL; por eso OL -_L £S. Puesto que el radio OL de la esfera tra- 
zado al punto -de tangencia es perpendicular al plano Q y, por consi- 


guiente, OLILSH como dos perpendiculares a un mismo plano Q. Sin 
embargo, dos rectas paralelas se encuentran en un mixmo plano, de lo 
que se deduce que el radió OL se halla en el plano 1. que pasa por SH 
y el punto O: Es decir, el punto £ de tangencia de la esfera al plano Q 
se sitúa en el plano x. Esto significa a su vez que la recta £S es la 
Jinea de intersección de los planos n y Q y es tangerte al círculo mayor 
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formado en la sección de la esfera por el plano x. En efecto, la recta 
LS pasa por el extremo del radio OL de este círculo mayor perpendicu- 
larmente a OL... , 

Prolonguemos el segmento LO hasta la intersección con la recta 
NH en el punto K. Es evidente que LSF/K es un rectángulo, de donde 
se deduce, en particular, que 4£SH=90* y KH=LS. Como 
2-NSH = a 2 según los datos, en este caso, uniendo los puntos O y $, 
hallaremos sin dificultad que 4058M--(n—a)/4 y por eso, vali- 
éndonos del tiiánpulo OSM, 


SM= Rcotg EA : 


donde R es el radio buscado «dle la esfera. Si se toma en cuenta que 
LS = SM ¡como dos tangentes trazadas desde un punto a una misma 
circunferencia), oblendremos que 

n—a 


KH = Reotg — 


De aquí se deduce que la distancia entre la proyección K del cen- 
tro O de la esfera sobre el plano P y el centro del cono no depende de 
cuál de los tres conos dados está en consideración. Esto es, el punto K 
equidista de los tres centros de las bases de los conos y por eso KH 
puede hallarse fácilmente (fig. 165) como cl radio de la circunferencia 
circunscrita al triángulo regular, cuyo lado es 2r y, precisamente, 


KH=2rY 3. Ahora tenemos que 


EJERCICIOS: 


L En una esfera de radio R está inscrilo un conr circular recto. Hatlar la super- 
ficie lateral cel cano si su altura es igual a A. 

2. El lado de un tetraedruo reguíar es igual a 2. Determinar ci radio de la esfera 
que €s tangente 2 las caras laterales del telraedro er los puntos que se encuentran 
en los lados de la hase. 


t- Señalemos en adición a Ja solución cumplida que el ángulo a en la sección axial 
del conu satisface siempre a las desigualdades 0< a < x y, por lo visto, la fórmula 
obtenida pata el ran de la esfera tiene sentido cor todas estas a. Sin embargo, esto 
no significa que con cualyiner x existe la configuración geométrica de que se trata en 
el problema: es facil comprender que si el ángulo a es grande, es decir, los conos son 
anchos y bajas, el radin de la esfera que es tangente a su esfera será mayor, y la esfera 
pasará por emmima del plano que pasa por los vérvicos de los conos. Para la existencia 
de la esfera con propiedades requeridas es, evidentemente, necesario y suficiente que el 
punto de intersección de la bisectriz SO y la recta K£ se proyecte sobre la generatriz 
del cono y no sabre su prolongación, o sea, que se cumpla la desigualdad SM < l 
ó, lo que es lo mismo, 217 p 3< r cosec (0/2), de donde sen (a/2) < Y 3/2. es decir, 
a 2 3. Procisiinente esta es la restricción que cstá impuesta para a por los datos del 
problerua. 
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3. En un cono circular recto está inscrita una esfera. El radio del círculo de tan- 
gencia de la superficie de la esfera y de la superficie lateral del conv es igual a r. El 
radío de la base del cono es R. Determinar la superficie lateral de la esfera. 

4. En un cono truncado, cuyo volumen es V, está inscrita tna esfera que es Lan- 
gente tanto a la superficie lateral como a las dos bases. El radio de la esfera es igual 
a R. ¿Qué ángulo forman la generatriz del cono y Ja base mayor” 

5. En un cono circular recto está inscrita una esfera, cuya superficie cs igual al 
área de la base del cono. ¿En qué relación se divide la superficie lateral del cono por 
la línca de tangencia de la esfera y del cono? 

6. Una pirámide de base pentagonal está circunscrita a un cono circular recto, 
cuya altura es igual al radio de la base. La superficie total de la piramide es dos veces 
mayor que la del cono. Hallar el volunien de la pirámide si la superficic laleral del 
cono es igual a nY2. 

7. La base de la pirámide es un triángulo rectángulo; las caras laterales que pa- 
san por los catetos forman con la base los ángulos de 30” y 60”. A la pirámide está 
circunscrito un cono circular recto. Determinar el volumen del cono si la altura de 
la pirámide es igual a A. 

8. En. una esfera está inscrito un cilindro circular recto. ¿Cuántas veces el volu- . 
men de lá esfera es mayor que el del cilindro si se sabe que la relación del radio de 
la esfera al radio de la base del cilindro es dos veces menor que la relación de la super- 
ficie de ta esfera a la superficie lateral «¿el cilindro? 

9. En una esfera de radio a está inscrito un tetraedro regular. Hallar el volumen 
del tetraedro. 

10. En una pirámide regular de base triangular la relación entre los radios de 
Jas esferas circunscrita e inscrita es igual a 3. Hallar la colación entre el volumen de 
la pirámide y el de la esfera inscrita. 

11. La base de una pirámide es un triángulo isósceles, cuyos lados laterales son 
iguales a b; las caras laterales que les corresponden son perpendiculares al plano de la 
base y forman entre sí el ángulo q. El angulo entre la tercera cara lateral 7 el plano de 
la base es también a. Hallar el radio de la esfera inscrita en la pirámide 

12. Hallar el volumen de una pirámide regular de base triangular conociendo el 
radio r de la esfera inscrita en la pirámide y el ángulo de inclinación a de su cara 
lateral respecto a la base. l 

13, En un cono truncado, cuya generatriz tiene la longitud 7 y forma con la base 
el ángulo a, está inscrita una esiera. Determinar e) radlo del circulo, por el cual la 
esfera es tangente al, cono truncado. 

14, En un sector esférico está inscrita una esfera. El radio de lu circunferencia 
por la que la esfera es tangente al sector es igual a 7. El plano dismetral del sector 
esférico corta de úste un sector circular con el ángulo central 2. Determinar el radio 
del sector esférico. 

15. La arista de un cubo es a. Una esfera con el centro ( interseca tres aristas 
(que concurren en el vértice A) en sus puntos medios. Desde c) punto B de la intersec- 
ción de la esfera con una de las aristas del cubo se ha bajado ua perpendicular a la 
diagonal del cubo que pasa por el vértice 4, de modo que el ángulo centre la perpen- 
dicuiar y ej radio OB se divide por la arista del cubo en dos parles iguales. Hallar 
el radio de la esfera. 

16. En un cono se han colocado cinco esieras iguales. Cuatro de éstas se encuen-* 
tran en la base del cono de mudo que cada una de las cuatro esferas es tangente a otras 
dos, dispuestas en la base, y a la superficie Jaleral del cono. La quinta esfera es 
tangente a la superficie lateral y a Jas otras cuatro esferas.Deteriminar el volumen del 
cono si se conoce que el radio de cada esfera es igual a R. 

17. Dos esferas iguales de radio r son tangentes una a otra y a las caras de un 
ángulo diedro igual a . Hallar el radio de la esfera que es tangente + las caras del 
ángulo diedro y a las dos esferas dadas. 

18. La altura de un cono es 4 veces mayor que el radio de la esfera mscrita en el 
cono. La generatriz del cono es £. Hallar Ja superficie lateral del cono y el radio de la 
esfera circunscrita al cono. 
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19. La superficie lateral de una pirámide regular de hase triangular con el lado 
de la base a es 5 vuces mayor que la superficie de la base. Hallar el volumen del 
cono inscrito en la pirámide. 

20. Una esfera de radio r es tangente a todas las aristas de una pirámide regular 
de base cuadrangular cuyo lado de la base es a. Encontrar el volumen de la pirámide. 

21. En un cubo, cuya arista es a, está inscrita una esfera. Determinar el radio 
de otra esfera que es tangente a tres caras del cubo y a la primera esfera. 

22. En la piramide SABC (S es el vértice, ABC es la base) se da: AB = AC = a, 
BC = b; la allura de la pirámide pasa por el punto medio de la altura AD de la base; 
el ángulo diedro t formado por las caras SBC y ABC es igual a x/4. Un cilindro, 
cuya altura es igual al diámetro de la base, está inscrito en la pirámide de tal manera 
que una de sus bases es tangente a las caras del ángulo diedro T, mientras que la otra 
lo es a las caras de! ángulo triedro A, y el eje del cilindro es paralelo a AD. Hallar el 
sadio de la base del ctlisidro. 

23. La arista le un cubo es a. Hallar el vojumen de un cilindro circular recto ins- 
crito en el cubo de tal modo que su eje es la diagonal ! del cubo, y las circunferencias 
de las bases son tangentes a aquellas peo ad de las caras del cubo que no tienen 
puntos comunes con la diagonal 1 del cubo. 

24. En la hase de un cono elreular recto se hallan tres esferas de radio r. En éstas 
se ha colocado una cuarta esfera del mismo radio. Cada una de las cuatro esferas es 
ele a la superficre lateral del cono y a las otras tres esferas. Encontrac la altura 
dei cono. 

25, Tros esferas de radio r están situadas en la ase inferior de un prisma regular 
triangular, cada una de las cuales es tangente a utras dos y a dos caras Jaterares del 

risma. En las esfrras se ha situado una cuarta esfera que es tangente a todas las caras 
aterales y a la base superior del prisma. Determinar la altura del prisma. 

26. Cuatro esferas iguales de radio r son tangentes exteriormente una a otra, de 
manera que cada una es tangente a las otras tres. Hallar el radio de la esiera que es 
tangente a las cuatro esferas y que las contiene en su interior. 

27. En un cono circular recto está inscrita una esfera. La relación entre los volú- 
menes del cono y de la esfera es igual a dos. Hallar la relación entre ta superficie total 
del cono y ta de la esfera. 

28. En una pirámide regular de base triangular la altura es A y el lado de la base 
es a. Uno de los vértices de la base es el centro de la esfera que es tangente a la cara 
opuesta de la pirámide. Hallar el área de aquellas partes de las caras la terales de la 
pirámide que se encuentran en cl interior de la esfera. 

29. Se da la pirámide regular de base triangular SABC (S es el vértice) con el 
lado de la base an y la arista lateral 6 (b> a). La esfera se sitúa sobre el plano de la 
base ABC, es tangente a este plano en el punto A y, además, es tangente a la arista 
lateral SB. Hallar el radio de la esfera. 

30. Se da la pirámide regular de base cuadrangular SABCD (S es el vértice) 
con el lado de la base a y la arista lateral a. La esfera con el centro en el punto O 
pasa por el punto 4 y es tangente a las aristas SB y SD en sus puntos medios. Hallar 
el volumen de la piramide OSCOD. 


PARTE IV 


PROBLEMAS 
“NO TÍPICOS” 


Todos los problemas examinados en las partes precedentes prác- 
ticamente tienen un aspecto común, “escolar”, y sus soluciones se 
halian por medio de los métodos habituales y con ayuda de los razo- 
namientos corrientes. Sin embargo, se encuentran a menudo proble- 
mas de otro tipo. En particular, esto se refiere a las universidades y 
centros de enseñanza superior, donde las Matemáticas gozan de gran 
importancia. Para abreviar, a estos problemas les denominamos “no 
típicos”. 

Estos últimos Megan a ser de diferentes tipos. Algunos de ellos 
tienen un áspecto singular, debido a que, al principio, no está del 
todo Haro cómo resolverlos. También se encuentran otros, enmascara- 
dos: per su aspecto exterior, por ejemplo, parecen a una ecuación acos- 
tumbrada, sin embargo los métodos ordinarios no sirven para resol- 
verla. Con el fin de hallar la solución de los terceros, hace falta un 
razonamiento lógico muy fino y exacto. En cuarto lugar ..., en gene- 
ral, se pueden enumerar muchas particularidades de toda especie de 
estos problemas “no típicos” y es poco probable que todas puedan ci- 
tarse. 

Estos problemas “no típicos”, no comunes, exigen una compren- 
sión definida y un buen dominio de las distintas partes de las Mate- 
máticas y una cultura lógica amplia. Aparte de esto es necesario tener 
cierta preparación psicológica. ¡Cuántas veces sucede que un pro- 
blema, el cual, en realidad, no es dificil, sin embargo, se expone de tal 
modo que motiva dificultades insuperables! Mientras que su solución 
sólo requiere pocas palabras. 

Sin duda, es imposible señalar todos los métodos para resolver los 
problemas “no tipicos”. Aquí es necesario utilizar las graficas, unas u 
otras propledades de las funciones y las desigualdades. En resumen, 
para resolver estos problemas ¿a lógica es lo tundamental, por. su im- 
portancia. 

Conviene poner de manifiesto, muy en particular, que estos 
problemas y los métodos “no típicos” de su solución no salen, 
de ningún modo, de los límites del programa de las escuelas se- 
cundarias. Lo más probable su “originalidad” no consista en la 
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complejidad sino en la singularidad. No obstante, nosotros abriga mos 
esperanzas en que los métodos “no típicos” aplicados más abajo para 
resolver los problemas “no tipicos”, después de ser estudiados atenta- 
mente por el Icctor, se conviertan en típicos y lleguen a ser los mé- 
todos corrientes de resolución. 

Aquí se analizan, detalladamente, las resoluciones de algunos 
problemas “no típicos”, y se dan, en muchos casos, varias resoluciones 
con diferentes interpretaciones de los problemas. Señalemos a la vez 
que estas resoluciones no son complejas por su propia naturaleza y que 
no son difíciles de comprender. Es más complicado hallar, indepen- 
dientemente. aquellas resoluciones. Por lo tanto, se recomienda resol- 
ver cada uno de los problemas antes de ver su solución. 

Además, para estos problemas es recomendable distinguir con clari- 
dad: una soJución “en borrador” y una “en limpio”. Al comenzar a re- 
solver un problema, todos los cálculos y razonamientos se realizan 
a ciegas y en ausencia del método determinado, sin conocer aún cúales 
de éstos son en realidad necesarios, y cúales serán más tarde 
innecesarios. De ese modo se obtiene, por último, la solución “en borra- 
dor”. Esta solución, como regla, contiene pasos lógicos que no son 
del todo claros, formulaciones inexactas y muchas afirmaciones de 
sobra. Sin embargo, no representa ningún interés el modo de obten- 
ción de las afirmaciones finales. Es hecesario: que el problema sea 
resuelto y que la solución sea argumentada con bastante exactitud, 
es decir, se mecestla la solución “en limpio”. Esta última no debe, 
desde luego, eopiar exactamente todo el curso de la solución “en bor- 
rador”. ¿Con qué fin ha de repetirse el camino recorrido a ciegas? Es 
por esto que la solución “en borrador” obtenida hace falta redactarla 
en forma mas adecuada. 

En una serie de ejemplos a examinar más adelante se dan ambas 
soluciones. No obstante, en la mayoría de los casos se muestran sola- 
mente las soluciones “en borrador”, presentando al lector la posibili- 
dad de resolver un ejercicio, provechoso en exceso, para pasarlas “en 
limpio”. 


$ |. PROBLEMAS “NO TÍPICOS” POR SU ASPECTO EXTERIOR 


Para entender cuáles problemas pueden considerarse como *no 
típicos por su aspecto”, es suficiente ver los datos de los problemas 
que se analizan más abajo. Es evidente que en estos problemas las 
transformaciones habituales, fórmulas algebraicas o trinogométricas, 
no conducen a la solución si al mismo tiempo no se aplican razona mien- 
tos de otro género. 

Estos razonamientos, como regla, están vinculados con desigual- 
dades, gráficas y, en general, con las diferentes propiedades de las 
funciones. 
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l. Resotuer la ecuación 2senx =5x* + 2x 4-3. 

Para encontrar un método de resolver esta ecuación, examinemos 
el comportamiento de las gráficas de su primer y segundo miembros. 
Si estas graficas se intersecan, las abcisas de los puntos de intersec» 
ción serán las raíces de la ecuación dada; en caso contrario, la ecuación 
no tiene raíces. La fig. 166 muestra que la ecuación no tiene raíces. 

Con esto termina la solución "en borrador”. Sin embargo, esta 
solución no puede considerarse como la solución “en limpio", ya que 
la gráfica no es la demostración. Por eso hace falta cerciorarse de que 
esta ecuación no tiene raíces. Sin duda alguna, nuestro razonamiento 
gráfico no es inútil, al contrario, para hallar la demostración estricta 
aprovecharemos ese razonamiento. 

Para esto es necesario tener una idea clara de las propiedades de 
las gráficas gracias a las cuales es evidente que estas últimas no se 
intersecan. Esto se deduce de que la gráfica de la función y = 5x2 + 
T—2x+83 en todos los puntos se encuentra por encima de la gráfica 


de la función y =2senx. Esto significa, traduciéndolo «del lenguaje 
geométrico al algebraico, que para cualquier valor de x se satisface la 
desigualdad 


5x? + 2x -+ 3>>2sen x. 


Precisamente, vamos a demostrar esta desigualdad a continuación. 
En efecto, por un lado, para cualquier x 


5+2x+43=5 (x to) +E>+E 2, 


y por otro lado, 2senx<2 también para cualquier x y por esto, en 
el caso de cualquier x tiene lugar la desigualdad a demostrar. 

Empero, ahora, cuando se tiene la resolución estricta, o sea. la 
demostración exacta de que la ecuación no posee raíces, ¿Para que 
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mencionar todos los razonamientos precedentes? Estos últimos han 
cuimplido con su cometido, es decir, han ayudado a encontrar la de- 
mostración estricta. Por lo tanto, la solución “en limpio” puede ser, por 
ejemplo, la siguiente: 

“La ecuación dada no tiene raices: en realidad, para cualquier 
valor de x tienen lugar las desigualdades 


Br+y O 35 (+3) +Í>?>2 y 2>2senx 


es decir, 51? + 2x +3 >2senx, lo que hace falta demostrar”. 

En esta solución está oculto el hecho de que al principio hemos 
utilizado razonamientos no estrictos — el problema ha sido resuelto 
con ayuda de las gráficas. 

2. Resoluer la ecuación senx=x3*Akx+l. 

Ante todo, deben irazarse las gráficas de ambos miembros de la 
ecuación (fig. 167). Otra vez, en la figura Jas gráficas no se interse- 
can, y por consiguiente, la ecuación no tierie raíces. Sin embargo, esta 
demostración 1o puede ser utilizada, ya que en este caso la parábola 
se sitúa por debajo de la recta y =1. 

No obstante, aquí la gráfica muestra cómo buscar la demostración 
exacta. De las propiedades del trinomio cuadrático se deduce que para 
x>0 y para x<—] se cumple la desigualdad ++x+1>l, ya 


y 


Fig. 167 


que para todo valor de x tiene lugar la desigualdad x* + x+ 1 > sen x. 
Y en el intervalo restante —1<x=<Z0 son válidas las desigualdades 
dox+lo>0 y senx<0, asi que en este intervalo la ecuación tam- 
poco tiene raices. 

Á veces, ho es necesario trazar gráficas para resolver estas ecuacio- 
nes. Además, la construcción de estas gráficas puede resultar muy cotn- 
plicada. En realidad, al resolverlas conviene utilizar no sólo gráficas 
sino distintas desigualdades, mientras que las gráficas muestran sola- 
mente los caminos de la demostración. En los casos más complejos 
hay que buscar formalmente la demostración sin tener una represen- 
tación de la figura geométrica, lo que es un poco más complejo. 

3. Resoluer la ecuación 


3 
2 vos? H= =9 9-x 
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Es evidente que es mejor no intentar trazar la gráfica del primer 
miembro. En este caso hay que cifrar todas las esperanzas en las desi- 
gualdades. Por un lado, para cualquier x tiene lugur la desigualdad 
2 

2c05*% - 2 <2 y, porotro, 2* + 27*3>2, que es una suma de magnitu- 
des positivas recíprocamente inversas. Por lo tanto, los miembros pri- 
mero y segundo de la ecuación inicial pueden igualarse entre sí cuando 
y sólo cuando ambos son iguales a 2. 

En otras palabras, debe satisfacerse el sistema de dus ecuaciones 
con una incógnita 


| 2 cost EZ —2, 


| 94.97% 2, 


La segunda ecuación de este sistema tiene la raíz única x =0. Esta 
raíz satisface también a la primera ecuación, es decir, es la solución 
única del sistema, y junto con él, de la ecuación inicíal. 

Los problemas siguientes, gracias a la utilización de las propieda- 
des de las funciones trigonométricas, también se reducen a los sistemas 
de dos ecuaciones con una incógnita, 

4. Resotver la ecuación cos” x + sent x = 1. 

Si sabemos que cos x=<cos?x y sentx< sen” x, teremos que el 
primer miembro de la ecuación dada no supera a la unidad y es igual 
a la unidad solamente cuando en ambas desigualdades no estrictas, 
citadas más arriba, tiene lugar la igualdad, es decir, se cumple el 
sistema de ecuaciones 

l cos” x ==cosi x, 
sentx — sen? x. 


La primera ecuación se satisface si cosx =0 y sí cosx ==], Sin 
embargo, para estos valores de x la segunda ecuación se salisface tam- 
bién: si cosx=0, entonces sen?x <= 1, mientras que sí cosx = 1, en- 
tonces sen x =0. Por esto, las soluciones del sistema, y al mismo tiem. 
po de la ecuación inicial, serán: x =1/2 + kx y x= 2£x, donde A es 
un número entero cualquiera. 

5. Resolver la ecuación sent x— cos” x = 1. 

El razonamiento utilizado en el problema anterior aquí no pued 
ser aplicado directamente, pero es posible modificarlo en algo. Es claro 
que de esta ecuación se deduce que cos" x<0) (en otro caso, sentx> 1), 


es decir, cosx<(). No obstante, entonces [cos”x [=—cow” y y la ecuación 
se representa de otro modo 
sent x 4- | cos |? =1. 


Después de esto, es posible razonar así, como se hizo anteriormente: 


sent <senix, [cosx|"< |cosx]|!=c08%1, 
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y de resultas obtenemos el sistema de ecuaciones 


sent x = sen? x, 
|cos x |? = |cos x |?. 

La segunda ccuación se satisface cuando |cosx|]-=0 y |cosx|=1. 
De |cosx!=0 obtenemos las soluciones x =10/24 kx, R=0, z=+l, 
+2, ..., que satisfacen también la primera ecuación. Si |cos xJ=1, 
entonces cosx « —l (ya que cosx<0), y x= (2 + 1) 11; estos valores 
satisfacen por igual la primera ecuación. Por consiguiente, la solución 
de la ecuación inicial se da por dos series: 

xa 2+4knyx=(Qk4 1), 
donde k es un número entero cualquiera. 

Indiquemos otro modo de resolución que reduce sencillamente la 
ecuación dada a la precedente. Sustituyendo x por 1—y, se obtiene 


la ecuación sentí(a— y) —cos" (1— y) =1, o aplicando las fórmulas 
de reducción. la ecuación 


senty+ cos” y = |, 
examinada mas arriba. Sus soluciones son: y =1/2+kx e y =2kx, 
de donde, en vista de que x =xx— y, tenemos 
x=n/2—kn y x=n—2kr, 

siendo £ un número entero cualquiera. 

6. Resolver la ecuación 

cos! [10:4 (sen x + V 2 cos? x)1— tg? (x + 10/4 tg?x) = 1. 
Ya que el cuadrado del coseno de cualquier argumento no supera 


a la unidad, la ecuación dada sólo se cumple en el caso en que simujtá- 
neamente 


cos? [1/4 (senx+Y2co82x)]=1 y lg(x+ m4 tg? x) =0. 

De ese modo, hemos llegado de nuevo al sistema de dos ecuaciones 
con una incógnita. Para su resolución conviene hallar las raices de la 
primera ecuación y luego, sustituyéndolas en la segunda, elegimos 
aquéllas que satisfacen esta segunda ecuación y, por lo tanto, el sis- 


tema. 
De la primera ecuación se deduce de inmediato 


sen + Y Bcos? x = 44; 
donde £ es un número entero. Sin embargo 
Isenx+)] 2costx1< [sena] +12 [cost l<I-+VU2<A, 


y por eso la última ecuación no tiene solución, siendo k3£0. Examine- 
mos £=0, es decir, resolvamos la ecuación senx + M2 cost x =0. 
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De o 


Al sustituir costx por l|—sen*x, se obtiene la ecuación cuadrática 

Denea ' ; 

senx+ YW2—Y 2sensx =0, de la cual senx: — ——Ala segunda raíz 
0] 


, 
de la ecuación cuadrática es mayor que 1). Por consiguiente, obtenemos 
las soluciones de la primera ecuación: 


xy =—n/4--2n5, x—-3n'4+2n7, n.=0, +), 4-2, 


La solución de nuestra ecuación la hemos escrito en forina de dos 
series en vez de la forma más difundida x — (—01"*'1/4+nx para 
facilitar la resolución posterior. En general, la escritura abreviada de 
la resolución, en forma de una serie, es muy cómoda para el resultado 
final, ya que es más compacta. En los casos cuando hay que practicar 
con estas soluciones cualesquier cálculos y razonamientos, la repre- 
sentación en forma de dos series es más có moda. 

Analicemos la primera serie x =-— 1/4 7-27. Sustituyamos estos 
valores de x en la segunda ecuación, ya que es evidente que tg?x == 1, 
entonces para estos valores de x, la segunda ecuación loma la forma 
siguiente: tg (—x1/4 — 2na + n:4) -- 0, es decir, se convierte en ider- 
tidad. Por lo tanto, todos los valores de x de la primera serie son las 
soluciones del sistema y junto con él de la ecuación inicial. 

Al analizar análogamente la segunda serie, nos cercioramos de que 
ningún valor de ésta puede ser raíz de la segunda ecuación y no satis- 
face la ecuación inicial. 

Así, Jas soluciones de la ecuación inicial se determinan por la fór- 
mula 


x= —1:4+4+2nx, 


donde r es un número entero cualquiera. 

El tipo de problemas difundido, no comunes por su aspecto exte- 
rior, son ecuaciones y desigualdades “aisladas” con dos o niás incógni- 
tas, y sistemas de ecuaciones en los cuales el número de incógnitas no 
es igual al número de ccuaciones. Ya hemos resuelto en los ejemplos 
precedentes varios problemas similares, o sea, sistemas de dos ecuacio- 
nes con uria incógnita. Los problemas en los cuales el número de las 
incógnitas es mayor que el de las ecuaciones o desigualdades propor- 
cionan, por lo general, grandes dificultades psicológicas. por lo visto, 
esto está relacionado con el criterio de que, cuando se tiene un menor 
número de datos es imposible determinar un mayor número de incóg- 
nitas. Más adelante, los problemas examinados demuestran que este 
criterio no concuerda con la realidad. 

7. Resolver el sistema de ecuaciones 


; tg? x + cotg? x = 2 sen? y, 
ser”y —costz=!. 


Este sistema tiene tres incógnitas y sólo dos ecuaciones. No obstart- 
te, de inmediato es evidente que en la primera ecuación, el primer 
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miembro es > 2 como suma de las magnitudes recíproca mente inver- 
sas, mientras que el segundo miembro es < 2. Por eso, la primera 
ecuación es equivalente al sistema de dos ecuaciones. 


tex + cotg?* x=_ 2, sen? y en 


Por lo tanto, la particularidad del sistema dado “está eliminada” com- 
pletamente, es decir, tenemos un sistema ordinario de tres ecuaciones 
con tres incógnitas, y al mismo tiempo, muy sencillo. En electo, de 
las dos nuevas ecuaciones y de la segunda dada se obtienen los resul- 
tados siguientes: tx -= 1, costz-=0. Por eso, las soluciones del sis- 
tema dado se obtienen mediante las fórmulas siguientes: 


vo ad (QRA- 1), yea 24 la, 2=850/2+4 mx, 


donde k, £. m son números enteros cualesquiera. 
8. Resolver la desigualdad 


—lyl+x—Vae+yg—i>]. 


Ante todu anotamos que resolver la desigualdad con dos incógnitas 
x e y, naturalmente, no es otra cosa que obtener todos los pares de 
números x, y, y sustituirlos en la desigualdad dada, debido a lo que 
esta última se convierte en una desigualdad numérica exacta. Por lo 
visto, todos estos pares pueden mostrarse directamente en la resolución 
de los sistemas de ecuaciones ordinarios (su número puede ser in- 
finitamente grande, por ejemplo, para los sistemas trigonométricos), 
o geométricamente, expresando una zona compuesta a base de los 
puntos respectivos del plano. Con este método geométrico ya hemos 
resuelto el problema 30 del $-13 de la Parte J. Por consiguiente, aqui 
es natural reducir la desigualdad dada a tal forma que sus soluciones 
puedan exponerse fácilmente en el plano. 

Luego, la desigualdad se escribe en la forma siguiente 


A a 


Ahora es evidente que toda solución debe satisfacer la condición 
x—|y|>0, y al cumplir esta condición, ambos miembros de esta 
desigualdad no son negativos (en el RVA). Por eso podemos elevarlos 
al cuadrado y obtener la desigualdad equivalente en cl RVA 


—xlyl»Vr=yg—1. 


No obstante, en ul intervalo analizado x > |] y |>0, por esto el primer 
miembro de la desigualdad obteriida no es positivo, mientras que el 
segundo no es negativo. Por lo tanto, esta desigualdad se satisface úni- 
camente en el caso en que ambos miembros sean iguales a cero: 


alg =0 y xa2+yg—i=0, 
La primera de estas ecuaciones significa que x o y es igual a cero. Si 
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x=0, entonces de la condición x>|y|] se deduce que y =0, y que 
el par x=0, y=0 no se encuentra en el RVA de la desigualdad ini- 
cial. Por consiguiente, y =0, y de la segunda ecuación obtenemos (si 
se tiene en cuenta x>0) que x= |. 

La sustitución directa en la desigualdad inicial demuestra que el 
par obtenido x=1, y=0 satisface esta desigualdad. Es interesante 
señalar que, aunque hemos estado “preparados” para la representación 
geométrica de la solución, no necesitamos de ella para apuntar el re- 
sultado. 

9. Hallar todos los pares de los números x, y, que satisfacen la ecua- 
ción 


COS Xx + Cos y —Cos(x + y) = > ] 


Primera solución. Sin dida, en vez de esta formulación tan larga, 
es mejor decir: resolver la ecuación. La ecuación dada permite la so- 
Jución “casi típica” que se reduce, como veremos ahora, a la solución 
de la desigualdad trigonométrica. La primera idea que puede surgir 
al resolver una ecuación con dos incógnitas es la siguiente: ¿Es posib- 
le expresar una incógnita por otra? Luego, dando ciertos valores a una 
incógnita, podrían obtenerse los valores respectivos de otra incóg- 
nita. Los pares obtenidos de ese modo serán las soluciones de la ecua- 
ción. Por lo tanto, el problema será resuelto. 

Intentemos sustituir y por x. Nuestra ecuación puede escribirse en 
la forma siguiente: 


cosx-+2sen(5- +4) sen F=. 


Es claro que sen (7) +0 (en otra caso cosx=>) y por eso 
/ 
3 
de y 50s X 
sen (5 +4) — —_—__—_— 
XxX . 
2 sen q 


Consideraremos esta ecuación como una ecuación respecto a y. Ella 
puede ser resuelta en el caso y solamente en el caso cuando su segundo 
miembro por el módulo es menor o igual a 1, es decir, cuando 


5 —cos x 
———|< l. 
2 sen $ 
Esta desigualdad (ya que 3/2—cosx>0) se puede escribir en la 
forma 


3 x 
y — osx <2|sen y |. 


15 396 
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Pero cosx = ]— 2 sent +) y designando | sen (5) por £, obtendremos 


la desigualdad 41: —4€ 1-10 que se satisface solamente para £ = 1/2. 
Así, el segundo miembro de la ecuación examinada respecto a y 


y 5 5 nd 
no supera por el módulo a la unidad sólo en el caso cuando [sen (+) = 


s : Xx A . 
== 1/2, es decir, cuando sen( +) = > - Para los demás valores de x 
esta ecuación no tiene soluciones. Examinemos por separado los casos: 


sen ($) A NY Y 
7 ET ($)=-3 : 
Si sen € do entonces  x == (—1)*1/3+2f£x, donde k es un 


número entero cualquiera. En este caso, para cualquier valor de £ 


cos =cos[(— 1) 1/3 + 2k1 1 = $ 


y la ecuación examinada respecto a y toma la forma sen E +y=l. 
De aquí + + y =1/2 +21 y, por consiguiente, 
y = 2n1 + 1/2— 5 = 21 + 12 —(—1)* 1 /6— Rh. 


De esa manera hemos obtenido una serie de soluciones de la ecua- 
ción inicial 
x=(—1)1/3+2kn, y =0/24+(—1)+10/6 + (2n—k) Tn, 
n, k=0, +1, +2, ... 
En forma análoga se estudia el caso de sen $ A que conduce a la 


segunda serie de soluciones: 
x=(— 14/34 2kx,  y=—53+(— 15/64 (2N—k)x, 
n, k=0, +l, +2, ... 
Señalemos que los valores de y se hallan con más facilidad, si se 
toma en consideración que la igualdad | sen (5l-+ es equivalente 
a la igualdad cosx = 1—25e ($ )=3. así que x=>10/3 + 2k£1. 


Segunda solución. La ecuación dada permite también otra solución 
que se hase en el agrupamiento acertado. Si utilizamos fórmulas tri- 
gonométricas, la ecuación se reduce a la forma siguiente: 


4 cost =H4 4 cos 2 cos EL +1 ==0. 
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Los primeros dos sumandos del primer miembro son fáciles de 
completar hasta el cuadrado de la diferencia, después de lo cual la 
ecuación se escribe de ese modo 


(2 cos EL —cos EL)? 4 sen? SE = 0). 
Es del todo evidente que la última ecuación equivale al sistema: 


XEY ps AY 


x—Yy__ 
sen = =0. 


De la segunda ecuación de este sistema obtenemos: x— y = 2kx, 
o y =x—2kx, siendo R cualquier número entero. Al sustituir el valor 
de y en la primera ecuación, obtenemos 


2 cos (x— kx) =coskx. 
Ya que cos(x—kx) =(—1)cosx y coskr =(—1)*, de aqui se 
deduce que cosx = 3. es decir, x= 1/3 +- 2nxt, donde n es un nú- 


mero entero cualquiera. 
Por la tanto, la solución de la ecuación inicial se da por los pares 
siguientes: 


2 c0s 


x= 7 +2na, y=+% +2(n—k)a, 
ft R:==0, +1, +2, ... 


(en las fórmulas se toman simultáneamente ambos signos superiores 
o inferiores). 

Mencionemos que las fórmulas obtenidas por medio de esta solu- 
ción son poco parecidas a las fórmulas obtenidas medianle la primera 
solución. Con todo, estas fórmulas describen un mismo sin número de 
pares (x, y), aunque es difícil cerciorarse directamente de este hecho. 

Resulta interesante comparar las soluciones citadas más arriba: 
la segunda solución, por su aspecto exterior, es muy sencilla; ésta se 
basa en el agrupamiento hallado acertadamente, sin embargo, en este 
caso, hay siempre algún artificio y etemento de presunción. Mientras 
que la primera solución sigue una idea muy natural y sólo representa 
dificultades técnicas. 

El problema siguiente se reduce, en dependencia del método elegido, 
a la solución de una desigualdad trigonométrica y, luego, a un sistema 
de desigualdades algebraicas, o a la demostración de una desigualdad 
trigonométrica. En ambos casos es necesario mostrar cierta ingeniosi- 
dad. 

10. Hallar todos los pares de los números x, y, que satisfacen la ecua- 
ción 

í l 


(sen*x+ 77) +(cos* hor) = 12 +3 sen y. 
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Primera solución. La idea de la solución es la misma que en el 
caso de la primera solución del ejemplo precedente: tratamos de expre- 
sar y por x. Tenemos la ecuación respecto de y: 


sen y = 2 (sent on) + 2( cos* x+ Ya. 


cos? x 


Para poder resolverla, es necesario que el segundo miembro, por 
su valor absoluto, no supere a la unidad. 
Transformemos el segundo miembro; este último es igual a 


| 
cost x 


2 (sent + zz) +2 (cost x+ 


sentx 


) +42 = 
= 2 (sent x cos! x) (1 +) -16= 


= 2 (1 —2 sen? x cos? x) (1 tr) -16= 


sen? x cost x 


=2(1—gsent2x) (14 737) —16. 


De ese modo, designando sent2xporz para abreviar, obtenemos 
una desigualdad doble que asegura la resolución de la ecuación inicial 


—1<2 (1-5) (145)-1651. 
Después de las transformaciones de rigor se obtiene un sistema de 


dos desigualdades 
q 22 + 152* + 162—32>0, 
2 + 132 + 162 —32<0. 


La primera de estas desigualdades, aurique es cúbica, se resuelve 
fácilmente mediante el agrupamiento del primer miembro: 
2—1 + 152 —15 + 162— 16 = (2— 1) (2? + 16z + 32), 
y debido a lo cual, esta desigualdad se reduce a la forma 


(2¿— 1) l2—(8—4V 91l2—(8 +4 V DIDO. 


Al resolver Ja última desigualdad (por ejemplo, con ayuda del mé- 
todo de intervalos), obtenemos 


1I<2<8-4V2, 2>8+4V 2. 


Sin embargo, 2 =sent2x< 1, por consiguiente de todas las solu- 
ciones obtenidas ta única que presenta interés es z =1. Al efectuar la 
sustitución directa se verilica que esta solución satisface también la 
segunda desigualdad, es decir, es la solución del sistema. 
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Así, la ecuación respecto de yy que necesitamos resolver sólo tiene 
solución para 2 = sen*2x = 1. Sustituyendo 2 == 1 en la ecuación para 
sen y, y utilizando el segundo miembro transformado 


sen y =2 (1%) (14 2)-16. 


obtenemos que sen y = 1, Por consiguiente, la ecuación inicial se ha 
reducido a un sistema de ecuaciones 


sent2x=1, 
seny=1, 


cuyas soluciones, como es fácil comprobar, son los pares siguientes: 
x=xs/4+kn2, y=31/2+2nx, k, n=0, >=l, +2, ... 


Señalemos que para resolver el sistema de desigualdades algebrai- 
cas obtenido anteriormente es posible emplear un método menos na- 
tural, pero más breve. Precisamente, como 2 =sen* 2x, entonces 0 < 
<2<1 y, por lo tanto, 


2 +4 152 + 162: —32< 1 + 15 4- 16—32 = 0, 


es decir, el primer miembro de la primera desigualdad no es positivo 
y será igual a cero sólo cuando 2= 1. Por consiguiente, en el caso de 
OD<2< 1 esta desigualdad se satisface solamente para 2= 1]. La se- 
gunda desigualdad se cumple también si 2=1. Sin duda, idear esta 
solución es más difícil. 

Aclaremos que el éxito del método aplicado para resolver la desi- 
gualdad cúbica, relacionado con la separación del factor z—1, está 
garantizado por la sustitución acertada 2 =sen?*2x. Si introducimos 
en vez de 2 una nueva variable, según la fórmula ? =sen*xcos? x, la 
desigualdad que se obtendrá posteriormente, será más complicada y en 


, : ; 1 
este caso de su primer miembro se desprenderáa el factor — 7» lo 
que es dificil de imaginar. 

Segunda solución. Transformando el primer miembro de la ecuación 
dada al igual gue en la primera solución, obtenemos la ecuación 


(2 —sen! 21) ( l +) = 316 + sen y. 


Pero 2—sen* 2x > Il, 1 + > 1+ 16-17, y ambas desigualdad- 
es se convierten en igualdades en el caso de sen*2x = 1. Por esto, el pri- 
mer miembro de nuestra ecuación no es menor de 17 y, es evidente, 
que el segundo miembro no es mayor de |7. Por lo lanto, la ecuación 
iniclal es equivalente al sistema 
J sen2xr= 1, 
seny= |, 


ya obtenido en la primera solución. 
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Conviene anotar que, aunque la segunda solución es más breve, la 
primera es más natural; en otras palabras, cada vez es más compren- 
sible el objetivo de esto u otro razonamiento. Al mismo tiempo, en la 
segunda solución se emplea un método original: comparación de los 
valores del primer y segundo miembros de la ecuación. 

Para resolver la siguiente ecuación con dos incógnitas se utilizan 
completamente otros razonamientos, no obstante vinculados con las 
desigualdades. La idea de expresar una incógnita por otra no es apli- 
cable en este caso. 

11. Hallar todus los pares de números x e y, que satisfacen la ecuación 


tg x -+ tg! y + 2cotg? xcotg? y =3 + sen? (x + y). 


Examinemos el primer miembro de esta ecuación. Utilizando la 
desigualdad a? -+ b1> 2a* b*, que se satisface para cualesquier a y b, 
obtendremos la desigualdad 


tgix+tgy>2lg xt y, 


además, la igualdad se obtiene solamente para tg*x =— tg? y. 
Luego, 
te? xtg? y + cotg? xcolg? y> 2, 


siendo la suma de magnitudes positivas recíprocamente inversas y la 
igualdad se obtiene solamente cuando tg?xtg*y=1. Asi, el primer 
miembro de nuestra ecuación es mayor o igual a 4, y con eso es igual 
a 4 sólo al cumplir a la vez las igualdades 


¡ tex =tg* y, 
tg xtg? y =1. 


Por otro lado, sen*(x + y)< 1 y, por consiguiente, el segundo miembro 
es menor o igual a 4. 

De esa manera, la ecuación inicial se satisface únicamente en el 
caso en que ambos miembros son iguales a 4, lo que tiene lugar, cu- 
ando x e y son las soluciones del sistema 


tgx= tg y, 
textgey=1l, 
sen? (x + y) =1. 


De las dos primeras ecuaciones tenemos tg?x= tg? y = 1, es decir, 
tex=>+1, tey— +l, y al mismo tiempo son posibles jas cuatro 
combinaciones de signos. En este caso, los ángulos x e y pueden escri- 
birse en la forma 


x=xa/14(2%R+1) y=54(Qn +0, 


donde £ y a son números enteros cualesquiera. 
De estos ángulos es necesario elegir aquéllos que satisfacen la ter- 
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cera ecuación del sistema. Con este fin los sustituimos en la tercera 


ecuación: 
sen? (x + y) = sentr/2(kR +n +1) = 
=( l, si R-En-+i1d es impar, 
1.0, si k+n>w+l es par. 


De aquí se deduce que de las soluciones de las dos primeras ecua-. 
ciones deben tomarse los pares k y n para los cuales la suma £ + n es 
par, R+n=2m, es decir, n=2m—kR, donde m es número entero 
cualquiera. 

Asi, Jas soluciones de la ecuación dada son dos pares x, y de la forma 


x=xn/4(2R7+1), y =5/4(4a—2k£+ 1), 


donde m, k, son números enteros cualesquiera. 

Conviene considerar que esta solución es “en borradar” y debe re- 
formarse en una solución “en limpio” más exacta desde el punto de 
vista de la Jógica. Esto se puede efectuar, por ejemplo, del modo si- 
guiente. Reduzcamos el primer miembro a la forma 


tex + tg! y + cotg? xcotg? y = 
= (tg? x— tg? y)? + 2 (tg? xtg? y + cotg? xcotg? y) = 
= (tg? x— tg? y)? + 2 (tgxtgy—cotg xcotg y)? + 4. 


Entonces esta ecuación se convierte en 
(tg x— tg? y)? + 2 (tgxtgy—cotg xcotg y)? + | = sen! (x 4 y). 


El primer miembro de esta ecuación es mayor o igual a la unidad, 
mientras que el segundo es menor o igual a la unidad. Por consiguiente, 
esta ecuación se satisface únicamente en el caso en que ambos miembros 
son iguales a la unidad, o sea, cuando x e y son las soluciones del sis- 


tema 
teax—tg?y =0, 
textey—cotgxcotgy=0, 
sen? (x + y) =1. 
El sistema dado se resuelve como en el caso de la solución “en bo- 
rrador”. 


EJERCICIOS: 
Resolver Jas ecuaciones, desigualdades y sistemas: 
1. 214! sen 12. 2, 31 sen Vx] =|[cosx]. 
3 Aim cosx. 4d. 3x2= | —2cosx. 


5. 2003 (x/3) = 2: + 2-*, 


; K x ! ; 
6. Demostrar que la ecuación 2 sen? 7 sen q=x04 + 2 No tiene solucio» 
nes. 
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8. logh rr (x— 1) logax-=6—2x. 
9. x-2=- r(3— x)1-2(2* —]). 
OD. xX==10X-3? y >. 0. 


IL, á 
11. 2x4 1) sen E e IEA O. 
12. x=sens sena ==, 0G1x<l!. 


13, 5x2 5? d- Bru + 2: — 2 + 2== 0. 
14. x+4xcos1y + 4—0, 
cotg x E 
15. LL 102113 (Iy* — 18y + 10) 4-2. 
i 


5 ly 
16. log2( cos*ay Tos ] == 2y+Y2 A 


17. tg?r (24 y) +cotgf n(x+y)= SE 
2 

18. log, | 1x1 -+ 108, zz E ETA EITC 
19. 8x4 2tg x (sen y + cos y) +2=0. 
20. 2Y 2 (senx+ cos x) cos y == 3 + cos 24. 
21. cosx—y-—Yy—xX*—1I1>0. 
22 x—y — io T>—i. 
238. f cosx=-— 1/3, 24, senx= —2/5, 

k lgx=2Y/2. cotgx == —3Y/ Y E. 
25. 212194 3) (4 —3y2 + 4) =7. 


Hallar las soluciones reales de los sistemas 


26. x+y+2 2, 27. a+ qe 03, 
Ly —2= 4. ll cl 
28. ¿Para cuáles valores del parámetro a el sistema de ecuaciones 
a+ y=z2, 
e+y+tz=a, 


tiene solución única? 
29. Hallar todos los valores de los parámetros a y b para los cuales la ecuación 
(14 5/2 = x—2c0s (ar + b) tiene por lo menos una sulución. 
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Los métodos que se han aplicado en el párrafo precedente para re- 
solver los problemas no típicos por su aspecto exterior, donde los 
primeros son verdaderamente necesarios, se emplean con éxito para 
resolver los problemas más típicos que admiten una solución más usa- 
da. Es natural, que estos métodos, como regla, proporcionan una solu- 
ción más breve y elegante, 
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Asi, en particular, después de los ejemplos 5 y 6 analizados en el 
$ 1 de la Parte 1V, puede resolverse oralmente la ecuación sen*x + 
+cosvx=1, al mismo tiempo que su resolución con ayuda del mé- 
todo habitual exige cálculos bastante extensos. Á corttinuación se 
dan más ejemplos de este tipo. 

l. Resolver la desigualdad 


V senx +V cosx> 1. 


El RVA de esta desigualdad consta de los valores de x, los cuales, si- 
multánea mente, dan senx >0 y cosx>0. Ya quesenx<l y cosx< 1, 
entonces, según la propiedad de Jas potencias, 


V senx >senmix, Mocosx > cost x, 
Al sumar estas desigualdades se obtiene 
Vsenx +V cosx> l, 
además, la igualdad tiene lugar sólo en el caso en que simultáneamente 
Y senx=sentx y Vcosx=cos*x. 


Razonando así, como en el $1 de la Parte IV se puede determi- 
nar fácilmente que estas ecuaciones se satisfacen a la vez solamente 
si x=2kxt y six=5x0/24 2kx, y por lo tanto, la desigualdad inicial 
se cumple para todos los valores de x del RVA, excepto los valores 
apenas señalados, o sea, todos los valores de x que dan a la vez 


senx>0 y cosx>0. 
En calidad de la solución común de estas dos desigualdades y de 
ese modo de la desigualdad inicial será 
21 <x <m2 + 2kr0, R=0, +l, +2, ... 
Para comparación, mostramos una solución ordinaria, típica, de 
la desigualdad dada. Su RVA se determina por las desigualdades 
senx>0 y cosx>0. Ambos miembros de la desigualdad inicial son 


positivos y por eso, después de elevarla al cuadrado, en el RVA se 
obtiene una desigualdad equivalente a la inicial 


senx-+cosx+2V senxcosx:> 1. 


Ya que 2 sen.xcos.x = (senx++<co0sx):— l, entoncos, al sustituir 
para abreviar senx +cosxporu, se obtiene la desigualdad siguiente 


V2u—2>1l1—u, 


Como el primer miembro de la úitima desigualdad no es negativa, 
entonces, en el caso de «> 1, ésta se satisface automáticamente, o sea, 
todos los valores de 4> 1 son sus soluciones. 
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Luego, al analizar los valores de < 1, de nuevo obtenemos una 
desigualdad con miembros no negativos. Al elevarla al cuadrado, des- 
pués de las transformaciones, se obtiene una desigualdad equivalente 
14 + 24—3>0, cuyas soluciones son u <-—-3 y u>1. Examinamos el 
caso de 4<1 y por eso ha de aplicarse solamente la desigualdad u < 
<—3. 

Pues, la desigualdad Y 244—2>1—u tiene una solución 4> ! 
(del primer caso) y otra «<—3, Pero u = sen x +cosx = Y 2 sen (x + 
+ 1/4) no puede ser menor de —3 y por eso hace falta resolver la de- 
sigualdad 


senx +cosx > 1. 


En el RVA de la desigualdad inicial senx + cosx> 0; por ello, 
después de elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad, se 
obtiene la desigualdad equivalente senxcosx>> 0, la cual se cumple 
para todo valor de x del RVA, excepto el caso cuando sen xcos x= 0, 
es decir, para los valores de x de los intervalos 


2a<x<ui2 + 2fr, k=0, +1, +2, ... 


Como se ve, la primera solución es más breve, sin tomar en consi- 
deración que esta solución es más universal, pues, en ella es insigni- 
ficante que ambas raíces de esta desigualdad sean cuadradas, incluso 
ellas podrían ser de diferentes potencias. Al mismo tiempo, la solu- 
ción “típica”, en este caso, tropezaría con dificultades insuperables. 

En los ejemplos analizados el provecho de los métodos no típicos 
consiste, en lo fundamental, en su brevedad, y puede pasarse por 
completo sin emplear estos métodos. 

La singularidad del tipo de las ecuaciones examinadas en el pá- 
rrafo precedente es, en realidad, lo que da lugar a una idea de buscar 
nuevos métodos. Son más difíciles los problemas que tienen un aspecto 
exterior ordinario, típico, pero, de hecho, es imposible resolverlos 
aplicando los métodos típicos. Al resolver los problemas de tal tipo, 
nunca estamos seguros de que el método elegido es simplemente in- 
correcto o que se necesitan ER razona mientos no típicos. 

A continuación se examinan dos problemas más; para cada uno 
de ellos se dan varias soluciones, mostrando cuán diferentes pueden 
ser los métodos no típicos, qué ideas más distintas pueden ser aplica- 
das al resolver estos problemas. 

2. ¿Cuántas raices tiene la ecuación sen x + 2 sen 2x = 3 + sen 3x en 
el segmento UO<S<x<mT? 

Primera solución. Esta ecuación tiene un aspecto exterior entera- 
mente típico, y por lo tanto es natural, al principio, intentar resol- 
verla con ayuda de los métodos ordinarios, por ejemplo, reduciérndola 
a una función, por ejemplo, a sen x. 
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Si empleamos las fórmulas del ángulo doble ou triple obtenemos 
la ecuación 
4 senxcosx = 3 +3 sen x— 4 sen? x— sen .r. 


Aquí, ya nos espera una contrariedad: para expresar cosx por me- 
dio de senx sin irracionalidad es necesario elevar esta ecuación al 
cuadrado, arriesgándonos a obtener raíces sobrantes. Como resultado 
obtenemos la ecuación 


l6 sen? x (1 — sen? x) = (3 +2senx—4 sent), 


que después de sustituir sen x por y y de las transformaciones no com- 
plejas se reduce a la forma 


16? — 24y? — 12* + 12y + 9 =0. 


Esta ecuación de sexto grado da una idea de que este método no puede 
conducir a nada de bueno. Sin embargo, es posible aún el intento de 
encontrar un agrupamiento conveniente: sí unimos los sumandos pri- 
mero, segundo y último se obtiene una ecuación en la forma 


(44 — 3)* 4- 12y (1— y) =0. 


Pero y = sen x y según los datos 0O<x<x, así que sólo se necesitan 
las raices de y que dan 0< y< 1. Sin embargo, para estas y el segundo 
sumando del primer miembro de la ecuación no es incgativo, mientras 
que el primer sumando no es negativo para cualquier y, por esto ta 
ecuación se satisface únicamente en el caso de los valores de y para los 
cuales, al mismo tiempo, 4y*—3=0 y 12y(1I— y) ==0. Ya que evi- 
dentemente tales y no existen, la ecuación examinada no tiene solu- 
ciones en el segmento 0<y< 1. De aquí se deduce que la ecuación 
inicial tampoco tiene soluciones en el segmento UL x< x. 

Como se ve, el método elegido, que, al principio, parecía en abso- 
luto típico, nos llevó al objetivo sólo con el agrupamiento acertado. 
Más abajo resultará que este método es fallado justa mente, 

Segunda solución. Esta solución también se basa en el agrupamien- 
to acertado que tiene lugar despues de algunas transformaciones tri- 
gonométricas. 

La ecuación dada se escribe en la forma siguiente: 


sen 3x — sen x— 2sen 2x +3 =0 


y a continuación se practica la transformación del primer miembro; 
el último es igual a 


2 sen xcos2x— 4senxcosx+ 3 == 
= sen x(2c082x— 4c0sx) + 3 = 
= sen x (4 cost x—4cosx— 2) + 3 = 
= sen xl (2c0sx— 1)2— 3] +3. 


460 PARTE IV. PROBLEMAS «NO TÍPICOS» 
Po yEgggg 500 Eg gIÍ0I a oop»Pro Pp» PP_.E RÍO € 


Como resultado se ohtiene la ecuación 
sen y (2 cos x— 1)? + 3(1 — sen x) =0. 


Según los datos sólo hay que hallar la solución en el segmento 
O0<x<wx. En este seginento es válida la desigualdad senx => 0. Por 
eso, ambos sumandos en la ecuación obtenida no son negativos y, en 
consecuencia, ésta es equivalente al sistema de ecuaciones 


Jsenx(2cosx— 1)? =0, 
1 3(1— sen x) =0. 


De la segunda ccuación del sistema tenemos senx=1. En este 
caso, cosx-:0 y senx(2cosx— 1) =1=3£0. Por lo tanto, ninguna 
solución de la segunda ecuación puede ser solución de la primera ecua- 
ción y, por consiguiente, el sistema y junto con él la ecuación ini- 
cial no tienen soluciones. 

Tercera solución. Escribamos nuestra ecuación así: 


sen x — sen 3x + 2 sen 2x = 3, 


y utilizando las fórmulas de la diferencia de los senos y del ángulo 
doble, oblenemos la ecuación senx(—4costx +4cosx +2) =3. Ya 
que para las raices de esta ecuación senx=£ 0, esta última es equiva- 
lente a la siguiente: 

3 
sena * 


—4co0s*x4+4c05x42= 


Si el trinomio y =—A4cos*x + 4c0sx +2 se considera como cua- 
drático respecto a cos.x, es fácil cerciorarse de que su valor máximo es 


igual a 3 y que se obtiene cuando cosx = $ Por otro lado, en el seg- 
mento O<x<a se tiene la desigualdad (O <senx< l, por lo tanto 


23 y en este caso la igualdad se consigue sólo cuando sen x = 1. 


Esto significa que la ecuación dada se satisface únicamente en el caso 
en que, a la vez, cosx= 1/2 y senx = 1. Sin embargo, esto es imposi- 
ble, o sea, la ecuación a examinar no tiene soluciones. 

Conviene señalar que en todas las soluciones analizadas fue muy 
esencial que sen x >0, puesto que las raíces se han buscado solamente 
en el segmento 0<x<u. No obstante esta condición se da sola mente 
para facilitar el problema; este último puede ser resueito también 
sin esta limitación. Demostremos que la ecuación dada no tiene raíces 
de x para las cuales senx<O0. 

En efecto, si senx<O0, 


senx + 2sen2x<0-—2=2, 
3 + sen3x=>3-+ (1) =2, 


mientras 
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es decir, el primer miembro de la ecuación inicial, para todos los valo- 
res de x, es estrictamente menos de 2, mientras que su segundo miembro, 
para todos los valores de x es más o ¿igual a 2. Mediante transfor macio- 
nes simples puede cerciorarse de esto: es necesario escribir la ecuación 
en la forma siguiente 


sen x= 2 (1 — sen 2x) + 1 4 sen 3x; 


ej segundo miembro de esta igualdad no es negativo, de lo que se de- 
duce que senx > 0. 

De esa manera, la ecuación dada no tiene raíces de x para las cuales 
senx<< 0; más arriba se ha demostrado que no existen las raíces de x 
para las cuales senx>0. Por consiguiente, la ecuación inicial, en 
general, no tiene raíces. 

Cuarta solución. Es más breve y se efectúa independientemente de 
las limitaciones con respecto a x. Al escribir la ecuación asi: 


sen x— sen 3x +- 2 sen 2x = 3, 


o, que es lo mismo, 
——2 sen xcos2x + 2sen2x = 3, 


escribamos la siguiente serie: 


| —2sen xcos 2x + 2 sen 2x | < |-—2sen xcos 2x | + 
+ |2sen2x | =2|sen x | |cos2x1+4+2|sen2x]<2(]cos2x + 
— | sen 2x |). 


Ya que |cos2x]+ |sen2x |< y 2 para cualquier x (esto es fácil 
demostrar, interpretando los módulos o aún más sencillamente, elevan- 
do al cuadrado), el primer miembro de la última ecuación, por su valor 
absoluto, no supera a 2/2 y no puede, en consecuencia, igualarse a 3. 

En la siguiente ecuación, que en apariencia es ordinaria, los mé- 
todos típicos no conducen al objetivo. Al intentar, por ejemplo, reci- 
bir la ecuación respecto a sen.x, se tiene una ecuación de la séptima 
potencia. 

3. Resolver la ecuación 


sent x +- - sen? 3r = sen xsen? 3x, 
Primera solución. La ectiación puede escribirse en la forma 
sen? x— sen x sen! 3x + 5 sen? 3x =0 
y analizando su primer miembro como un trinomio cuadrático con 
relación a senx, separemos el cuadrado completo, después de lo cual 


esta ecuación se convierte en la siguiente 


(sen x— +sen*3x) + sen? 3x (1 — sen? 3x) e (), 
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O sea, 
Do e 
16 $en“6x =0. 

Está claro que esta ecuación es equivalente al sistema de ecuaciones 


| 2 sen x = sen 3x, 
sen 6x == 0. 


(sen x— > sen? 3x)* 4 


La solución de la segunda ecuación es una serie de valores de x = 
= kxi/6, donde k es número entero cualquiera. De esta serie deben se- 
pararse los valores que satisfacen la primera ecuación. Para encontrar 
los valores respectivos de k se sustituye x =Ax1/6 en la primera ecua- 
ción y se ohtiene 

can AN En 0, sikes par, 
senq=y sn =4 12, si k Ea 


A continuación analicemos por separado los casos de £ par e impar. 
Si k es par, en este caso sen 431/6 =0, lo que se cumple para kri6 = mx, 
siendo m un número entero cualquiera. Por consiguiente, entre los 
valores pares de £ sólo son convenientes k =6m, donde m es un nú- 
mero entero cualquiera. Si k es impar, en este caso sen. kest/6 = 1/2, 
lo cual se cumple con £x/6 = (—1)* 116 + man, siendo m un número 
entero cualquiera, Por lo tanto, entre los valores impares de £ son 
convenientes solamente k = (—1)” + 6m, donde m es un número entero 
cualquiera. 

Así, las soluciones de la ecuación iniclal son los valores de las 
siguientes series: 


x=mx, x= (—1)”10/6 + ma, donde /n es un número entero cual- 
quiera. 


El sistema obtenido se resuelve fácilmente con ayuda de los razo- 
na mientos siguientes, Su segunda ecuación se divide en las dos: sen 3x= 
=0 y cos3x=0. Si sen3x=0, de la primera ecuación obtenemos 
senx==0, o sea, x=kx. Estas x son las soluciones del sistema. Si 


s . $ ] 
cos3x=0, sen?3x = 1, y de la primera ecuación tenemos sen x ==. 


Es evidente, que las soluciones de esta ecuación x = (—D*x/6 + kx 
son, al misnto tiempo, las soluciones del sistema. Las dos series obte- 
nidas no son más que la solución de la ecuación inicial. 

Comparando este razonamiento con el precedente conviene indicar 
que la división de la simple ecuación sen6x = 0, que no es del todo 
natural, en las dos, resultó más efectivo que el procedimiento natural 
vinculado con su resolución y elección posterior de las raíces. 

Segunda solución. Ante todo debe notarse que si sen?3x =0, de la 
ecuación se deduce que sen x =0,'y es fácil verificar que todas las raí- 
ces de la ecuación senx =0, es decir, x =k%x, donde £ es un número 
entero cualquiera, satisfacen la ecuación. En el caso de sen?3x 0, 
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el primer miembro de la ecuación dada es positivo, lo que significa, 
que sen x>0. 

A continuación traslademos todos los términos al lado izquierdo 
y añadamos la suma de cuadrados hasta recibir el cuadrado completo 
utilizando dos métodos: hasta el cuadrado de la suma y hasta el de la 
diferencia. Luego tenemos que analizar la ecuación en dos formas: 


(sen x + sen 3x)* + sen x (—sen 3x— sen? 3x) = 0 


] s » 
(sen x — y sen 3x)? 4- sen x (sen 3x — sen? 3x) =0. 
Examinemos por separado dos casos: 

a) sen3x>0. Entonces sen 3x > sen*3x y, por consiguiente, ambos 
sumandos de la segunda forma de nuestra ecuación no son negativos, 
es decir, x debe satisfacer el sistema 


sen x— y sen 3x =0, 

sen x (sen 3x— sen? 3x) =0, 
Sin embargo, sen x>2650, por esto de ta segunda ecuación del sistema 
tenemos sen 3x— sen?3x = 0. Según los datos a) sen 3x=40, es decir, 


de aquí se deduce que sen3x = 1. En este caso de la primera ecuación 
resulta que senx = 1/2. Tenemos que resolver el sistema 


1 
sen x= y, 
sen 3x = 1. 


d l 
Si senx = ++ sen3x =3senx—4senx=1, o sea, entonces toda 


solución de la primera ecuación es también solución de la segunda 
ecuación y, en consecuencia, el sistema se reduce a la primera ecua- 
ción. De ese modo, sus soluciones serán los ángulos x de la serie 


x = (—1)1/6 + kn, donde k es un nímero entero cualquiera. 


b) sen3x-<<0. Este caso se analiza igual mente como el precedente, 
pero aquí se utiliza la primera forma de nuestra ecuación. Este caso 
no da nuevas soluciones. 

Por consiguiente, la solución de nuestra ecuación puede escribirse 
en la forma siguiente 


T . 
x=krñ, x=(—1PG +K£n, donde £ es un número entero cual- 


quiera. : 
Esta misma resolución puede efectuarse de un modo más compacto 
al utilizar módulos. Nuestra ecuación es posible exponerla en la forma 


(senx— 3 |sen3x| )+ sen x (| sen 3x | — sent 3x) = 0. 
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Sin embargo, sen?3r< |sen3x|, entonces ambos sumandos no son 
negativos y por lo tanto tenemos el sistema 


senx— »y |sen3x |=0, 


sen x (| sen 3x | — sen? 3x) =0. 


La solución ulterior es la misma que en el caso precedente. 

Tercera solución. Ante todo conviene anotar que de la ecuación 
dada se deduce que sen x2>0 y que esta ecuación se satisface si 
senx==0, o sea, si x=kx; debe considerarse a continuación que 
senx>0. : 

Supongamos que nuestra ecuación se satisface por algún número 
x y escribimos esta ecuación en la forma siguiente 


sen? x = sen? 3x (sen x— =). 


Ya que sen? x>*0, sen?3x£0 y por lo tanto senx— 1/42>0. En 


ese caso, al multiplicar la desigualdad sen:3x< 1 por la expresión 


ositiva senx— LN obtenemos la desigualdad 
p 4 


4 


con todo, la igualdad se obtiene únicamente cuando sen? 3x= 1. De 
ese modo, debe cumplirse también la desigualdad 


sen* 3x (sen x— 7) < sen =p: 


l 
send x << senx— >, 


o lo que es lo mismo, la desigualdad (sen x— 1/2)? <0 que sólo es 
válida para sen x= 1/2. 

Asi, si cierto número xy satisface nuestra ecuación, al mismo tiem- 
po éste satisface el sistema 


sent3x= 1, 
sen X == ]/2, 


Lo contrario es evidente: si x satisface este sistema, entonces, al 
sustituir senx = 1/2 y sent3x=1 en la ecuación inicial nos cerciora- 
remos de que esta última se satisface también. De esa manera, la ecua- 
ción dada cs equivalente al sistema obtenido, mientras este sistema 
se resuelve también mediante los mismos razonamientos que los pre- 
cedentes. 

Este método de resolución podría ser expuesto de otra forma. Pre- 
cisamente, al tener en cuenta que senx— 1/4>0 y añadir — sen x + 
T—Tl/4 a ambos miembros de la ecuación sen? x = sen? 3x (sen x— 1/4), 
abtenemos ta ecuación 

Y AY] 
(sen r— 7) == (sen? 3x — 1)(senx— 7) 
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El primer miembro de esta ecuación no es negativo y el segundo 
no es positivo y, por consiguiente, la ecuación se satisface únicamente 
en aquel caso y solamente en aquel caso cuando ambos miembros son 
iguales a cero. Como resultado se obtiene un sistema ya conocido. 

Cuarta solución. La ecuación se divide por su segundo miembro. 
Sin embargo, para no perder raices, antes de hacer la división hay que 
cerciorarse de que éste es diferente de cero. Si analizamos el caso de 
sen.x =0,. se obtienen las raíces de la ecuación inicial x = kx, donde 
k es un número entero cualquiera y para sen3x = 0 obtenemos de la 
ecuación de nuevo sen x=0, es decir, de ese modo tendremos las mismas 
raíces que acaban de hallarse. 

Notando como antes, que sen.£> 0, a continuación debe conside- 
rarse que senx>>0. Ahora puede dividirse: 


sen x 1 
va sen [=1 : 


Ambos sumandos del primer miembro son positivos y por eso es posib- 


le aplicar la desigualdad entre la media aritmética y la media geo- 
métrica: 


sen x 1 EE | 
sentás YA sen ¿22 4sentáx  [sendx] de 
En la primera desigualdad no estricta, la igualdad se obtiene si 
maz = 30.3» Y en la segunda, cuando |sen3x|=1. Por eso el 


primer miembro es igual a la unidad en aquel caso y sólo en aquel 
caso cuando ambas desigualdades no estrictas se convierten en igual- 
dades, es decir, cuando se cumple el sistema siguiente: 


( 4 sen? x = sen? 3x, 
|sen3x|=1. 


Este sistema se resuelve fácilmente. 


Quinta solución. Al indicar que senx>0, escribimos una serie de 
desigualdades 


sen? x + psent3x> sen x | | sen 3x] > sen x sen? 3x. 
(Aquí hemos utilizado la desigualdad a++b*>2Jlallb] para 


a =senx, b= y sen3x, y que |[senx]|=senx y |sen3x | > sen? 3x). 


Por lo tanto, nuestra ecuación se satisface solamente en el caso cuando 
ambas desigualdades no estrictas se convierten en igualdades, lo que 
tiene lugar al cumplir el sistema 
] h 
senx m y |sen3x |, 
sen x | sen 3x |] = sen xsen? 3x, 
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La segunda ecuación se satisface en los cuatro casos siguientes: 
sen.x =0, sen3x =0, sen3x = +1. 


En el primer caso tenemos los valores de x = kx, que son también 
las soluciones de la primera ecuación del sistema, o sea, de la ecuación 
inicial. El segundo caso, al sustituir en la primera ecuación, da lugar 
a las mismas soluciones. El tercero y cuarto casos dan la solución 


x=(—]) (5) +tn, k=0, +1, +2 ... 


EJERCICIOS: 


Resoiver las ecuaciones y desigualdades: 
—x:—2 sen x 


8 
a Y é=xr—2 2* 
] / A 27 y 52. 
2412 AR 2 
Y OTE y T7—1=2. 
VTA a YU => 1. 
. VEX—1+VM 3 2> VI — 34 V 5x4. 


sen? x +cosMx=!. 

Y sen 2x4 Y cos2x= 1. 

. Verid Y con Y 2. 

. V ZE cost2x= sen 3x — cos 3x. 
V 5+sent3x= sen x-+4- 2c0s x. 


CN 


pu 
> 


$ 3. PROBLEMAS EN LOS CUALES LAS DIFICULTADES 
LÓGICAS SON MÁS ESENCIALES 


Las ecuaciones, desigualdades o sistemas con parámetros propor- 
cionan por lo común grandes dificultades de carácter lógico. En las 
rimeras es necesario hallar aquellos valores de los parámetros para 
os cuales se cumplen algunas condiciones complementarias (por ejem- 
plo, una ecuación tiene solución única o por el contrario, se satisface 
por todos los valores admisibles de x, o toda solución de un sistema 
de ecuaciones es la de otro, o toda solución de una desigualdad es la 
de otra, etc.). 

Estos problemas son, en verdad, los más difíciles a examinar, y pre- 
cisamente, es por ello que exigen una preparación lógica bastante ele- 
vada, es decir, lo que necesita la mayoría de los escolares. Para resol- 
ver tal tipo de problema hay que saber bien, a cada momento, do que 
fue hecho ya y lo que es mecesario hacer, así como lo que significan 
los resultados obtenidos. 

l. ¿Pora qué valores de a lu ecuación 1 + sen?tax =cosx fiene una 
solución única? 
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Es evidente que para el valor arbitrario de a no es posible expre- 
sar sen*ax por sen x y cosx. Por eso la ecuación a examinar no puede 
ser resuelta por medio de los métodos habituales. Es necesario encont- 
rar un nuevo método para la resolución. Esta última será análoga a las 
ideas que se han utilizado en el $ 1 de la Parte JV. 

Gracias a la desigualdad cosxXZ1< 1 -+sen*ax, la ecuación ini- 
cial se cumplirá sólo cuando se satisfaga el sistema de ecuaciones 


/ +sentax=1, , sei 
cosx=1, cosx = 1. 


Por consiguiente, hay que resolver el sistema y analizar ¿para qué 
valores de a este sistema tiene una solución única? 

Ya que la ecuación inicial es equivalente a este sistema, los valo- 
res hallados de a serán buscados. 

En este instante es cuando empiezan las dificultades lógicas más 
serias. Precisamente, en este momento se hace claro, quién entiende 
bien el problema planteado y quién simplemente practica algunos 
cálculos sin darse cuenta de lo que hace y para qué necesita de esto. 

Así, por ejemplo, una de las “resoluciones”, propuestas para este 
sistema, es: 


“ax=nk, x=21nn, 2ann=x85k, a= > 


” 


¡Y nada más! No se da ni una palabra más, se subraya sola mente la 
igualdad a =%/(2n) que, por lo visto, se considera como la respuesta. 
¡Es evidente que es imposible entender esta solucion! 

A continuación expondremos una resolución que repetirá los cálcu- 
los de la “solución” precedente, pero que irá acompañada de razo- 
namientos que allí faltaban. 

Las soluciones de la primera ecuación del último sistema son las 
siguientes: 

ax=kx, k=0, +l, +2, 


Las soluciones de la segunda ecuación son también evidentes: 
x=2nxf, n=0, +l, +2, ... 


Se necesitan los valores de x, que satisfacen simultánca mente ambas 
ecuaciones, es decir, hay que hallar los números, k y n, para los cuales 
de ambas series se obtiene el mismo valor de x. De ese modo debe re- 
solverse una ecuación con dos incógnitas n y R (y más con el paráme- 
tro a): 

2anx = kx. (1) 

Es evidente que para cualquier valor de a el par de los números 


n=0, k=0 es la solución de esta ecuación. A éste le corresponde Ja 
raíz x=0, De esa manera, para fodo a la ecuación inicial tiene la so- 
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lución x=0. Si n=£0, la ecuación (1) puede escribirse en la forma 
siguiente 
a =k/(2n). (2) 


Ahora conviene recordar nuestro problema principal: en efecto, no 
tenemos que resolver la ecuación, sino determinar ¿para los cuáles valores 
de a ésta tiene una solución única? Sin embargo, todo par de los nú- 
meros £ y n que satisface la condición (2), proporciona la solución 


E n 
de la ecuación inicial x= 2nn == 7 - Como ya hemos hallado para 


todo valor de a una raíz de la ecuación inicial (x= 0), tendremos que 
hallar aquellos valores de a para los cuales no existen las £ y n ente- 
ras, con las que se cumple la relación (2). Es claro que si a es irracional, 
es imposible, en realidad, encontrar las £ y n necesarias. El primer 
resultado se ha obtenido: si a es un número irracional, la ecuación dada 
tiene sólo una solución. 

¿Está resuelto el problema? ¡Naturalmente que no, porque no 
están examinados del todo los valores racionales de a! No obstante, 
si a es racional, o sea a = p/q, es posible escribir a = (2p)/(29) y en la 
ecuación (2) obtener la solución k=2p, n =4q. Por consiguiente, en 
este caso, además de x=0, habrá por lo menos, una solución más (en 
efecto habrá un número infinito de soluciones). Así, en el caso del valor 
racional de a la ecuación inicial tiene muchas soluciones. El problema 
está resuelto. 

Conviene practicar estos razonamientos para resolver el problema 
para sí, o sea, para obtener la respuesta. Esto, se puede decir, es la 
solución “en borrador”. Pasemos a demostrar cómo podría exponerse 
la solución “en limpio”. 

En realidad, x=0 es la raiz de la ecuación para todo valor de a. 
Debe demostrarse que para el valor irracional de a no hay otras solu- 
ciones, mientras que para a racional las hay. En efecto, al principio, 
a es irracional. De las desigualdades cosx< 1 < 1 +sentax se deduce 
que x es la solución sólo cuando esta x satisface el sistema - 


ista sen ax =0, 


es decir, ¡ 
cosx= l. 


cosx=!l, 
Si x=*0 es la solución del último sistema, entonces, en primer lu- 
gar, ax =x0%, k es cierto número entero y, en segundo lugar, x= 2xn, 
n es cierto número entero, pero 10. En este caso 2axmn = xk, de 
donde a =k/(21), es decir, a es un número racional, lo que contradice 
a la suposición. Ahora, supongamos que a es racional a = p/g. En este 
caso x= 214 que, evidentemente, será una solución y, además, di- 
ferente de cero. Por lo tanto, la ecuación dada tiene una solución única 
solamente cuando a es irracional. 
Es posible también resolver este problema gráficamente. Sea a0, 
ya que en efecto la ecuación tiene un número infinito de soluciones 
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cuando a = 0. Luego escribamos nuestra ecuación así: 


sen? ax = cos x= 1 
y designemos 


) — cos2ax 
yy =cos x—l, yy = send ax ——¿— . 


Después de esto, tracemos ambas gráficas (fig. 168). Es claro que la 
ecuación inicial tiene su solución sólo en el caso en que las curvas de 
las funciones y, e y, tengan un punto común. 

En la figura se ve que para todo valor de a hay un punto de in- 
tersección de las curvas: x=0. Se ve también que las intersecciones. 
posteriores. son posibles sólo en los puntos en que ambas curvas se 
tocan con el eje Ox, es decir, en el lugar donde simultánea- 
mente sentax=0 y cosx=1l, Pero sentax=0Ú para ax = nx, siendo 
n=0, +1, +2, ..., mientras que cosx=|l para x==2kx, siendo 
k=0, +1, +2, ... Por lo tanto, el punto x =0 será el único punto 
de encuentro de las curvas solamente cuando 2akr 34 nx no para cua- 
lesquier valores enteros de n y £, diferentes de cero. En otras palabras, 
se ha demostrado que la solución única tiene Jugar sólo cuando aé 
+ n!(2k), siendo n y k números enteros, diferentes de cero. Más ade- 
lante se muestra, como se hizo anteriormente, que esto tiene lugar 
cuando a sea un número irracional. 

Para resolver problemas con parámetros frecuentemente conviene 
razonar del modo siguiente. Dado que el parámetro a es cierto número 
fijo que satisface a los datos del problema; estos valores de a los vamos 
a denominar convenientes. Ahora hace falta deducir de los corolarios 


los datos del problema y suposiciones respecto de a. Gracias a estos 
se obtienen algunas condiciones a las que tienen que satisfacerlas los 
valores convenientes del parámetro. De esa manera, los valores del 
parámetro que fio satisfagan estos corolarios, «utomáticamente no 
son convenientas y sólo tenemos que analizar aquellos valores del 
parámetro que satisfagan los corolarios obtenidos. En particular, si 
a estos corolários los satisfacen algunos valores concretos, el problema 
se reduce sencillamente a la comprobación de estos valores. 
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2. Hallar todos los valores de a para los cuales el sistema 


Pr oyte+a, 
*+y= 


tiene sólo tuna solución (a, x, y son los números reales). 

De acuerdo con lo que hemos dicho, al principio supongamos que a 
es el número conveniente, es decir, el número que satisface los datos 
del problema. En otras palabras, para este valor de a el sistema de 
ecuaciones dado tiene sólo una solución, que se designa con (Xo, a). 
Sin embargo, es fácil notar que ambas ecuaciones del sistema no se 
modifican al sustituir x por —x, lo que significa que en el caso del 
valor examinado el par (—Xo, yo) es también la solución del sistema. 
No obstante, según la suposición inicial respecto de a, el sistema tiene 
una solución única. La salida de esta contradicción es una: (xo, ya) 
y xo, yo) son el mismo par. Esto significa sencillamente que x, = 
= —Xo, O Sea Xp == 0. Estos razonamientos no dan ninguna injor mación 
acerca del número ya. Pero, al poner la solución (0, y.) en el sistema 
inicial, tenemos las igualdades 


l=y+4a, yi=1. 


De aquí se deduce que yo es igual a l 6 a —!, y, de acuerdo con esto, 
a se iguala a 0 óa 2. 

De esa manera, hemos demostrado que, si a es el número convenien- 
te, entonces a == 0 ó a = 2. Subrayamos sobre todo que los razona mien- 
tos anteriores no han demostrado, en ningún caso, que los números O 
y 2 son convenientes. Por el contrario, hay que determinarlo. 

Al principio examinemos el valor de a =0. En este caso tenemos el 


sistema 
ed 6) 
*+y=l. 


Si es posible demostrar que este sistema tiene una solución, esto signi.- 
ficará que el valor de u=0 satisface a los datos del problema. Indi- 
quemos que el valor de a =0 ha sido obtenido por medio de la susti- 
tución del par (0, 1) en el sistema inicial. Es fácil comprobar que este 
par satisface real mente el sistema (3) y, de ese modo, cuando a =0, 
el sistema inicial tiene ya una solución. Aclaremos, ¿hay o no otras 
soluciones para el sistema (3)? 

Este último no puede resolverse con ayuda de los métodos habitua- 
les. Por eso aplicaremos razona mientos especiales, De la segunda ecua- 
ción de este sistema se obtiene que |x|<I, ]y|< 1, de donde resulta 
que xi<I|xle ly|<1. Además, 22+1>1, ya que |x|>>0. De todas 
estas desigualdades tenemos 


A > > ya, 
y, por consiguiente, la primera ecuación se satisface solamente cuando 
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en ambas desigualdades ho estrictas tendrá lugar la igualdad, es decir, 


cuando 
2l*I=1, |x]=x, y==1, 


lo que es válido para x=0, y =1. Por lo tanto, si a=0, el sistema 
dado tlenée una solución (0, 1). 
- Ahora examinemos el valor de a =2. En este caso tenemos el sis- 


tema 
| UH lx]= y + 0+2, 
aq y=l1 


Como antes, indiquemos que el par (0, —1) es la solución y de nuevo 
debe aclararse ¿si hay otras soluciones o no? Pero al sustituir x=1, 
y =0, resulta que el par (I, El es también la solución. del sistema y, 
por consiguiente, para a = 2 el sistema tiene varias soluciones. 

Así, el sistema dado tiene una solución única sola mente para a =0. 

La solución expuesta requiere algunas palabras de carácter no 
matemático, sino más bien psicológico. Como suele suceder a menudo, 
es fácil entender esta solución, pero ¿cómo hallarla? Sin duda, no es 
posible, en el caso general, dar una respuesta universal. 

En nuestra solución se encuentran tres suposiciones. 

Primero, hemos observado que el sistema no cambia al sustituir 
x por —X, lo que nos da un avance considerable. Es imposible decir 
cómo anotarlo, pero cada uno podría hacerlo si conociera la noción 
de paridad e imparidad de las funciones y supiera utilizarlas. 

Segundo, hemos empezado a resolver el sistema (3) con ayuda del 
método.no habitual, al utilizar las desigualdados. Esta suposición 
es un poco más complicada, pero los ejemplos expuestos en los párra- 
fos precedentes muestran que para resolver las ecuaciones suele ser 
necesario el empleo de desigualdades. 

Tercero, hemos deducido que para a=2 el sistema inicial tiene 
una solución más: x =1l, y =0. Sencillamente hemos tratado de esco- 
ger la solución y tuvimos éxito. Este método resultó acertado sola- 
mente debido a la presencia de las “buenas” soluciones de números 
enteros. En algunos casos esta selección es la única vía posible. 

3. Hallar todos los valores de a y b para los cuales el sistema 


xy +2=a, 
xay*+2=b, 
Vd+y4zer=4 


tiene una sola solución (a, b, x, y, z son números reales). 

Suponga mos que (a, b) es un par conveniente de los valores de los 
parámetros y (Xo. Yn, 20) es la solución única respectiva. Sin embargo, 
es fácil anotar que el sistema no varía si en éste, simultánea mente, se 
sustituyen las x por —x e y por —y. De aquí se deduce que el trío 
(—Xo, —Yo, 20) es también la solución del sistema y, como en el pro- 
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blema precedente, saquemos la conclusión de que xo == yy ==0, Susti- 
tuyendo, ahora, el trío (0, 0, zp) en el sistema, obtenemos zo =4, 2o == 
= b, zz =4, de donde 2, =+2 y a=b=-w+2. 

De esa manera, si el par (a, b) es conveniente, entonces a ». b = 2 
ó a=mb=-—2, 

De nuevo, como en el problema precedente, es necesario determinar 
que estos pares de los valores de parámetros son convenientes. 

Para a=b=2 tenemos el sistema 


xy z=2, 
xy +2=2, 
e+y+o=d, 


una de cuyas soluciones es x =0, y =0, z = 2, lo que es fácil comprobar. 
De la segunda y primera ecuaciones se deduce que xy (22—2) =0. 
Si x=0, entonces, a continuación, de la segunda y tercera ecuación 
obtenemos 27 =2 e y =0. Esta solución ya es conocida. Se obtiene la 
misma solución si y =0. 

Ahora consideramos que 22—2=0, es decir, z=0. 6 z=1. No 
obstante, si 2 =0 obtenemos que las dos primeras ecuaciones son con- 
tradictorias y, cuando 2= 1, tenemos el sistema 


xay=1, 
a qy=3, 
el cual tiene cuatro soluciones reales de lo que es fácil cerciorarse. De 


ese modo, para a=b=2 el sistema inicial tiene cinco soluciones 
y por esto el par a =b=2 ho es conveniente. 


A continuación, supongamos que a=b=-—2. Entonces tenemos 
el sistema 
xyz +2 =-—2, 
xy +2=-—2, 
a +yz=4, 


Una de las soluciones de este sistema es x =0, y =0, 2==—2. No es 
difícil cerciorarse de esto. Los razonamientos semejantes a los expues- 
tos muestran ahora que este sistema no tiene otras soluciones y por 
lo tanto para a = b=-—-2 el sistema inicial tiene una solución única, 
o sea, este par de los valores de parámetros es conveniente. 

Así, a los datos del problema los satisfacen solamente los valores 
a=b=-—2. 

4. Hallar todos los valores de a para los cuales el sistema 


A Le + 1)* + (0? + 1) =2, 
a+ bxy + xy =1 
fiene, por lo menos, una solución para cualquier valor de b(a, b, x, y, 


sun ttúmeros reales), 
Dado que a es un valor conveniente de parámetro, es decir, yn 
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valor para el cual el sistema en cuestión tiene por lo menos una solu- 
ción para fodo valor de b. Elijamos algún valor de b; esto puede ha- 
cerse arbitrariamente, pero elijamos b.de manera que el sistema tome 
una forma más simple. Es claro que es mejor aceptar b=0. En este 
caso el sistema toma la forma siguiente 


l += 1, 
a+xriyal. 


Al mismo tiempo, ya que a es un valor conveniente, este sistema tiene 
por lo menos una solución que designaremos con (Xo, Yo). 

En esta soJución x, es igual o no igual a cero. Si x, =0, de la se- 
gunda ecuación obtenemos a=1 y si xo£0, entonces xi +11, y en 
este caso de la primera ecuación tenemos a =0. 

Por lo tanto, si a.es el número conveniente, entorices a =0 6 a=1. 
Ahora hace falta poner en claro que estos valores son real mente con- 
venientes. 

Cuando a=0, el sistema tiene la forma siguiente 


( (0. +1y= 1, 
bxy +y=l; 
y se necesita saber si este sistema tiene sus soluciones para todos los 
valores de b. Si b90, de la primera ecuación resulta que y =0, y en 
este caso la segunda ecuación es contradictoria. Por consiguiente, el 
valor de a =0 no es conveniente. o 
Dado que a=1. Entonces el sistema tiene la forma siguiente 
¡ a+ (944 1y=1, 
bxy + x?y =0. 


Es evidente que x =y=0 es una solución para todo valor de b, 
y por lo tanto, a = tl es el valor conveniente. 
De ese modo, a los datos del problema los satisface el valor único 


5, Hallar todos los números de a para cada uno de los cuales toda raíz 
de la ecuación 


sen 3x = asen x + (4—2 | a |) sen? x (4) 
es también la raíz de la ecuación 
sen 3x + cos2x = 1 +2sen xcos 2x (5) 


y al contrario, toda raíz de la segunda ecuación es la raíz de la primera. 

Este problema puede formularse más brevemente: ¿para qué a 
las ecuaciones (4) y 6) son equivalentes? Para poner en claro la equiva- 
lencia de dos ecuaciones existen, en general, dos procedimientos: pri- 
mero, debe obtenerse cada ecuación de la otra con ayuda de ciertas 
transformaciones y segundo, de acuerdo con la determinación de la 
equivalencia conviene demostrar que toda raíz de una ecuación es la 
raíz de la otra y viceversa. 
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En nuestro ejemplo, el primer procedimiento, según parece, no es 
aplicable y conviene aprovecharse del segundo. Sin embatgo, aquí hay 
algunas dificultades. Es dificil razonar sobre la coincidencia de las 
raices de dos ecuaciones que son tan distintas: lo único que aquí puede 
ayudarnos, es el conocimiento de todas las raices o sólo de las raíces 
de una de estas ecuaciones." 

En este caso resulta que la ecuación (5) se resuelve fácilmente 
y por esto el problema se reduce al siguiente: ¿para cuáles valores de 
a la ecuación (4) tiene las misinas raices que la (5)? 

Para abreviar razonamientos designemos senx con y. Luego la 
ecuación (5) se reduce a la forma siguiente: 


2y— y =0. (6) 


La última ecuación tiene las raíces y, =0, ya = 1/2. Igualmente, des- 
pués de sustituir sen 3x = 3y —4y*, la ecuación (4) se reduce a 


[4y? + (4—2 la) y +a—3ly =0. (7) 


Al resolver este problema muchos estudiantes efectuan la 
sustitución senxpory, lo que les “ayuda” a cometer dos errores 
graves. Así, muchos deciden al instante que no existen los valo- 
res necesarias de a, ya que la ecuación (6) es cuadrática, mientras que 
la (7) es cúbica, y por lo tanto, estas no son equivalentes, pues tienen 
un número distinto de raíces. Este razonamiento tiene dos errores. En 
pone lugar, las ecuaciones cuadrática y cúbica pueden ser equiva- 
entes (por ejemplo, ecuaciones x*=0 y x*=0 ambas tienen una 
raíz, x=0) y en segundo lugar, la ecuación (4) y la (5) pueden ser 
equivalentes, como nos cercioraremos más adelante, incluso si las 
ecuaciones (6) y (7) no son equivalentes. 

Precisamente en esto consiste el segundo error cometido. En ver- 
dad, a primera vista se representa absolutamente evidente que nuestro 
problema se ha reducido a lo siguiente: ¿para cuál valor de a la ecua- 


ción (7) tiene las raices O y +? Pero en realidad, si no olvidamos que 
2 


y =senx, es posible indicar una posibilidad más para que el valor de 
a sea conveniente: si la ecuación (7) tiene las raices O, 1/2, y su tercera 
raíz ya por su módulo es mayor que 1, las ecuaciones (4) y (5) son equi- 
valentes, es decir, el valor respectivo sen x = ya no da lugar a solucio- 
nes complementarias a la ecuación (4). Además, las ecuaciones 1) y 
(5) son naturalmente equivalentes en el caso en que la tercera raíz de 
la ecuación (7) es igual a 0 ó 1/2. 

Ahora nuestro problema es completamente claro: deben encontrarse 


2» Es posible dar ejemplos más evidentes de esta situación: las ecuaciones x*= 
=28— | y x2:%= 2 (en el intervalo de los números reales), son equivalentes ya que 
su raíz única es x== 1, pero hagan tentativas para cerciorarse de su equivalencia sin 
resolver preliminarmente ambas ecuaciones. 
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los valores de a con los que la ecuación (7) tiene las raices O, 1/2, mientras 
que su tercera raíz es igual a 0 ó 1/2, o supera, por su módulo, a 1. 

En seguida se ve que O es la raíz de la ecuación (7), es por esto que 
examinaremos la ecuación 


44 + (4—2 la l) y +0—3=0. (8) 


Una de las raices de esta ecuación debe ser 1/2. Sustituyendo en ésta 
y = 1/2, obtenemos que 1/2 será la raíz si a=|a|, o sea, si a0. 
Según el teorema de Viete, la segunda raíz es (a—3)/2 y en concor- 
dancia con lo que se ha dicho anteriormente, el valor de a será con- 
veniente en los tres casos siguientes: 


a—3 a—3 l a—3 
1) —— =0, 2) Dp. 7. 3) | 2 |>1 


(al mismo tiempo debe tomarse en consideración que a >0). 
De ahí obtenemos la respuesta: 


a=3, a=4, O<a<l, a>5. 


6. Hallar todos los números de a, en el caso de cada uno de los cuales 
toda raíz de la ecuación 


2 sen? x — (1 — a) sen? x + (2a3— 2a— 1) sen x =0 (9) 


es, al mismo tiempo, la raíz de la ecuación 
2sen* x + cos2x = 1 +a— 2a* + acos* x (10) 


Y ri que toda raíz de la segunda ecuación es la de la primera ecua- 
ción. 

Aquí ya ambas ecuaciones iniciales son complejas y por esto no 
es posible obrar del mismo modo como en el caso precedente. Sin em- 
bargo, a primera vista puede anotarse que la ecuación (9) tiene las 
soluciones del tipo pa donde £ es un número entero cualquiera 
(y es posible que tenga algunas soluciones más). Esta nota conduce 
a la solución del problema. 

Supongamos que a es el valor conveniente del parámetro. En este 
caso los valores x =£n que son las raíces de la ecuación (9), son tam- 
bién las de la ecuación (10), lo que, al mismo tiempo, da la igualdad 
0=a (ya que senskx =0, cos2kn =cosikst = 1). Por lo tanto, los 
valores convenientes tienen que ser elegidos de los tres números: 0, 
l y —1. Ahora conviene comprobar estos tres valores. 

Dado a=0, entonces las ecuaciones se transforman en 


sen x (sen? x— 1) (2 sent x + 2 sent x + 1)=0 
sen? x (sen? x— 1) (sen? x 4- 1)=0 


Debido a que 1 + sen?x>0 y 2 sent x + 2 sen? x + 1>0, estas ecuacio- 
nes son equivalentes. 
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Si a = 1, entonces las ecuaciones se escriben de nuevo en la forma 
siguiente: 
senx(2sentr=—1)=0 y sentx(2sentx— 1) =0, 


. . . .. ñ “Ta 
Como la primera ecuación tiene la solución senx = y/ 1:2, que no sa- 
tisface a la segunda ecuación, estas ecuaciones no son equivalentes. 


Si a=— 1, en este caso tenemos las ecuaciones: 
senx(2senti—2sentx— 1) =0 y sen? x (2 sentx-—3) =0. 


Ya que 2sentx-—3<0 y 2 sentx— 2 sentx— 1 = 2 sentx (sentx — 1) — 
—1<O0, es evidente que estas ecuaciones son equivalentes. Así, los 


datos del problema se satisfacen solamente cuando a=0 y a=—-.1. 
Indiquemos que en este problema muchos estudiantes, al sustituir 
sen*x por y, tampoco pudieron entender el caso del valor de a =—-1, 


ya que en las desigualdades que es necesario demostrar en este caso 
se utiliza esencialmente que 0Ó<y< I. 

7. Encontrar todos los pares de números a y b para los cuales todo par 
de números x, y (x£31/2+En, y £x:24+nx, k,n=0, +1, +2, ...) 
que satisface a ta ecuación x + y =a, satisface también la ecuación 


tex+tgy+textey =b. a) 


Sean a y b un par conveniente de valores de los parámetros. To- 
memos el par de los números x=0, Y = a que satisface, evidentemen- 
te, la ecuación x4-y=a. Si a3an/2 + nx, este par satisface las li- 
mitaciones de x e y impuestas por los datos del problema. Por consi- 
guiente, debido a (11), debe cumplirse la igualdad 


ó tga=b. 

Luego tomemos el par de los números x=11/4, y =a—n/4 que tam- 
bién satisface la ecuación x +y=a. Si a431/4 + kn, este par satis- 
face también las limitaciones de x e y, y por lo tanto (ya que a y b 


han sido presupuestos como valores convenientes), debe cumplirse 
la igualdad 


1+2tg(a—F) =b: (12) 


Ya que b==tga, entonces a, satisface la ecuación 
NY 
1+2tg(a—F)=tga, 


la cual se reduce fácilmente a la ecuación cuadrática tg?a— 2tga + 
+1=0. Por consiguiente tga =1 y los pares convenientes a y b hay 
que buscarlos entre una cantidad infinita de pares: 


a=% +ma, b=1, siendo m=0, +l, +2, 
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Determinemos cuáles de estos pares, en realidad, son convenientes. 
Dado que para algún número entero m, x +y-=31/4 + ma y con todo 
: 2/2 + kn, y Ax/2+ nn k, n=0, +1, +2, ... En este caso 
y = 1/4 + ma—x y, por consiguiente, 


tgx+tey+texlgy= 
=tgx+tg (P+max) + tg x tg (Femi—x)= 


=tgx+tg (Fx) +textg (F—x) = 
l—tgx l—tgx 
Ar BAT 


La última expresión es iguál a 1. Por lo tanto, todos los pares a= 
=n/4 + mi, siendo m=0, +El, +42, .... 6=1 son convenientes. 

No obstante, la resolución no está concluida, ya que durante los 
razonamientos han sido excluidos los valores a=1/2 + nx y a= 
=3n/4 +kn, donde k,n=0, +1, +2, ... Se necesita analizar tam- 
bién estos valores. 

Sea.a=a/2+ nx, donde n es un número entero. En este caso es 
evidente que a3431/4 + kx y por esto debe tener lugar la igualdad 
(12) de la cual, para los valores examinados de a se obtiene que bh == 3. 
Deter minemos que hay o no entre los pares siguientes 


a=F+nn, 5=3, donde n=0, El, 42, ..., 


tos que son convenientes. El par x =—11/4, y =3n/4+n1 satisface 
la ecuación x-+y=a; por otro lado, 


te (—%) + tg (Ftna) +tg(—4) tg (F+nz) =—]>X3, 


y, por lo tanto, entre los pares a examinar a, b no se encuentren pares 
convenientés. , 

Ahora supongamos que a=3x/4 + kx, siendo £ un número en- 
tero. Puesto que eri este caso a7£11/2 + nx, debe tener lugar la igual- 
dad tga=b, es decir, 6 =—1. Determinemos que hay o no entre los 
pares 


a=5 +ha, b=—l, siendo k=0, +1, +2, ..., 


los que son convenientes. El par x=311/8, y >3..8 + kn satisface 
la ecuación x + y =a; por otro lado 


te +tg (F+ tn) +8 Eg E +kn) =U +4 tg > 0, 


(ya que el ángulo 31/8 se encuentra en el primer cuadrante) y por 
esto el primer miembro de la igualdad (11) es diferente de —1 y, por 
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consiguiente, entre los pares a examinar a, b no se encuentran los que 
son convenientes. 

La respuesta definitiva es la siguiente: a los datos del problema 
los satisfacen una cantidad infinita de pares: 


=n/4 + mrw, b=1, m=0, +l, +2, ... 


En conclusión de este mbio señalemos que muchos estudiantes, 
al resolverlo, han propuesto otras soluciones, a veces, más breves. 
Sin embargo, en todas estas soluciones algunos hechos se han consi. 
derado evidentes, aunque la argumentación estricta de éstos exige 
razonamientos muy prolongados y detallados. Al resolver estos prob- 
lemas, por desgracia, estos razonamientos no se exponen y es más, no 
se expresa el entendimiento de su necesidad para que la solución 
pueda considerarse completa. 

8. Hallar todos los valores de a para los cuales todo valor de x que sa- 
tisface la desigualdad 

axt+(1—a)x—a>o0, 


no supera a 2 por su módulo. 

Los datos de este problema, según su forma lógica, son análogos 
a los del problema precedente. Precisamente, deben hallarse los -valo- 
res del parámetro a, para los cuales de la desigualdad ax? +- (1 — ar) x— 
—az>0 se deduce la desigualdad —2<x=<2. Pero el método de 
solución aplicado en el caso anterior aquí no da resultado; en primer 
lugar, debido a que no estamos analizando las ecuaciones sino las 
desigualdades. 

En este caso es necesario determinar, ¿para cuáles valores de a 
todas las soluciones de la desigualdad dada se encuentran en el in- 
tervalo —2< 132? Si ant0, la desigualdad es cuadrática y hay 
Que examinar, desde su principio, este caso general. Sea as£0. Es 
conocido que las soluciones de una desigualdad cuadrática, si éstas 
existen, forman en el eje numérico un intervalo o dos intervalos in- 
finitos, o toda la multitud de números reales, y todo esto depende de 
los signos del discriminante y del coeficiente del térmirio mayor. Por 
esto, en seguida, conviene calcular el discriminante del trinomio 
cuadrático que se encuentra en el primer miembro de la desigualdad 


D =(1—o) + 40? = at +2a? + 1= (a? +1). 


De esa manera, D>>0 para todo valor de a, por esto las raíces del tri- 
nomío son reales y diferentes; éstas se hallan fácilmente: x, =a, q 
=—l/a. 

Ahora, en función del signo del número a, las soluciones de la de- 
sigualdad dada forman un intervalo entre las raíces (si a<O, 
ramas de la parábola se dirigen hacia abajo) o dos intervalos infini- 
tos (si a>>0). 

Según los datos, son necesarios los valores de a para los cuales 
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todas las soluciones de la desigualdad se encuentran en el intervalo 
—2<x<2. Por lo tanto, los valores de a>>0 no son convenientes, 
es decir, dos intervalos infinitos no pueden situarse dentro de un in- 
tervalo finito. Nos quedan por examinar solamente los valores de 
a<0. En este caso, x, <0<x, y la solución de la desigualdad dada 
será el intervalo a<x<—l/a. 

Es necesario que todo el intervalo <x<-—l/a se encuentre en 
el intervalo —2<.x< 2, lo que se cumple, evidentemente, cuando y 
sólo cuando los extremos de este intervalo se encuentren en el inter- 
valo —2<x<2 (se admite la coincidencia de los puntos limites), 
es decir, se cumplen las desigualdades 


—250<—L22. 


De la desigualdad —l/a<2, tomando en consideración que a<0, 
obtenemos que a<— 1/2 y, por consiguiente, —2<X a <-—1/2, 

Así, toda solución de la desigualdad inicial, por su módulo, no 
supera a 2 para —2<a=<— 172, pero esto se ha obtenido al suporier 
que 4340. Para concluir la solución nos queda por examinar este caso 
particular. Cuando a=0, la desigualdad inicial tiene la forma x>0 
y no todas sus soluciones, por su módulo, superan a 2, por lo tanto, 
el valor a =0 no es conveniente, De ese modo la desigualdad obtenida 
anteriormente 


—2< a <-—1/2 


es la respuesta definitiva. 
9. Hatlar todos los valores de a con los cuales para todos los valores 
de x, que por su módulo no superan a |, se cumple la desigualdad 


ax— a (1 a) 
arm qx — | > 0. 


Ante todo, hay que sustituir la desigualdad dada por la desigual- 
dad cuadrática que es equivalente a ésta: 


(ax + 1— a?) -lax—a(1—a) <0. 


Al denominar como cuadrática a esta desigualdad, nos hemos dado 
prisa, ya que aún no se ha comprobado que el coeficiente de x* sea 
diferente de cero después de abrir los paréntesis. Este coeficiente es 
igual a a* y se iguala a cero cuando a =0, pero si a =0 la desigualdad 
dada tiene la forma 0<0, es decir, no se cumple para ninguna x. Por 
esto, a =0 no es el valor conveniente y es necesario excluirlo del aná- 
lisis, considerando que en todos los casos a>40. 

Al obtener la desigualdad cuadrática, la resolveremos del mismo 
modo como lo hemos hecho en el caso precedente. Aquí se ve en se- 
guida que las raíces del trinomino cuadrático son reales, por lo tanto, 
no es menester determinar el discriminante. Además, el coefi- 
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ciente a? del termino mayor es positivo y, por consiguiente, las solu- 
ciones de la desigualdad forman un intervalo entre sus raices x, = 
= (0 1)/a, x. =I—a, si estas raíces son distintas. Pero, al coinci- 
dir las raíces, la desigualdad no se satisface para ningún valor de x 
y por lo tanto, los valores respectivos no nos interesan. 

De ese modo, son necesarios los valores de a con los cuales el seg- 
mento —1<x=<X1 se encuentra entre los números a— l/a y l—a. 
Sin embargo, para escribir esta condición geométrica en el lenguaje de 
las desigualdades hay que saber cuál número de estos dos es mayor. 
Esto depende, por lo visto, del número a y por eso conviene examinar 
dos casos. 

a) (a?—1)a<1—a. Como en el problema precedente, para que 
el segmento —1<x=< 1 se encuentre completamente dentro del in- 
tervalo (ar— IN/a<x<l—a es menester que sus extremos, los pun- 
tos —1 y 1, se encuentren en el interior del intervalo, o sea, deben 
cumplirse las desigualdades 

JN 
Lale 1i< ia. 
(Las coincidencias de los puntos extremos, es decir, las igualdades 
a—l/a=—l y l—a=1 no se admiten, ya que, por ejemplo, si 
a—l/a =—l, el número —1, que se encuentra en el segmento —1 < 
<x<l, no está en el intervalo —1 <x< 1-— a). 

De la desigualdad 1<1-—a se deduce que a<O0, entonces de la 
desigualdad (at— I)a<-—1 obtenemos que a?— 1 >>—a, ó al +a— 
-—” 1> 0. Las soluciones de esta desigualdad son los valores a< (=1=— 
—V 5/2 y a>(-l -+V 5/2. Como a<o0, utilicemos solamente los 
valores a<(—1I—Y 5/2. 

Ahora entre los valores obtenidos de a es necesario escoger aquéllos 
que satisfacen la condición a), es decir, la desigualdad a— l/a< 1—a. 
No obstante, en el caso de los valores a< (—1 —Y B)/2 esta condición 
se satisface automática mente: en efecto, los valores mencionados han 
sido obtenidos como soluciones de las desigualdades 


a=l/a<—1<l1<!l—a. 


b) I—a<(at— 1)/a. En este caso hay que resolver las desigual- 
dades 


eac=i<i<i. 

De la desigualdad 1—a<—! resulta que a>2, entonces de 
(a— 1)/a >! se deduce que ai—1l>a 6 ad—a—1>0. Las solu- 
ciones de esta desigualdad son los valores a< (1 —Y5)/2 y a>(1 + 
+V 5)/2. Ya que a>2, utilicemos sólo los valores a>2. Como en 
el caso a), estos valores automáticamente satisfacen a la condición 
b). Así, a los datos del problema los satisfacen los valores q < (—1— 
—V BN y a>2, 
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EJERCICIOS: 


), Demostrar que si las ecuaciones 
asenx + bcosx+c=0 y 2atgx-+ bcotex+ 20=0 
ambas no tienen soluciones, entonces a=b=.0, c% 0. 
2. ¿Para qué valores del parámetro a los sistemas de ecuaciones 


sen (x+ y) = 0, x+y=0, 
| l Aya Ad g—Z 
son equivalentes? 


3. ¿Para qué valores del parámetro'a las ecuaciones 
A+xta=0 y 2 tar+l=0 
a) tienen: una raíz común; b) son equivalentes? (a, x son números reales). ; 
4. Hallar los números de a. para cada uno de Tos cuales. toda raíz de-la ecuación 
acos 2x+|a|c0s4x+ cos 6x= 1 
es también la raíz de la ecuación 


sen.x.cos 2x = sen 2x cos 3x — > sen 5x. 


, 


y, Viceversa, cada raíz de la segunda ecuación esla raiz de lá primera. 
són S. Hallar todos los números de a con: cada uno de los cuáles toda raíz de la ecua- 
Cc de 
4 cost x — cos dx == a 605 x —|a—4| (+4 c052x) 
es también la raíz de la ecuación 
2 cosacos 2rzz 14 cos 2x4- 005 3x, 


y, Viceversa, cada raíz de: la. segunda: es también' la. raiz de Ja primera. 
8. Hallar todos los. valores de a y b: para: los. cuales el sistema. 


tiene solamente una solución (4. b, x, y, son números regles, x> 0). 
7. Hallar todos los valores de a para los cuates el sistema. 


4 24 (a+ 1)b0y=a", 
E (a—H)e4yal 
tiene por lo menos una solución para cualquier valor de 5 (a, b, x, y son números 


reales). 
8. Hallar todos los vafores de a para los cuales el sistema 


*—ap= (+ 1) 
e 0x7 y-+ xylm 1 


b).se encontrariari los valorés de % y £ para-los pmp «desiguialdád? 
isfac distdad pera todo 


16 y» 396 
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d) se encontraría un valor de 4 con el cual la desigualdad se cumple para todo 
valor de x? 

e) se encontraría tal vafor de £ con el cual se satisface la desigualdad para todos 
los valores de x? 

f) se encontraría un valor de x en el caso en que la desigualdad se cumple para 
todo valor de >? 


$ 4. PROBLEMAS VINCULADOS CON LA DISPOSICIÓN 
DE LAS RAICES DEL TRINOMIO CUADRÁTICO 


Ej trinomio cuadrático puede calificarse como la función principal 
de las Matemáticas escolares. Si no se toma en consideración la fun- 
ción lineal absolutamente simple, es posible considerar que esta fun- 
ción es única para que en las Matemáticas escolares se demuestran 
estrictamente todas las propiedades necesarias para resolver proble- 
mas y en la teoría. Cada estudiante debe tener buen conocimiento de 
las pepe necesarias del trinomio cuadrático. 

demás de los problemas, cuya solución se obtiene por medio de 
los teoremas conocidos (soluciones de las ecuaciones y desigualdades 
cuadráticas, búsqueda de las condiciones de existencia de las raíces 
reales, determinación de los signos de las raíces, búsqueda de los va- 
lores máximo y mínimo del trinomio cuadrático), se encuentran Y 
también a menudo) los problemas que no pueden reso]verse mediante 
estos teoremas simplisimos. 

Sin tener la posibilidad de describir por completo todos los tipos 
posibles de los problemas a base del trinomio cuadrático, aquí se exa- 
minan solamente los problemas vinculados con la disposición de las 
raices. Entre los problemas escolares enumerados más arriba se en- 
cuentra uno de este tipo: en efecto, determinar los signos de las raíces 
no es más que determinar la disposición de las raíces respecto al punto 
O. Según se sabe este problema se resuelve con ayudá del teorema de 
Viete. ¿Qué hacer si se necesita determinar la disposición de las raíces 
respecto a cualquier otro punto? ¿Es posible que el punto O sea “mejor” 
que otros puntos y por eso el problema se resuelve respecto al primero 
de una vez, mientras que respecto a otros se tengan dificultades? Sin 
duda no es mejor. El punto 6 se diferencia, en este sentido, de otros 
puntos únicamente en Jo siguiente: para este punto O se tiene el teo- 
rema de Viete, mientras que para los demás hay que idear un teorema 
igual, lo que es indispensable para resolver este problema. 

Sin embargo, en este caso nos encontraremos en una situación di- 
fícil: si empezáramos a idear los teoremas con ayuda de los cuales 
todos los problemas, con respecto a la disposición de las raíces, se 
resuelven sin dificultades, lo mismo que se determinan los signos. de 
las raices, entonces el número de estos teoremas sería tan grande que 
no podría sencilla mente retenerlos en la memoria. En efecto, es abso- 
lutamente natural (esto se encuentra en realidad en los problemas) 
interesarse por la disposición de las raices en algún intervalo dado 
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c<x<d, o en un intervalo infinito x<<c, o en otro infinito x>d. Con 
relación acada uno de estos intervalos pueden plantearse, por ejemplo, 
las preguntas siguientes: ¿Para qué condición en este intervalo se en- 
cuentran ambas raíces; o no hay raices; o hay solamente una raíz; 
o hay por lo menos una raíz? Funda mentándonos en estas preguntas 
odemos formular doce problemas diferentes. ¿Si a la par con los in- 
ervalos mencionados se analizan también los intervalos con los extre- 
mos incluidos del tipo <x<d 6 x>d? ¿Y si se tiene en cuenta que 
las propiedades del trinomio cuadrático dependen en mucho del signo 
de su coeficiente mayor (coeficiente de x*)? Es del todo evidente que 
la cantidad de teoremas necesarios es inmensa. Por lo tanto, aquí 
no podemos utilizar el método de la recordación de los teoremas. No 
nos queda otra salida que aprender a idear un teorema para cada pro- 
blema concreto, así como también, hacer lo posible por memorizar los 
más importantes. 

Para idear estos teoremas es necesario no sólo conocer las propieda- 
des del trinomio cuadrático sino dominar libremente estas propiedades 
y, ante todo, saber razonar en dos lenguajes: la algebraica y la geomé- 
trica. Esto significa que hay ade saber exponer la interpretación geo- 
métrica en la gráfica para toda propiedad definida oralmente o en la 
lenguaje algebraica. Y viceversa, toda propiedad de la gráfica hay que 
describirta con las palabras y por los datos algebraicos. Por ejemplo, 
el coeficiente mayor es menor que cero. En este caso, las ramas de la 
lg están dirigidas hacia abajo, el trinomio no tiene raíces rea- 
es. Esto significa que: la parábola no interseca y no toca al eje de 
abscisas; la gráfica del trinomio ax? +- bx + .c se encuentra por encima 
del eje de abscisas, es decir, a>0 y b2—4ac<0O0. Esta última afirma- 
ción geométrica puede exponerse por lo menos por tres procedimientos 
diferentes: la desigualdad ax? + bx4-0>0 se satisface para toda x; 
la desigualdad ax: +bx+c<0 no tiene soluciones, el trinomio no 
tiene raices reales y su coeficiente mayor es positivo. 

La solución de muchos problemas que siguen es, en realidad, una 
ampliación del “vocabulario de traducción” citado de la lenguaje al- 
gebraica a la geométrica y viceversa. Antes de empezar a analizar 
los problemas concretos se da la metodología de la résolución de al- 
gunos ejemplos de carácter teórico. 

Sea f(x) =ax* + bx +-c. Todos los razonamientos los efectuamos con- 
siderando que a>0; respectivamente, al resolver los problemas con- 
cretos siempre conviene transformarlos para utilizar las propiedades 
del trinomio con el coeficiente mayor positivo. Designemos las raices 
de este trinomio por x, y X¿ y el discriminante, por D. 

l. ¿Para cuáles condiciones ambas raices de este trinomio son mayores 
que cierto número dado d? 

- Para definir estos datos, de inmediato imaginemos la gráfica de 
un trinomio que satisface esta condición (fig. 169). En primer lugar, 
la curva interseca el eje de abscisas o toca a éste último, es decir, D>0; 


16* 
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en segundo lugar, en el punto d el valor de f (d) es positivo. Sin em- 
bargo, esto no es suficiente: el trinomio, cuya gráfica está expuesta en 
la fig. 169 por una línea punteada, no satisface los datos del problema, 


Fig. 169 


aunque tenga las mismas propiedades. Para separar “nuestros tri- 
nomios” de los “extraños” de este tipo es suficiente que la cresta de la 
parábola (o sea, su abscisa) se encuentre a la derecha del punto d, es 
decir, —b/(2a) >d. De ese modo hemos hallado la condición requerida: 
ambas raíces son mayores que d cuando y sólo cuando D >0, f(d) > 
>0 y —b1(2a) > d. | 

Sin duda, el razonamiento anterior no es estricto del todo y es 
posible considerarlo sólo como una solución “en borrador”, o como 
una búsqueda de la respuesta, y debe efectuarse una demostración más 
estricta. Esta última es bastante simple. 

-  Suporigamos que ambas raíces son mayores que d. En este caso 
D=>Ó0, pues las raices son reales, la abscisa de la cresta —b/(2a) es 
mayor que d, ya que la última se encuentra entre las raíces; y en fin, 
F(d) > 0, ya que d se encuentra fuera del intervalo entre las raíces. 
Y viceversa, sean satisfechas las tres condiciones mencionadas. En- 
torices ambas raíces son reales; la condición f(d)>0 significa que el 
unto d se encuentra fuera del intervalo entre las raíces; mientras que 
a tercera condición. asegura que el valor de d es más pequeño que la 
raíz menor. En caso contrario, d sería más grande que la raíz mayor, 
y, por consiguiente, más grande que la semisuma de las raíces que es 
igual a —b/(a). 

Al examinar los ejemplos ulteriores nos limitaremos solamente a la 
solución “en borrador” dejando para el lector la demostración estricta 
como un ejercicio provechoso e incluso necesario. 

2. ¿Para cuáles condiciones las raíces del frinomío se encuentran por 
uno y por otro lado del número di 

La respuesta se obtiene inmediatamente si la pregunta se formula 
así: ¿para cuáles condiciones el número d se encuentra entre las raíces 
del trinomio dado? Como es sabido, esta afirmación es equivalente 
a la que f(d) <0. (¡Recordemos que el coeficiente mayor se considera 
positivo!). 
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3. ¿Para cuales condiciones una ralz del trinomio se encuentra en el 
intervalo d <x< e? 

Aquí la respuesta es también muy evidente: esto es válido sola- 
mente cuando en los puntos d y e el trinomio tiene valores de distintos 
signos. Resolviendo los problemas para no examinar por separado los 
casos en que f(d) >0, f(e) <0 y F(4) <0, f(e) >0 es útil escribir estas. 
condiciones en una forma más compacta: f (d) (e) <0. 

Los tres ejemplos citados muestran con bastante claridad la di- 
rección general al resolver los problemas del tipo analizado. No obs- 
tante, en la mayoria de los problemas la cuestión no se plantea tan 
directamente como tiene Jugar en los ejemplos teóricos examinados, 
y para llegar al planteamiento necesario hay que formular de nuevo el 
problema. Ahora empezamos ¡a examinar los problemas concretos. 

Ante todo, recordemos el último problema del párrafo precedente. 
En aquel problema hubo que determinar, ¿en qué caso el segmento 
—1<x=< | se encuentra entre las raíces del trinomio (ax + 1— a?) x 
x (ax— a + as)? Es evidente que esta afirmación significa que los nú- 
meros —[ y 1 se encuentran entre las raices de este trinomio y esto se 
cumple cuando y sólo cuando f(—1)<0 y f(1)<0, es decir, 


(—a + 1-2) La +a)<0, (a+ t—aja<o. 


Este sistema de desigualdades se resuelve fácilmente mediante el 
métódo de intervalos. 

4. Hallar con cuáles valores de m el frinomio cuadrático x* + mx +4- 
+ mi + 6m es negativo para todas x que satisfacen la condición | <x<2. 

Para que el trinomio cuadrático a examinar sea negativo para todos 
los valores de x del intervalo | <x<2, es necesario que, en primer 
lugar, éste tenga el «discriminante positivo y, en segundo lugar, que 
el intervalo | <x<2 se encuentre entre sus raíces, además no se 
excluye la coincidencia de los extremos con las raíces. Razonando 
igualmente que en los problemas precedentes, obtenerhos el sistema de 
desigualdades 


m3—4 (m? + 6m) > 0, 
—m— ARES <1<2< —m+ Y 3 24m 


La resolución de este sistema no es, en principio, compleja. No 
obstante, desde el punto de vista del cálculo, este sistema puede causar 
muchas preocupaciones. Por esto, apliquemos los razonamientos ex- 
puestos más arriba: la condición necesaria se satisfaga si los números 
Í 0 y [(2) son negativos, es decir, se cumple el sistema de desigual- 

ades; 
fins +7Tm+1<0, 
|" + 8m 4- 4<0, 
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cuya solución se halla fácilmente en el eje numérico: 


O < ms 44 2V 3. 


5. Hallar para cuáles valores de p la ecuación 1 + psen x= pi— 
— sen? x tiene su solución. 

Al designar senx con y, escribamos de nuevo la ecuación en la 
forma siguiente: 


y* + py + 1—p*=0. 


En este instante muchos estudiantes cometen un error grave, razo- 
nando, por ejemplo, así: “Ya que y es no más que senx, entonces 
—1<y<1 y. por lo tanto, es necesario hallar los valores de p para 
los cuales las raíces de la ecuación cuadrática, escrita más arriba, se 
encuentran en el segmento —1 <y<l”. En efecto, no es menester -que 
ambas raíces se encuentren en este segmento; es suficiente que una 
de estas raíces se encuentre en el segmento indicado: si para alguna 
p una raíz y, por su valor absoluto no supera a 1, la ecuación sen x == 
= y, tiene solución, es decir, la ecuación inicial posee solución y tal 
valor de p es conveniente. 

De ese modo, hay que hallar tales valores de p para los cuales una 
de las raíces de la ecuación (5) se encuentre en el intervalo —1 X<y< l. 
Este. problema puede ser reducido a una resolución de desigualdades: 
en primer lugar, no debe ser negativo el discriminante 5p+—4> 0, 
y en segundo lugar, debe cumplirse, por lo menos, una de las des- 
igualdades dobles 

, —p— Y 5pi— E 5 ¿4 
—1 <P 1, =ii a E 


Pero desde el punto de vista del cálculo esta solución es muy compleja. 
Nosotros escogemos otro método. 

Para facilitar los razonamientos posteriores conviene analizar un 
caso en que ambas raíces del trinomio y* + py + 1— p? son diferentes 
de —1 y 1. Entonces la condición requerida se realiza para los dos 
casos: cuando solamente una raíz se encuentra en el intervalo —1 < 
<y<l, y cuando ambas raíces se encuentran en el mismo intervalo. 
El primer caso, según el ejemplo 3, tiene lugar cuando y sólo cuando 
el producto de los valores del trinomio a examinar en los puntos —l 
y 1 es negativo, o sea, para los valores de p que satisfacen la desigual- 
dad 


(p?— p—2) (p* + p—2) <0, 

cuyas soluciones se hallan fácilmente por el método de intervalos: 
—2<p<—1, 1<p<2,. 

Escribamos las condiciones para el segundo caso. Ante todo, el 
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trinomio debe ser positivo para y==—]1 y para y =1. Sin embargo, 
esta condición no determina aún nuestro caso: la misma se satisface 
también para los trinomios que, en general, no tienen raíces y al mismo 
tiempo para los trinomios cuyas raíces se encuentran a la derecha de 
l oa la izquierda de —1. Con motivo de separar los trinomios que no 
tienen raíces hay que exigir que el discriminante sea mayor que cero 
y para excluir los demás trinomios “extraños” es necesario condicionar 
que la abscisa de la cresta de la parábola, es decir, y =— p/2 se encuen- 
tre en el intervalo —=1<y<l. 

De esa manera, el conjunto de condiciones para resolver el caso 
examinado es el siguiente: a) los valores del trinomio deben ser posi- 
tivos si y =—1 e y => 1; b) el discriminante del mismo debe ser tam- 
bién positivo; c) la cresta de la parábola debe encontrarse en el in- 
tervalo —1<y<l. Como resultado obtenemos el sistema de desi- 
gualdades 

2—p—p?>0, 
2+p—p*>0, 
5p?—4>0, 


—1<—5=<1. 
Las soluciones de este sistema se hallan fácilmente: 
2 2 
=1<pS—Y 7» Yisp<l. 


En resumen, analicemos el caso dejado temporalmente de lado, 
donde el trinomio tiene las raíces: y =—l e y=1. Es evidente que 
y =—-1 es la raíz si p=1 y p =-—2, mientras que y = 1 es también 
la ratz si p=—1 y p =2. Por lo tanto, los últimos valores de p tam- 
bién son convenientes. 

Si reunimos todos los valores de p hallados, obtenemos la respuesta 
definitiva: la ecuación inicial tiene solución para 


2 2 
=2<PS—YF + 5 <r=2. 


6. En el plano de coordenadas hay que encontrar todos los puntos 
cuyas coordenadas (x, y) deben asegurar que la expresión 


(2cost + 1/2cosxco0s y) cos xcosy + 1 +cosx-—cosy + cos 2¿ 


sea positiva para todo valor de t y exponer la zona formada por estos pun- 
fos. 

Si € puede ser un número real cualquiera (o que pueda encontrarse 
en cualquier segmento de una longitud de 211), entonces 2 =cost pasa 
un segmento —1<2<1. Por esto, el problema dado puede ser for- 
mulado así: ¿para qué valores de x e y la desigualdad 
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2 2* + 22c05xc0s y + 1/2cos* xcos* y + cos x—cosy>0 


se cumple para toda 2 del segmento —]1 < 23 1? 

¿En qué caso el trinomio cuadrático es positivo en todo el segmen- 
to —1<2< 1? Ante todo, esto sería válido si su discriminante es 
menor de cero. Por lo tanto, los pares (x, y), para los cuales 


D = cos? xcos? y — 2 (1/2c0s* x.cos? y +- cos x— cos y)= 
= —2 (cos x— cos y) 0 


ó cosx—cosy>0 serán convenientes. 

Si el discriminante no es negativo, los pares convenientes (x, y, 
como es fácil ver, se determinan por las condiciones siguientes: Jos 
valores del trinomio en los puntos —1 y 1 son positivos, mientras la 
abscisa de la cresta de la parábola se encuentra fuera del segmento 
—t<2< 1. Sin embargo, la abscisa de la cresta de nuestro trinomio 
es igual a —1/2 cosxcosy, que por el módulo es, evidentemente, me- 
nos de la unidad. Por consiguiente, la abscisa de la cresta se encuen- 
tra, justamente entre —1 y 1. En consecuencia, el caso de D >>0 no 
proporciona soluciones nuevas. 

La parte final de la resolución, o sea, la exposición de las solucio- 
nes de la desigualdad cosx—cosy>>0 en el plano, se muestra en el 
problema 30 del $.13 de la Parte 1. 

Este ejercicio podemos resolver también de otro modo, si escribi- 
mos la desigualdad analizada en la forma siguiente: 


(27 + cosxcos y)? + 2(c0s x— cos y) > 0. 


Este método lo eligen muchos estudiantes; no obstante, aquí les 
espera una dificultad lógica que no todos pueden superar. La mayoría 
considera que la última desigualdad se cumple para toda 2 en el caso 
» solamente en el caso de cosx—cosy>0. En calidad de demostra- 
ción se aduce un razonamiento. según: el cual, al aceptar z de manera 
que el primer sumando se convierta en cero, con ello alteramos la 
desigualdad. 

Este razonamiento sería justo si el problema se resuelve para todo 
valor de z. Pero 2 =cosf y tiene su valor sólo en el intervalo —1 y 1. 
Por exo, al intentar convertir el primer sumando en cero, hay que de- 
mostrar la existencia del número z en el segmento —1<2< l para el 
cual este paréntesis es igual a cero. La ausencia de esta demostración 
es un defecto lógico indudable, aunque no conduce a un error real; 
en efecto, tal número z existe siempre, lo que se explica por las par- 
ticularidades del ejemplo dado. Esto se deduce del hecho de que la 
expresión —1/2 cosxcos y es siempre, por el módulo, menos de |. 

Indiquemos que la demostración de este hecho en la segunda re- 
solución corresponde al análisis de la posición de la abscisa de la cres- 
ta en la primera resolución. 
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7. Para cada número real a debe resolverse la ecuación 
9 214.3 1-21 20. 


Designando 3 !*—2! por y y tomando en consideración que para 
¿ - Pp y x p 
cualquier x 0<37!1*-2!1 <1, obtenemos la ecuación 


gy —4y—a =0, 


para la que es necesario hallar las raíces que se encuentran en el in- 
tervalo 0O<y<l. La abscisa de la cresta de la gráfica del trinomio 
Fw) =y—4y—a es igual a 2. De esa manera, si el trinomio tiene 
raíces, en este caso ta raíz mayor es mayor que 2 y no nos interesa. Por 
lo tanto, debe escribirse una condición según fa cual en el intervalo 
0O<y<l se tiene una raíz. 

Ante todo, y=1 es la raíz siendo a=-—3. A continuación, ya 
que f(0) =—a, f(1) = —a—3<f(0), entonces, debido al ejemplo 3, 
en el intervalo 0<y<l1 se encuentra solamente una raíz en el caso 
y sólo en el caso de f(0)>0' y /(1) <0, lo que será si —3<a<0. 

- Por consiguiente, sólo cuando —3 Xa<O en el intervalo 0<y<l, 
la ecuación tiene una raiz y esta última es su raiz menor: y =2= 
—VAiFa. Ahora, resolviendo la ecuación 37 !*-2* =2—V4 Fa, 
que con los valores hallados de a tiene la solución (esto se deduce de 
que el valor de y se encuentra entre 0 y 1), obtenemos 


[x—21|=-—log, (2-1 4F0), x,.=23+l08, (2—V4+a). 
8. Hallar tudos los valores de a para los cuales la ecuación 


log;-7 a* | ( logs: $ | + log, x= loga:4 -1og,-7 a 


tiene solución y encontrar todas las soluciones correspondientes. 
Designando log, x por y y loga2 por b y aplicando las fórmulas de 
transformación de Jos logaritmos, obtenemos la ecuación 


94|1 | _2b 
3 ly Di+ty= > 


o, aumentando el RVA a cuenta de la adición de cero, la ecuación 
y +2ly—b1i—2b=0. 

Al principio comenzamos a hallar las raíces de esta ecuación que 
satisfacen la condición y>b y, sin duda alguna, no son iguales a cero. 
En este caso nuestra ecuación se convierte en la cuadrática: 

y? + 2y—4b =0. 

Necesitamos raíces que no sean iguales a coro y sean mayores que b. 

Ante todo, para la existencia de tales raíces es menester que el dis- 


criminante D =1+4b no sea negativo. Por ello, vamos a suponer 
que »b32>—-1/4. | 
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La abscisa de la cresta de la gráfica del trinomio y? + 24 —4b es 
igual a —1, y debido a esto la raíz menor es menos de —1<b, ya 
que b=>—-1/4. Por lo tanto, nos interesa únicamente la raíz mayor, 
es decir, su posición del lado derecho del punto b. Es evidente de los 
razonamientos gráficos, que la raíz mayor será más de 5-solamente 
cuando el trinomio en el punto b sea negativo, es decir, b? —26<0. 
Esta desigualdad se satisface para 0<6<2 y con estos últimos valo- 
res de b tenemos la raiz 


y=-—1+V1 +45, 


que no es iguai a cero y, en consecuencia, satisface todas las condi- 
ciones necesarias. 

Luego examinemos los valores de y X 6. En este caso nuestra ecua- 
ción toma la forma siguiente: y*—2y =0. Sus raices son y, =2 y 
yz =0. Necesitamos solamente raíces que no son iguales a cero y que 
no superan a 6, por esto y. no puede servirnos en absoluto, mientras 
que y, = 2 será conveniente cuando b>2. 

Si reunimos los resultados de los dos casos examinados, obtenemos 
las soluciones (¡diferentes de cero!) de la ecuación respecto a y: si 
b<0, no tenemos soluciones; si 0<b< 2, tenemos y =—V 1+1+46: 
si b=>2, tenemos y =2. 

Es necesario examinar el caso en cuanto a la incógnita ey al pa- 
rámetro a. El paso, para x=«* no proporciona ninguna dificultad, 
mientras que, para pasar para a, hay que resolver tres desigualdades: 


log,2<0, 0<log¿2<2, log, 2 > 2. 


Estas últimas se resuelven fácilmente: la primera desigualdad se 


cumple para 0<a<l; la segunda, para a>V2, y la tercera para 
<a? 
Obtenemos, en definitiva, la respuesta siguiente: para 0<Za<1l 


-tU+ Vir E 
no tenemos soluciones; x=a "4 + 1802 cuando a>y/ 2, xma 
si I<a<y 2. 


EJERCICIOS: 


1. Hallar todos los valores del parámetro d para los cuales ambas raices de la 
ecuación cuadrática 1? — 6dx + (2 -—2d + 94%) = 0 son reales y mayores que 3. 

2. Hallar todos los valores del parámetro a para los cuales ambas raíces de la 
ecuación cuadrática x* — ax 4- 2== ( son reales y se encuentran entre 0 y 3 (a excepción 
de los valores extremos) 

3. ¿Para cuáles valores de a una de las raices del polinomio (414 a+ 1):+ 
+ (a—l)x-+ a? es mayor que 3, mientras que la otra es menor que 3? 

4. Hallar todos los valores de a para los cuales las raíces de la ecuación ?+ x+- 
+a=0 son mayor que a. 

5. ¿Para cuáles valores de u las raíces de polinomio 2.* —2 (2a4 1) x+ a(a— 1) 
satisfacen las desigualdades x, < a< xq? 
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6. ¿Pará cuáles valores de a la ecuación 


ad 3 x? 


tiene raíces reales? 

7. Hallar todos los valores de m para los cuales la desigualdad mx* — 4x-+ 3m + 
+ 1> 0 será cumplida para todas las x> 0. 

8. Hallar todos los valores de a con los cuales la desigualdad x?-—a (1 + a)x+ 
+ a*<0 se reduce a la desigualdad x?+4x+3> 0. 

9. ¿Para cuáles valores de y es válida la afirmación siguiente: “Existe por lo 
menos un valór de x para el que se satisface la desigualdad 2 logo sy? —34- 
+ 2x logo sy? —x?* > 02" 

10. Para cuáles valores de y es válida la afirmación siguiente: "La desigualdad 


y? (2102 Ly ) 42% (Soto 77 )-2(1+1082 L7) >0 


se satisface para toda x"? 
11, Hallar todos los valores de a con las cuales la desigualdad 0 < x< | se de- 
duce de la desigualdad ax —x+1—a<0. As 
12. Hallar todos los válores de a con los cuales la desigualdad (a*+- a Yi 
— (a+ 5)x —2 «0 se deduce de la desigualdad 0 Gx «<= 1 
13. Hallar todos los valores de a para los cuales, con todas las x que por el mó- 
dulo no superan a la unidad, es válida lu desigualdad 211 —40tx—at+1>0. 
Resolver las ecuaciones y desigualdades: 


14. x+Y xa. 


1 Ny? I+x 
15. , 2a l=0. 
(72) +20 + 
18. 4%-—4m2:x+ 2m + 2= 0. 
17. 4senxo m2senzami1=0, donde —1<m< l, 


18. (dg sen x)! —2a ig sen x—at+2=0, 
19. (Jog, sen xP? + log, sen x—a=0, a>0, aX]. 


20. VIXI+FIV Txi=a. 

21. VaQi—2+1=1—2", 

22. 2] lg (ax) | log: 10=(4 lg a—3) 108,+ 103 Ig. 
23. lógyz a| loga > [1084 2» logyz a? -— 108 q Vx 


o 


24. logia x*=1l08y7 10 (1% 10.—|1g E) 
25. logy7 as-|logas 5 |+logar= log ys 4 logyz7 2. 


26. log, x-] log a — logs a| =1tog y (4) log, a? + log, x-Jox3 a. 


Determinar en el piano de coordenadas los puntos para los cunles se satisfacen 
las condiciones siguientes. 
27. Para todo valor f 


cos2 (+ x) + 2sen (1-+ x) cos y — «y (cos y — 1)? —senx <=. 
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28. Para todo valor 1 
sen? ((4- x) + sen (14 y) + sen (1 + 2x — y) + 1/4> 0. 
29, Para todo valor 1 
(2 cos H+- y 0o8x cos 4) cos x cos y + 14 c05x-—cos y + cos 21 > 0, 


30. Por lo menos para un valor ? 
Cos (1 + 3x8 y) —cos (f+ x — y) — sen! (14 21) > SS 
31. Por lo menos para un valor f 


sen? ¿cos? x cos? sent x + «y sen 2x sen 2/4 2 (c052x+ cos y) < 0. 


RESPUESTAS 
Y SOLUCIONES 
PARA LOS EJERCICIOS ” 
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t. c) La ecuación de la forma ax* + bx+c=0, donde x es una magnitud incóg- 
nita y a, b, ce son números dados, axé 0. d) Vésse el $ 4 de la Parte 1. e) Véase el $5 
de la Parte 1. g) Véase el $ 7 de la Parte 1. 2, a) Axioma. b) Teorema. c) Definición. 
d) Teorema. 3. Para a> 0, b > 0. 4. Teorema inverso: si la ecuación de segundo grado 
tiene dos raices reales diferentes, entonces el discriminante es positivo y el teorema 
es correcto. Teorema contrario: si el discriminante de la ecuación cuadrática mo es 
positivo (o sea, negativo :o igual a cero), entonces esta ecuación no puede tener dos 
raíces reales diferentes y el teorema es correcto. Teorema contrario al inverso: si la 
ecuación de segundo grado no tiene dos raíces reales diferentes, entonces el discrimi- 
nante no es positivo y el teorema es correcto. (¡Demúestrense todos estos teorermnas;) 
5, Demostración de lo absurdo. 6. (a, —a). . .(£n —a)= 0. 7. tab] +)]bc] + ) ca] =0. 
8. Sean a<0, b> 0, o sean a y b los números de signos iguales y 4 > b. Esto:se de- 
duce de que la función y= l/x es negativa decreciendo en el conjunto de números ne- 
gativos, y positiva decreciendo en el conjunto de números positivos. 9. Si cualesquier 


x, y x, son tales que —1 «<x,< xez 1, entonces 3x, —xi< 3x2 — x3. 10. La condición 
es necesaria. 


g 2 


1. El número a,, ... 4g444,0) se divide por 11 cuando y sólo cuando se di- 
vide por 11 el número |a¿—a, +4y—a+... +4(—1)"4p]. 2. Demuéstrese por 
oposición. Sea N =Ñm*; examínense dos casos: cuando m se divide por 3 y cuan- 
do m nó se divide por 3. 3. Demuéstrese que (p—1) (p+1) se divide por 3 
y por 8. 4. p=3. Uno de los tres números sucesivos: p, p+1, p+2 ha de di- 
vidirse por 3. Por eso sea p=3, 0 sea (para p > 3) el número p+] que se di- 
vide por 3. En este caso p+4=(p+1)+3 no puede ser simple. 5. Hay que 
convencerse de que una sola de las cifras 0, 1, 4, 5, 6, 9 puede ser la última del 
cuadrado de cualquier número entero. 6. 494. 7. Hay diez de estos números: 17, 
32, 47, 62, 77, 92, 107, 122, 137, 152. 8, Para las n representadas en la forma 
de S55—-3, donde s es un número entero positivo. Si 3n4-4=:5k, entonces 
3(143)=5(4+1) y por eso n4-3 ha de dividirse por 5. 9. Para ningunos. Si 
tuvieran Jugar las igualdades 22-+3== kp y 5n-+7==kg, R > Il, se obtendría que 
| =(5p—29)k£. 10. 3762. Hay que convencerse por comprobación sucesiva de que 
se tiene ina sola representación de 13=22+43? y sólo dos representaciones de 
85= 214 92=63-+72, De la tercera condición. se deduce que la primera cífra de! 
número incógnito no puede ser menor que la última. Por esta razón es necesar:O 
analizar los cuatro múmeros: 3292, 3922, 3672, 3762. 11. 857. Nótese que 


L En jas respuestas a las ecuaciones y desigualdades trigonométricas k, J, m,n 
significarí, si no se estipula lo contrarjo, números enteros cualesquiera. 
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abel = 10-abe-21 y 2abc= abc 42000. 12. 34056, 34452, 34956. Utilicense los cri- 
terios de divisibilidad por 4 y por 9. 13. n==2. Factorizar nt+-4. 14. Demués- 
trese que entre Jos números £, m, n se hallan sea dos pares o sea dos impares. 
Luego debe aplicarse la identidad 42418 4 n?= (4 + m4 nP? —3 (R4- mm) (m4 n)x 


x(a+R). 16. 1 ... 1-2 ... 2=9-19 ,.. 92-90-19 .., 9=9-1x 
2n veces n VOeCces 2n veces $ YCOCOS 
x(10%82—1)—2.9-1.(104—1)=[(107—1)3P=3 ... 338 1. x=3, y =1; 
Na a? 
n veces 
x¿=m=—3, y¿=—). Considerando la ecuación como de segundo grado respecto ax, 


hacer la conclusión de que su discriminante 25y?4-56 ha de ser el cuadrado de 
un número entero, o sea, 56=(4-+5y) (R—5y). Luego hay que aplicar las re- 
presentaciones posibles del número 56 en forma de un producto de dos números 
enteros. 17. x,=2, yy =2; x¿=2, Y=— 2 £¿=—2, y4=2;, 1 =-—2, y¿=-—-2. 
Exprésese x? por y? y conclúyase que y puede asumir tales valores enteros para 
los cuales 3 < y? << 12. 18. Por ejemplo, los números a r a4-2-1/2 (b— a). 
19. No pueden. 20. Demuéstrese que de ta racionalidad del número tg 5” se de- 
ducirá que tg 30% es un número racional. 


34 


1. Sí. Para a=0 cl módulo a es igual simultáneamente a a y a—a. 2. a) Si 
x3>=0, entonces —x<0, y entonces |—x]|=-—(—x)=x=]x [; sí x<-0, enton- 
ces —x >0, y entonces |—x|]=—x=|x]. b) Si x=0, entonces |x|=x, y, 
por consiguiente, x«< |x|; six<o0, entonces x<-—x, es decir, x< |x), de 
donde x< |x|]. 4. a,=...=4,=0. 5. Sea a<b para la certeza; entonces 
J0o—a[=b—a. Son posibles tres casos: O<Ga<b a<0<b a<b<0. En 
el primer caso Ja distancia es igual a b—a=|5-—a|, en el segundo, b4-[a| = 
=b—a=|b—a|, en el tercero, Ja|—f0]|=-—u-—(—b) =4—a=|b—4)]. 
8. a) ab<x<a+b. bixda=b, xmatb. 7.x=3/2, x1=7/6. 8. x=—1. 
9. No hay soluciones. 10. .x es un número cualquiera. 11. No hay soluciones. 
12, 7/65 x<3/2. 13. x,=0, 1 =—1l. Ya que |x| ++ >0 para x >0, enton- 
ces no hay raíces positivas; para x=< 0 tenemos una ecuación — x-+- 19 == 0, para 
Ja cual se buscan las raíces no positivas. 14. x=—l. Está claro que Jas raíces 
satisfacen la desigualdad x-+1<<0; escribase la ecuación en forma de (x+1)X 
x(1—|x—1])=0 y elíjase aquella raíz que satisface la condición x «<—]. 
18. No hay soluciones. Convénzase de que —x?+4-2x—3 < 0 para todos los va- 
lores de x; obténgase la ecuación x1-—-2x+2=0 que no tiene raíces reales. 
16. x=—1, x>0. Escríbase la desigualdad en forma de ¡1-+x|? => 
=11+x|]] 1—x|: x=—l es una solución, y, si x-—)1, puede dividirse por 
Ix+1]>0, 17. 1Gx<3, x=4.18,: <—3,—3<x<-—2, x >0, 19. 1253/2. 
20. 0 12. Ya que 124x241 >0 para todos los valores de x, entonces puede 
dividir ambos miembros de la desigualdad por xi+x-+1. 21. x,u2, x,=5. 
2. 1=1/Y 2. x211=-—13(1/V 2). 23. x=-—2. 24. x1,=+ log¿2. Nótese 
que la ecuación no cambia al sustituir x por —x, por eso es sufictente hallar 
solamente las raíces no negativas (después de que las raices no positivas se ob- 
tienen al cambiar el signo por el contrario). 25. x=— 1, 0 x<1.26. x< 1/3, 
x>3. 27. 443<x<4.28.2<x<85. 20. 1<-2-V 2 114 V 39. 1 
=YVM<x<V 51. 3. x=2 y=1l; 12=0, f4=-—3 x=-—6, ya=9. 
32. x= + (1— PM 1—=344)/2, sia<0O; x=0 para a=0; para a >0 no tiene 
soluciones. Escríbase la ecuación en forma de |x|?-+]x]+4u.=0, 33, x1 2 = 
== + log, (14 Y Ta) para a< l; x==0 para a=1; para a>! no hay solu. 
ciones. 34. 1 ,=2 £ loga (2— Y 144) para —3« a < 0; no hay soluciones para 


RESPUESTAS Y SOLUCIONES 495 
ef Mig AA E 


los demás valores de a. 35. Utilicese la desigualdad entre la media aritmótica 


y la media geométrica. 36. Mx]; 8% Jxj5 1xP Vóiy “y. 37. Paraaz0. 
38. —2a. 39. 2/(2—x). Nótese que x + 2 Vx—1=(Y x=! + 1)?. 40. |cosa— 
— cos PB]. : 

85 


t. a) En la circunferencia con el radio 20 y el centro en el origen de las 
coordenadas; b) en la circunferencia con el radio 5 y el centro en el punto (2, 0); 
c) en la circunferencia con el radio 15 y el centro en el punto (—!, 0). 2, Den- 
tro de la circunferencia con el radio 1 y el centro en el origen de las coordena- 
das. 3. En la circunferencia con el radio 2 É el centro en el origen de las coor- 
denadas y fuera de esta circunierencia. 4. Dentro del anillo limitado por las 
circunferencias con los centros en el origen de las coordenadas y los radios 1 y 2, 
y en la primera circunferencia. 5. Dentro de la circunierencia con el radio 2 
el centro en el origen de las coordenadas. 6. 'En la circunferencia con el radio 
y el centro en el punto (—l, 0). 7. Dentro de. la circunferencia con el radio 1 
y el centro en el punto (0, 1). 8. En la circunferencia con el radio 7 y el centro 
en el punto (-—1, 2). 9. Fuera de la circunferencia con el radio 9/2 y el centro 
en el punto (—1/2, 1/2). 10. Dentro del anillo jimitado por Jas circunférencias 
con los centros en el punto (0, —1) y tos radios 2 y 3, y en las dos circunfe- 
rencias. 11. En la recta perpendicular al segmento que une los puntos (0, 0) y 
(0, 1/3), y que pasa por el medio de este segmento. 12. El punto (o, V 3/3). 
13. El punto (0, —2). 14. No hay tales puntos. 15. En la circunferencia con el 
radio |.y el centro en. el origen de las coordenadas. 16, En la circunferencia con 


el radio Y 3/2 y el centro en el origen de Jas coordenadas. 17. Hay dos de tales 
números complejos: 2; =6+17i y 22 =6-+4-81. 18. AS 19. 2. +22 5 2 + 
+22 2a- 29%. 20. cos 150% + ¿sen 150%. 21. 2 cos 207 (cos 20” + ¿ sen 209). 


3n 3 i 
22. cos (1 —a)+1sen (1-a). 23. cos ra +| sen F+a) . 24, TT 


p 3r 3n e Ll l Al 
x | cos ( 7 40 ) +19 3 +0)| ,»si0<a< 3" Teosa] | cos ( +a)+ 
-+í sen (F+a)| , si 5 <a<xa. 23. En cel ravo que sale del origen de las 
coordenadas en un ángulo de x/4 en dirección positiva del eje Ox. 26, En el 
rayo que sale del origen de las coordenadas en un ángulo de 7x6 en dirección 
positiva del eje Ox. 27. La parte del plano que contiene el segundo y tercer 
cuadrantes, incluso el eje Oy sin el origen de las coordenadas, y la parte del 
primer cuadrante dispuesta entre los rayos que salen del origen de las coordena- 
das bajo los ángulos 11/3 y 11/2. 28. El segmento del eje Ox, comprendido entre 
los puntos (—1, 0) y (0, 0), sin extremos. 29. El punto (0, 2). 31. 2=12-+ 167. 
El punto que representa este número es el punto tangencial del rayo que sale 
del origen y se halla en el primer cuadrante, con la circunferencia de radio 
VT5 y el centro en el punto (0, 25). 32. q/12,si0G p< 1/30 bien x < y < 5/3, 
qx, si 3/3 < p< mobien 5/3 < p< 25; sip=x/3 0 bien px, óp=51/3, 
entonces 2, ==0. 33. No, hablando en general; por ejemplo, z, =Í, 2¿=2i, 34. No, 
hablando eu general; por ejemplo, 2 == 1-5, 2¿232—i, 35, Notemos que esta 
aseveración es incorrecta sl Jas partes imaginarias de los números Z,, Zy 500 
iguales a cero, es decir, sí estos números son feales. 37. Tados Jos númieros son 
reales. 38. Todos los números son puramente imaginarios. 39. Todos los núme- 


ros complejos, cuya parte real es igual a l. 40. 0. 41. 0, 1,3! y3 


2 
q+i ec 42. 0, Si. 43. Para x=1l, y=—4 y para x=— 1, y=—4, 
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44. a) Fuera de la circunferencia con el radio 10 y el centro en el punto 41, 0); 
b) dentro de la circunferencia con el radio 5 y el centro en el origen de las 
coordenadas. 45. Si a=l, entonces 2==l=i si l<a< Y 2, entonces 
a+ Y — ql = 
E si a= Y 2 ontonces ¿=—2—f:sia> Y ?, en- 


tonces la ecuación no tiene soluciones. 48. Si OZ a < 1/2, entonces Ja ecuación 


21,9 


no tiene soluciones; si a > 1/2, entonces 1 - 432. 2 ui, 


q, =— l; 2q us — E Ugo l, 


58 
-a By 
1. N F .2,0.3.0. 4, —1/4. 6.1.6. 2. 7. logyN. 8.0. 9. 0. 10, 0, 


l 16 
porque 21085 (gloga 2)l0g4 5 0 510812, 11, Tu: 3? 7" 13. toga2 < 


< loga3. 14. log45 > logs 5. 15. log¿3 < loga 11. 16. Si a > l, entonces log, a > 


> logg a; si a=1, entonces logga=logy4a=0; si D< a< ), entonces log, a < 
< logy a. 17. Si u>l, entonces 108pg 2 < e sí 0< a< 1, entonces log, 2 > 
. 18. y 0,01 < Y 0,001. 20. o 21. 3(l—a—b). 22. 
> loga 3. 18. Y 0,01 < Y 20 a" Pr dao). 22. 2>0, 
af1¡N>0,N 41; 0>0, 06% la. 24. 1. 25. Para a=1 Ja igualdad es evi- 
dente, si aX t, entonces nan due pasar a los logaritmos de la base a. 27. Ya 
que 0< log,2 < 1 y 1/2 < l, la desigualdad es válida. 28. Demuéstrese previa- 
mente que lus¿ «a log¿b logac=l0gg04, bx 1,c21,d1,a>0,5>0,c>0, 
d>0. 29. Paraa> iy b>l1, 0 bien, para 0<a<1 y 0<b< 1, 30. Demué- 


étrese por oposición. 31. DP < 0; a dE 3 2 x=1/8, x7m2. 


33. 2122. 3. xi 10, x= Y/ 10. 358 x=16, xj =1/2 36. x,=1/4; 
o 37. x,=9, xz=1/9. 88, x=! : ES 39. xy == 


343 3-45 
== a 2 , Xy=a 2.40. 11=39, x2=1/9. dl. x= V 2, y=1l.4.x=ag-, 


y (38, 43, x=2, y =4: X*2=1/2, yema l/s. 44, 19, y=1/3. 45. x—a19-8n, 
y=amó-10. 46, x=2/3, YE cH, 3940 47. x=1, y==2. 48, x,4, y, =32; 


=-=1, y=1. 49.0<x<31-68 3 5, 0cx< 10. 51. a>1/16. 


$7 
1. x=3. 3.3-2V 2,1, 34+2 Y 2. 4. y ALE 18 y a, 


5. A=2, B=-32. 6. 25 piedras. 7. 27, 18 y 12 años. 8. Si b, > 0, entonces son 

admisibles cualesquier valores de q < 1 y cualesquier valores de y > 3; si 5, < 0, 

entonces son admisibles cualesquier valores de g dentro del intervalo 1 <q <a. 

9. 25 cosechadoras. 10, cl 11. 13 litros. 13. x=y*-==2=2. 15. Nótese que los 
] 

números A componen ura progresión geométrica, calcule su suma, 
1 2 


PAST. 16. x=2, x=—2. 17. x= 2, x,=—Y 2, 
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1. Al multiplicar ta desigualdad por 2, pasemos a una desigualdad evidente 
(ab +(b—c)* + (c— aj! =0. 3. Escribir la desigualdad en forma de (a— 13 + 
+(b— IP (c—1P?>=0. 7. Escribir la desigualdad en forma de (x-+y+— 1) + 
+ 2 (y +1)? =>0. 8. Escribir la desigualdad en forma de (1 — sen? x) (5— sen? x)=>0. 
9. Todos los sumandos, para x<<0, no son negativos: lenemos 13 >xb, 4 >x 
para OD< x< l; tenemos > x xix para xl. 10. Ya que a/c bje=!, 
entonces D< aje<. 1, 0<bfe< 1, por razón de que (a/c)*/2 > (ajc), (0/c)2/3 > (byc). 
11. Extraer la raíz de potencia n de ambos miembros de la desigualdad. 12. Con- 
vénzase de que en el primer miembro de la desigualdad la suma de Jos nújneros 
equidistantes de los extremos no es menor de 2(n-+1])=!. 13, Represéntese 
($ =(1.n)2-(n—1)]...[(n— 1)-2]-(n-1) y demuéstrese que para cualquier k, 
l<k<mn, es válida la desigualdad k(n—k+1) > m. 14, Aplíquese el. método 
de inducción matemática. 15. Apliquese cel método de inducción matemática. 
19. Si p es el semiperímetro de un triángulo cuyos lados son a, b, e y $ es su 
área, entonces, de la fórmula de Hecrón y de la desigualdad entre la: media 
geométrica y la media aritmética obtenemos que Y S << p/2. 20. Introdúzcase 
el ángulo auxiliar. 21. El valor minimo 2/3 se logra para x==0; no hay valor 
máximo. 22. El valor mínimo 0 se logra para x=0; el valor máximo 1/2 se logra 
para x=—l y para x=). Para determinar el valor minimo hay que 
representar Ja función en forma de y=(x*+4x7"*)-1. 23. El valor máximo 
] se Jogra para x=1; el valor mínimo —1 se logra para x==—!. 24. Aplíquese 
la desigualdad entre la medita aritmética y la media geométrica, utilizando 
luego Ja desigualdad sen x++cos xz==— yz. La fguaidad se Jogra para 
x=(S1/4) + 2kn. 25. Exprésese cotg x por cotg (x;2). 


l. x=2, 2. x=(144+2 V 15)/3. 3. x=45—16 Y 7. 4. No hay soluciones. 
S. x=2. 8, x=8. 7 xzu=5. 8, x=0, x.=4. 39 xml, xq2=3/2, xy=2. 


10. xy =190/63, x7=2185/728. 11. x=¡/ati(1—$/aT) para 0< a < 1; para 
los demás a no hay soluciones. 12. x=—2, 13, x,=0, x¿=2. 14, xa=l0g,,,3. 
18.x,¿=1: VT+FT0,_ y310. 16. x=1l08g,3. 17. x=4 log¿2. 18. x,=!log4 28—3. 


xo=1l0gy10. 19. x=2. 20. x,=1/8, x,=2. 21. x= log, (1 4 Y 41) —1]3/6. 
22, Xy =10, Xq = y/ TO. 23. Xx =9, Xy =1/9, 24. x, =2, xa =8. 25. x, =0, Xy = l, 
26. No hay soluciones. 27. x,=100, x= 1,100. 28. x, =9, x.-- 1/9. 28. x,=1, 
x=2, xy =1/18. 30. x= 3, x=1// 3. 31. 127122 32, No hay 
soluciones. 33. No hay soluciones. 34. x=5/2. 35. x=—25. 38. x=5. 397. x=8. 
38. x=1/9,39, xx3, 40. x=5, 41. xr=-—4,42.x=2, 43, x=1l. 44.05 xG<1,x=4. 
45. x=4. 46. x, =2%:31/5, x2=(6% + 2) 5/15. 47. x, =(4k— 1) 7/4, xo =(2%+ 1) 1/2. 
48. x, = kx, x= [(—1)4+1 31/6/44. 40. x=[((—1A 1/6] 441n. 50, Tetis. 
5l. xa (8% 4 1)71/4. 52. x=(6k+4 1).:1/3. 53. x=1/2arccos 1/74 2krn. 54. x == 
=(16£4 E) 3/8. 85. x, =(20k + 1)3/5, x¿ =(204 4-9) 2/5. 56. x= 1/Zarctg4+2kn. 
57. x=(4£4+1) 1/2. 58. x=(4£4 1) 11,4, x¿=arc sen [(Y 5-1)/2] + (2:+1)x1. 
59. x==2, 1q2e—5, xa =(21/3) +4k£n, X= (—21/3) + 4411 (4 4 0), x =2arccos X 
x 4 3 —3)/2)] + 4h, xy —2 arc cos [(2 Y 3—3)/2] + 4kas (4 7£ 0). 60. x, = 
= (24 1)/6, xa =(4 +1)0/4.. 6l. x=kxm/3. 62. x, =(2k-1) 1/4, x9 3 = 
= (6k + 1) 1/6. 63. x==—arc sen Ki V 5—1)/2 ) FTOQR+IA. 64. x= 3 arccos X 
(2-2 V 2) +2. 65. x=km, x=(1241)13/6. 68. x:=2, 67. x=2, 
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5. =1<x<0, 0O<x<1 6. 2 <x< (1/4) + 2kn. 7, 0<x< 1/2, x > 32. 

8. 1/16<x<1/8,8<x< 1. 9. —=I<x<—2/V 5, 2/V5< x< 1. J0. tog, 5— 


—2 < x< log, 3. 11. 2 < 1 12. 0 x< log32, x > 3/2. 13. =—2<x< 
<=—l1, —1<x<0, O< x<1, x>2. 14, 0< x< 1/24, 55/24 <x< n/4. 
18. 1<x<2. 16 (Y6l—9)/2<x<2. 17. 2kxn—(n/4) +are sen 3/4< x < 
< (31/4) —arc sen 3/44 2£n. 18, x<—3, -2<x<=—l. 19. x< 1, 3/2<x< 2, 
x>3. 20. —YU—=a/1<x< Vida. 21. (1/6) +41 < x < (61/6)+ kn. 
22. (1/4) + kn < x< (3/4) + kn. 23.0< x< 1,2, 2arctg [(1 + V5)2] <x<Hn. 
24. x < log, 3. 25. =l=x<G!. 26. 0<x<1,x=2 27. l/2<x<l. 
28. x<—7, —5< xG—2, x2>4 29 x—2/3, 112 x 2. 30. 2£3— (11/40+ 
+aresen (2 Y 2/3)<x< ni rd sen (2 Y 2/3), 2k1x=n<x<2ka— 
— (1/2). MM. —=l<x< (1 Y 5)/2, (14 V5)/2<x<2. 82. —l <x<1— 
—(Y 31/8). 33. (I—a)(2a)<x<2, si O<a<l; 25x< (3—a)(Q—a), 
sil<a<2; 12=2,sj0a==2; x < (3—a)/(2—a),x>=2,sia>2. 4. =!l<x<O0, 
2<x<3. 35. l/2<x<l. 4. —5/2<x< —2, — 3/2 < x< 312, 3/2 < x < 8/3. 
37. VB << V 23/21, sia >1; -VB<x<1— Y 2/2, V23/2— 
—=1Ex< Y 2, si0<a<1. 38. (144 V 7/2 G<x<9. 39. fa) eta <x< 
< (43) + RI. 40. 1<x< 3/2, 2<x<5/2, x>3. 41. —(11/2) + kx <x< — 
—atcte24+4n, ——(7/4) Ex <x< (r/d)4 kn. 0802 1/4+4k<x<1/2+8, 
112+kR<x<G1+R. 43. lx <x< (1/6) 2ka, (1/6) 4-2kn <x< (2k+1) a. 
4 xml 458. 1—Y 6<x2-V10 I+4Y6<x<2+V 10. 46. (1/4) + 
+ kn <x << (1334 kx. 4. x<=1, x >1, 48. 0<x<1l. 49. —1/2%x< —1/4, 
3/142x<1.50.0<1x<381l, x>1296. 51.arctg5-4 2x1 < x<u+424xm. 52. 1= 
=Ra/3. 53, —-8Ex<0,3< 1654. 54, 13-22, 14 Y I<Ex 5. x< 
< logg3. 88. —(34 Y 5/2<x< 1. 87. 3<x<w, n<x<3n/2, I1/2< x< 5, 
588. 0<x<2,x>4. 59. —(1/48+kn<x<ka, (30/48) +23 < x < (10/2) + kx. 
60. —(711/6) +2k£1 E x < (1/6) + 2£x. 


1. 1<xr<3. 2. Xx >52 3. x > log, .4.0<x<a0, l<x<!Jo. 


$ 11 


l. x=—4, y=6. 2. x=7, y=5. 3, x,=l, y =1; x.=16/81, y,=4/9. 
4 0/3, y=20/8, 2=8/3. Bo tmlo eo: o aa: 3 go, 
9. x,=4, yy=32; x==—], ya=1. 7. x=8, y=2. 8. x,=0, y =2 logz 3—2; 
x.=3, Ya =—l. 8, Xub, y=0. 10. Xy == V 3, yi=+4 xa =-—V 3, fa ==4. 
Mi. x=1l, y=0. 12. x=2, y=16, 13, No. 14, -2<%k%<4. 18. m<=0. 
16. a e (1/2) + kx. 


$ 12 


1. 20 km/h, 25 km/h, 15 km/h. 2. 27, 18 y 12 años. 3. 30 km. 4. 1/6. 
3. 19 x cmfs y 27 1 cm/s. 6. No llegarán. 7. 3 horas, 6 horas, 2 horas. 8. 5 8 y 
20 g. 9. En 5m (1! —12) —5m-! (1 —11). 10. El área del bosque es de 40 km 
Hay que oblener la ccuación AC=5B+ 1/4 BC3+1/164B3 según los datos del 
problema; además de esto, para cualesquiera de los tres puntos A, B y C se 
verifica la desigualdad AC<AB+B8C. De aquí resulta que 5+1/4 BC? + 
+ 1/164B? £AB+EBC ó (1/2 BC— 1)? 4(1/4 AB-—2)? < 0, lo que es posible sólo 
para AB=8 y BC=2, 11. El número de calificaciones 2, 3, 4 y 6 es igual a 
11, 7, 10 y 2, respectivamente. 12. La velocidad de la motocicleta es de 40 kmyh, 
la del “Moskvich” 50 km/h y la del «Volga», 80 km/h. 13. El agua se sumi- 
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nistra 2 veces más rápidamente. 14. J:3: 15. 20 km/h y 80 km/h. -16.:Nó. 
17, No. 18, La velocidad del ciclista es de 20 km/h, la del camión, 40 km/h 
y la del «Volga», 80 km/h. La distancia.AD 'es igual a 60 km. 19. No lo alcan- 
zará. 20, 60 mi, 21, 2 minutos. 22. 0,6 km/mir. 23. 12/7 días. 24. 12 horas.' 
25. 4 cajones del tercer tipo y 25 cajones del segundo tipo. 28. 12 hojas. 27. El 
primer tubo llenará el depósito en 2. horas, el segundo, en 4 horas. 28. 4 horas. 
29. 16 horas 45 minutos. 30. 18 horas. 


$13 


1. 1/25 x<1/2. 2. La función es indeterminada para ninguno de los 
valores de x. 3. x=0. 4. —(2/4) ka <x< (1/4) 4. 8. x<0,0< x<2, 
xz=3. 6. x=k. 16. Nótese que y=-—2 para. todas 'x 23. 24. La gráfica está 
compuesta de los puntos del eje Ox con :abscisas x=(8/2)+2k1. 25. Nótese. que 
y=1. 26. Nótese que y =-=—cos 2x. 27. Intródúzcase ej. ángiilo auxiliar, 32. Uti- 
lícese el método de composición de as -36. Nótese.que y == Y 1 a; véase 
el $ 5 de la Parte 1!, 40, La gráfica de: la función y, consta dé: dos ramas - 
y la aa de la función yz. solamente de una. 41.La gráfica dé la función y, 
es la bisectriz del primer ángulo de coordenadas (sin el. origen' de. lás-coordenadas). 
42. La función Y es indeterminada para x=k511/2. 43. Los segmentos «de la. pá: 
rábola y ==(x— 2)? que corresponden a x< 1 y x=3 «y los: segmentos de la*pás 
rábola y*==—x*+4x—2 correspondientes a xl y x>-3,:44; La: bisectriz del 
primer ángulo de coordenadas y el tercer ángulo de coordenadas (incluyendo Jos 
semiejes negativos de abscisas y ordenadas). 45. El ititerior (incluso el límite 
del perímetro) del cuadrado con los vértices en los puntos (2, 0), (1, —));:(2, —2), 
(3, —1). 46. El sernipiano debajo de la recta y=x-—2 y el semiplano' encima 
de la recta y =x+2 (excepto las mismas rectas). 47. El interior (sin lineas gs- 
neraátrices) del rectángulo con los vértices (t, 2). (1, 2), (—1, —2), (1, —2). 
48. Los. seginentos de la sinusoide y = seri x, correspondientes a 221 << x< (2 +1), 
y fos segmentos simétricos a éstos respecto del eje de abscisas. 49, Las. rectas 
y=2x+(2k4+ 1) e y=—2x (2% 4-1). 50. Una parte del plano dispuesta a la 
derecha de la curva x=sen | y ] (incluyendo esta recta). 81. Lafaja0< y< 1 sin 
segmentos 'verticales, trazados en los puntos x=*x/2, 52, El ángulo curvilineo, 
limitado por encima por la recta y=*, y por debajo, por la curva y=-—-2% 
(sin las mismas curvas), del cual está excluido el semieje positivo de abstisas. 
83. y=l+(x=1)21, x>0,y>0 5. y=Y 2(x=x-=), x>0, y>0. 
55. x==y3-+)-(y/4), y >x >0. 


PARTE 1 
$ 1 


l. e) Véase $ 5, Parte Il. 2. a) Teorema; b) definición; c) teorema; 
d) teorema. 3. Teorema recíproco; “Si cosp<0, el ángulo termina en el 
segundo cuadrante” es incorrecto. Teorema contrario: “Si el ángulo p no termina 
en el segundo cuadrante, cos p >0” es incorrecto. Teorema contrario al recí- 
proco: “Si cos p > 0, el angulo p no termiña en el segundo cuadrante” es co- 
rrecto: 5, a) sen 1% < sen l; b) tg! > tg2. 6. a) a=(—IMB4 kr 6, que es lo 
mismo, PB =(—IMa+nr. Es decir, si au y son ángulos concretos, como 
sen a =sen f), entonces existe un número entero 4 tal que Jos ángulos « y B están 
entrelazados por la relación a=(—I1)AB+424x; hb) a=>3 Pf 4-21; c) a=B+knx,. 
ax(r2) nr, PA(nJ2)4mxt; d) a=(1/2) + 8B+2n. 7. cos(a/2)= 


=—+V 242 Vi—sena=— y (VTFsn a+ Vi=sena)  sen(a/2) = 
= + y V2—2 V ]—sen* a, con esto, el signo “más” se toma en el caso en 
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que 270 «a «360% y el signo “menos”, cuando fo ci cod para todas 
las del intervalo 270” < a «< 450” puede escribirse: sen (2/2) =-5 (VIT sna— 


— V l+sena). 8. 1. 9. —1/8. Multiplicar y dividir la expresión a +xaminar 
por sen (3/7). 


g 2 


l. Convénzase de que el primer miembro es igual a cos 30%. 2. 1]. 3. x=18", 
Mállese la raiz de la ecuación cos4xw==senx comprendida entre 0? y 90”. 


4.  cos(a/2) > —1/2V 242 VI—senta=—I/2(YV TFsena+ V T=sena), 


sen (0/2) = + 1/2V 2—2 Y T—senTa con esto el signo “más” se toma en el caso 
en que 270” < a < 360” y el signo “menos”, cuando 360% << a «< 450%. La última 
igualdad para todas las a del intervalo 270” <a < 450? puede éscríbirse en forma 
de sen (a/2)=1/2(VT=sena— Y T+sena). 5. Convénzase de que y==sen! a 
para cualquier x. 6. (1 +c08! x)7!/2, 7, (a+b sen x)-1. 8, tg%2 x; x= (1/3) + An. 
9. senaf(cosacosx—1). 12. Y Zcos x cos”! (x/2) sen [(50/4) —(x/2)]. 13. 0. 
(4, a+bm=2ab. 15. (pg? >== pg. 16. ym=a, 2=c, 17 


+28 < 90" g 
[(a/0) (4/B)+ 1]/[(a/5-+-(A/8)M; la condición aB—bA»0 significa que 
ere il 1x0. 25 
sustituir las cota 


$83 


l. a) a=(-1)*B+snr, donde n es un número entero o, que es lo mismo, 
Breri—l)Ma+kx, donde k es un número entero. Hablando de otro modo: 
si a y A son ciertos ángulos concretos que dan sen a: =sen B, entonces existe 
tal número entero 4 que asegura que los ángulos a y f estén relacionados entre 
sí por medio de la correlación a =(—3)" 8 +nxn. b)a= + f--2n7. c)a=PB+nx 
y a, Ba (1/2) +4. d) a=(1/2) + B+ 291. 2. Si |c] > Var, en este caso 
no hay soluciones; si cz Y a%-¿ DE, entonces x= (5/2) —p-+24x; sic= —V ar, 
x=—(5/2)—q +2; si |el< Va, x=(—I)k arcsen [Vaz $3] — 
—Q+k%x. Aqui q es el ángulo auxiliar determinado según las condiciones 
sen p=5/Y al +5, cos p =a/ Y a, 3. x =(n/9+4k5n, x.=(Sn0/12) kx. 
4. xy = (1/30) +(2811,5), 3 =— (20/2) + 22. 5, x, (2/12) +(4/7), x738 (1/4) + ax. 
6. x=arc cos 4/54 2£x. Sustituir sen 3x por sen x. 7, x==)/4 are cos 3/5 +(4n/2). 
Sustituir sent 2x por medio de cos 4x. 8. 2, =— (11/3) 4- 2kx, 22 = (1/9) + (2111/3). 
9. x, =(10/2) +45, x= + arc sen ( 1/5) nx. Obtener la ecuación cos (1.cos? x)= 
=> cos (sen 2x), de donde 2 sen 2x—cos 2x==1—4£, ú 2 sen 2x-pcos 2r=4k—1, 
donde k es un número entero. En ambos casos k=0 es el valor único de £ para 
el cual existen soluciones. 10. x= (1/3) +2%x. 11. x=(224+ lx, x= 
= (—1P (8/3) +4 an. 12. x1=(0/4)+%x, x.=-—arcte3+nn. Demostrar pe 
cosxX£0, y dividir todos los miembros en cos?x. 13, xy == arc 1g 3/2+Rx, 
xy =— arc tg 1/24-n7. Pasar a la función tg x. 14. x, =£x, Xy = (— 1)" (3/6) +18. 
Pasar a la función sen x. 18. x=2 (22 +1) 3, x¿=(—1Y (21/3)+4nx. 18. xXx. =3in, 
Xy = 3 (1/4) + 3nx. Designar x/3 por y, y expresar tg3y por tgy. 17. x= 
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= (—1) (1/20) — (6/5) + (na/5). Designar 5x+6 por y. 18. n= 


—24-3* 
7—6k _ (m—i)n—arccotg2 Y 3 


= . Sustituir == por y. 19. x= 


Xy == y q 
.TOR4S! O (m1) 1 arc cotg 2 y 3 lx 
= Y (1/3) 4- ka. Hay que pasar a Jafunción cos 2x. 20./,=%x, ly = + (2/6) + an. 
Es necesario pasar a la función cos 2f. 21. x= + (21/3)+2kn. Hay que cercio- 
rarse de que sent(x/2)—cos? (1/2) ==— cos x. 22. x=(2/8) + (1/4). Hay que 
cerciorarse de que senó x + cosf x=24- 12 cos? 2x4-2c08*2x y después pasar a cos 4x. 
23. x= + (71/6) + (R/2). Utilizar la fórmula de la suma de cubos. 24. x, us 
= 2 (2£+4) 71, xx=(28+ 1) 3, x2=(214/5) + (4mn/5). Hay que liberarse de los 
cuadrados de cosenos y transformar la suma obtenida en el producto. 
25. y =2%n, ya=(3/8) + (5/2), yy=—(8/2) 42m. 28. x=%x3/4, x= 
== + l/4arc cos [G-+ V5 1/4) + (n31/2). xy =3+ l/4arc cos [a —V3 )/4 ] ol> 
4- (ma /2). 27. x=2f 3 (27/3)+-2fx. Es necesario transformar el producto de 
cosenos en la suma. 28. r=2£n/(rn (n +1)]. siendo 4 cualquier número entero. 
Fay que transformar los productos de senos en las diferencias de cosenos. 
29. 2% =(24+ 1), x3==(9/2) 4-28, x322m08. 30. xi=n5x0'3, x=2mx,9. 
31. xi =A4x, x =$ arcty Vi T+nñ. 32. xi =(LÁ4+RI, x.=(1/2) + 2111, 
x=(2m+!)x. Emplear las fórmulas: cos 2x:=(c0s x+-sen x) (vos x-—sen x) y. 
j —sen 2x =(c0s x—sen x)!. 33. x,==2%x, Xyor(:2) 487, Xa=— (204) + MI. 
Es necesario transformar el primer miembro de la ecuación en la forma sigulente: 
2 c0s x(senx4c0s x)?. 34. x =-+ (1/4) 4-£n, x. =— (306) -F(a/2). Designar 
tg x—cotg x por y; indicar que lg x—colg x=— 2 cotg 2x. 38. x, == + (11/6)+-2£n, 
X= (=1)9+Yarc sen f/4 nr. Es necesario .representac la expresión subradical 
en la forma del cuadrado completo. 36, —(1/3)+Akx << x «—(90/6) + £x, 
(0/6) +41 Ex <(n/3)+k4n. 37. x=logyp, donde p-=1, 2, . . 38. x,==log, p, 
x¿=3Jo0g, (44—1)—1, xp =l0g, (4p—3)—3,2, donde p=!, 2, ... 39, x= 
= +4 172 areccos 1/34 AM, x= E 1:2arc cos (—1/4) + 4n. Hay que escribir la 
ecuación en otra forma: 5 (lg x+cotg 3x) =tg 2x—tg x y pasar a senos y cosenos. 
40. x=(11/4)-+2kn. Escribir la ecuación en ta forma siguiente: 4 (sen x+c08 Xx) + 
+ (sen x-+sen 3x) + (cos x—cos 3x1) =2 Y 2(2 + sen 21). 41. x == 131,4. 
42. x,=13/6, X=351/10, x3=73/6, x= 138/10. 43. x=(2p+ 1) 1/18, donde 
es cualquier número entero, además de los números de la forma: 9m +4, m=0, 
5 +92,... 4.x, =3/3, xy =51/3. 45. x, =511/6, x.. = 13n/6. 48. x= (1/2) + 2kr. 
. No hay soluciones. 48. No hay soluciones. 49. x=(2k£-Fl)xr. $0. x= 
= — (2/6) + kx. 51. x=4. 52. No hay soluciones. 53, x=%x. Utilizar la fór- 
mula de la diferencia de tangentes y obtener la ecuación vos x cos 2x=—1. 
54. Es necesario demostrar que la igualdad sen 2x=sen 3x >. 1 es SD para 
todo: valor de x. 55. x= + 1/2 arc cos ((a?—2)/2] + kn para [a] <2. 58. a=1, 
x=fk. Hay que transformar la ecuación en la siguiente: cos? n (a+ x) =1/(2a—at). 


57. xy=75/6, x¿=1lIn/6 para a=—1/4, xx =n-+arcsen(l-— VIF40)/2, 


x,=2n —arc sen (1 + VIF40)/2, xi=n parc sen(1— VT-F4a)/2, x¿222x — 
— arc sen (1— Y U4-4a)/2 para—l/4<a<0;j x,=0, x.=x5n, x,==31/2 pera 
a=0; xy =arc.sen (Y UF42— 1)/2, xy=x8 —are sen (Y TF4a—1)/2 para 0<a<2; 
x=x/2 si a=2; no hay soluciones si a < —1/4 y cuando a > 2. Escribir tas condi- 
ciones para las cuales la ecuación 2? 4+-2—a=0 tenga las raíces reales; la raíz menor 
no es menor de —1, y la mayor na supera a la unidad. 58. x =%x1 para todo m >0; 
además de esto, x=-+ 1/2.arccos (VI F2m—1)/24+ nan si 0< m«4. Pasar 
a las funciones dei ángulo 2x. 59. x=(—1) arc sen [br(9— 1M +kn si b< 1/2. 
b%—I,b5xX 1/3, b UÚ. Reducir la ecuación a la forma siguiente: sen x=b/(p— 1) 
y tomar en consideración las limitaciones: tgx 0, cosx 0, 2c052x 5% 1, 
tgix 2 1/3. 80. x= arcsen VÍ Fa) +tkn si fa]> 1, ¡aj VÍ Reducir 
Ja ecuación a la forma siguiente: sen? x=m=2/(1)-4u2) y tomar en consideración 
las limitaciones tg? x yx 1, cos2x 5 0, cos x 40. 
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l. x,=(?1/36)+2x, — (511/26) + £xx; == (1111/36) + kx, = 
= — (138/36) + ha. 2. dd. Ar fair 3, ye é 


x= — (1/6) + 
+ (—1)*/2 arc sen EA A , y =(3/80) + (—1D*/2 arc sen AA = : 
4. x m(81/d)+kn, y =arctg24+nx, z = (In/4) —arc tg 2—(4+n) 38; = 
= — (1/4) | kn, iS arc te2+nan. 23 = (511/4) + arc tg sed x=. 


5. x=(—t)k are sen 2 Lt, y == arccos (2—Y2)-+2nx. 6. r= yx 


X [Ens arcsen-¿ + (—Itarcsen E + (440), y=y [ 1) are sen E — 


— (—1F arc sen 7 Huan]. 1. x=2, y=1. 8, x,=851/3, y =30/6; x¿=0, 


Ya 1/2,9. x=), y = para todo a > 0; sil <a <?2, x¿=arc sen VU=mM, 
Ya = arcsen Y (4— a7)y3a?; Xy == y arc sen Y (4—a?)/3, y Y = n— 
-—arc sen Y (4— a*)/3a7, x, = 1 + are sen (4—a?)/3, Ys == arc sen -(4—a7)/(3a7); 
x1 =2n —arc sen V(4—ad/3, Yó == N— Arc sen V 123/07), son también las 


soluciones. 10. x=arctg Va+An, yy == 3 arc cos a + 2n5t; X= 
=—arctg Va+kr, yy =+arc cos LE siaz0, ax 1,2 Va<]b(I—0)l. 
85 
l. —1/3, 1/2. 2. 5x/6, su, n/2. 3. —2/6, =5/4. 4. 2:1/3, 3n/4, 5/2. 
3. 5=21m, 4a—10, 21—6, da—10. 6. —are sen LV 183 arc tg . 
, 20 , 13* 


n+arc ey. 13. x=0. 14. x >0. 15. No hay soluciones. 16. x=1. 17, x=0, 
18. x= Y 372. 
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1. e) Si se intersecan dos planos, en la recta que es su linea de intersección se 
forman cuatro ángulos diedros (dos pares de ángulos diedros verticales); cual- 
quiera de éstos 7 tomarse por ángulo entre los planos. f) Hay que prestar 
atención a las posibilidades siguientes: si uno de los radios del sector cir- 
cular, con cuya rolación se obtiene el sector esférico, coincide con el eje de 
rolación (en este caso'el sector esférico es una figura convexa, la base del 
sector esférico es una superficie de segmento); cuando el eje de rotación no 
interseca el arco de este sector circular (en este caso el sector esférico no es 
una figura convexa, su base es una banda esférica). 2. a) Es un teorema. b) Es 
una definición. c) Es un axioma. d) Es un teorema. 3. Teorema inverso: “Si 
Ja recta L es paralela al plano xr, la recta L será paralela a la recta 1” no es 
válido. Teorema contrario: “Si la recta L no es paralela a la recta 1, la recta 
L no será paralela al plano 1” no es válido. Es válido el teorema que es cont- 
rarjo al inverso: “Si la recta L no es paralela al plano x, la recta L no es 
paralela a la recta 1”. 4. Se deduce del teorema inverso al teorema de Pitágo- 
ras. 5. 23) No se puede. Por ejemplo, inscribamos el triéánguto ABC en la cir- 
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cunferencia y vamos a analizar los polígonos inscritos, para los cuales las cuer- 
das AB y BC son siempre sus Jados (es decir, todos los vértices, excepto B, se 
cligen en el arco AC); b) No se puede. Por ejemplo, tomemos la sucesión de 
los triángulos inscritos A, BAC, para Jos cuales Jos arcos AB y BC son iguales 
a 21un (¿A qe es igual el límite de sucesión de los perímetros de estos polí- 
gonos?). 6. Hay que comparar la longitud de la circunferencia con el perímetro 
del hexágono regular inscrito en ésta y con el perímetro del cuadrado circun- 
scrito a la misma. 7. No es válida. La demostración es errónea y puede ser 
válida únicamente en el caso en que AB y AB, Ó BC y CB, no componen tuna 
recta; en este caso Jos trlángulos som realmente iguales. Pero es posibte también 
aquella configuración en la que AB y AB, (6 BC y CBj) se hallan en una 
misma recta. 8. Son posibles dos configuraciones distintas: las tres rectas son 
paralelas entre sí o las tres se intersecan en un punto. 


5 2 


1. a) Hay que trazar las rectas L* y L** que sean paralelas a L y sepa - 
radas de la misma a la distancia a, y las rectas 1* y [** que sean paralelas 
a Í y disten de ésta a a. Examinar las bisectrices de los ángulos formados en 
los puntos de intersección de L con [* y 1** y también de / con L? y L**, 
b) Es necesario unir el punto arbitrario M del lugar geométrico desconocido 
con los puntos A y B; construir a base del A AMB un paralelogramo con la diagonal 
AB y convencerse de que M0*=202-—AB*=const., por consiguiente, slendo 
2a=> AB?, el lugar geométrico desconocido es. la circunferencia con el centro en el 
punto O (para 2a= AB3 ésta se pa Attalo en el punto). No hay tales puntos de 
M para 2a< AB3, 2. Es la circunferencia con el diámetro AB, siempre que se 
excluyan Jos puntos A y B. Trazar una tangente común en el punto M y apli- 
car el teorema sobre la igualdad de los segmentos de tas tangentes trazadas. 
desde un punto a una misma circunferencia. 3. Es todo eí plano. Demostrar 
que desde cualquier punto del plano, como desde el centro, es siemprte posible 
trazar una circunferencia que interseque las tres rectas. 4. Es ta circunferencia 
construida en el segmento AB como en el diámetro. 5. Es la circunferencia 
construida en el segmento OA (donde O es el centro de la circunferencia) como 
en el diámetro. 6. Es una circunferencia concéntrica a la dada y de radio 
r cosec (0/2), donde r es el radio de la circunferencia dada. 7. Es una circunfe- 
rencia cuyo cantro se encuentra en el punto medio del segmento OA (donde O 
es el centro de la circunferencia dada) y el radio es dos veces menor que el de 
la circunferencia dada. 8. Es la circunférencia con el centro O en el punto 
medio del segmento AB y con el radio AB. Demostrar que MO== AB. 9. a) Es 
la recta que es perpendicular al plano del triángulo ABC y pasa por el centro 
de la circunferencia circunscrita a este triángulo; b) tales puntos no existen. 
10. Son las cuatro rectas, obtenidas en la intersección de Jos planos bisectrales 
de los a diedros entre los planos Il y xr con dos planos que son paralelos 
a II y están alejados de éste a la distancia a. 41. Son las cuatro rectas que 
son perpendiculares al plano s y pasan por los centros de la circunferencia 
inscrita y de las inscritas al triángulo formado por las lineas de intersección 
de los tres platios dados con el plano sn. 12. Es la esfera construida a base del 
segmento AB como su diámetro. 13, Es la circunferencia del circulo mayor 
obtenida por el corte de la esfera construida en el segmento AP (donde P es 
la base de la perpendicular bajada desde el punto A a la recta [) como en el 
diámetro, por medio del plano que pasa por AP perpendicularmente a la recta /. 
14. Son todos los puntos situados dentro del ángulo diedro dado. Demostrar lo 
siguiente: si por cualquier punto interno M se traza un plano que es perpen- 
dicular 'a la arista del ángulo diedro, en este caso, en los lados del ángulo 
lineal formado es siempre posible elegir los puntos A y B de tal modo que 
M sea el punta medio del segmento AB. 15. Son todos los puntos del pleno II 
que pasa por la recta L en paralelo a [, excepto los puntos de la propia L, 
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así como todos los puntos del plano que pasa por la recta 1 en paralelo a £, 
salvo los puntos de la propia recta !. 16. Se necesita examinar por separado 
los casos en que i >afY 2, =afY 2, 1 < a Y 2.17. Es una circunferencia. 
Después de trazar un plano que pasa por la recta AB y el punto de tangencia 
M, debe calcularse la distancia KM, donde K es el punto de intersección de 
la recta AB con el plano se. 18. Si [ > a, el lugar geométrico buscado jó con- 
stituyen todos los puntos de ta circunferencia de radio 1/2 VE=a, cuyo 
centro está en el centro del cubo. La circunferencia se encuentra en el plano 
horizontal que pasa por el centro del cubo. Si f=m=a, el lugar geométrico” bus- 
cado es el único punto: el centro del cubo. Si ! < a, ninguno de los puntos 


del espacio posee la propiedad necesaria. 19. Se señalará que Y ab bis 


= Y ¿ Y (acidP +(bc/a)?, donde cu= Y 20. 20. Recúrrase al hecho de que en 
caso de ser O el centro del circulo circunscrito al triángulo ABC y OM: la per- 
pentiónas bajada desde el punto O al lado BC=a, será BM =MC=a/2; por 
o tanto, es fácil construir el triángulo OBM y luego, el vértice. C. 21. Si las 
rectas AB y 1! se intersecan en el punto ¿ hay que utilizar la igualdad 
AC-BC=CD”, donde D es el punto de tangencia de la circunferencia descono- 
cida con la recta 1. 22, El centro de la circunferencia buscada equidista del 
centro O de la circunferencia dada y también del punto dispuesto 'en la per” 
pendicular trazada a la recta 1 desde el punto A. y separada del punto A 
« una distancia que es igual al radio de la circunferencia dada. 23. Valién- 
dose de la relación entre las árens, expresar AC por medio de AB y trazar 
el segmento AC según esta fórmula. 24. Componer la ecuación para el seg- 
mento BD y expresarlo por medio del lado AB y la altura k del triángulo 48C 
bajada al lado AB. Trazar el segmento h y construír, luego, el segmento BD 
según la fórmula obtenida. 25. Valiéndonos de la igualdad de los “volúmenes 
de la pirámide y del prisma, expresar el cateto del triángulo rectángulo 
isósceles. buscado mediante el segmento A y el lado de la base de la pirámide, 
y efectuar la construcción según esta fórmula. 


$ 3 


t. Ve—15 (6+0) 366. 2. 1/2 Acosec a Y —Ccos 2a. 3. sen A : sen B: sen C= 
=M5:2Y 2:3. 4. 1/18. 3. are tg [24va-3n-1 sen? (1/1) sec (1/n)). 6. bra. 
7. 1/Gra? sen 2a sec? 2g.,:8. arc tg 1/4. 9. 1/3mbc (b-+ c) sen « cos (2/2). Cabe seña- 
lar que el eje de giro es perpendicular a la bisectriz del ángulo 4. 
10. R? arc sen RAE 1. 1/2a sec (2/2). 12. are cos (— cos? a). 13. [6c/(b + ce), 
14. 2m cos a cotg (0/2); 1/4m cosec? (a/2). 15. R[(1/2) +a —PBJ], R [(1/2) —a -+B], 
R- (1/2)-+0+B], RI[(3r/2)—a—B). donde «a=arc sen (18/ Y 445), p= 

Q 


ES al 2p (p -+ q) R? sen 26 cos 
arcsen (21/Y 445). 16. Sil. 17, 2,3r. Es A FE Ípg cos 2p 
19. 18? (p/2). 20. V4,/3(4—a+ 1). 21.3+2 Y 3. 22. 2ab/(a +-b). 23. 8 sen (a/2)x 


x sen (B/2) sen (y/2). 24. 2arcsen a . 25. 9/4. 26. 12/5. 27. 1/25 Xx 
q 
Xlcos (3a/2)) sec (2/2) cosec a. Cabe señalar que para a < 1/3 el centro de la 
circunferencia circunscrita está más próximo a la base del triángulo que el 
centro de la circunferencia inscrita, mientras que para q >xu/3, está más lejos. 
28. (A—r)(a4r). Trazar la recta APOQ que pasa por el punto A y el céritto O 
de la circunferencia y señalar que lo magnitud buscada es igual a la relación 
entre las áreas de los triángulos BPC y BQC. A continuación se calcula la 
relación de las alturas de los triángulos, bajadas al lado BC. 29. 2 sen? a/a x 
X (1 + sen 20 + sen? a)], donde a es la medida del ángulo 408 en radianes. 


30, 2 arc sen [U—m)/ Y mi Fm] siendo 1/1i<m<i. 3). —2S cos 2a cos! e. 
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cost ZÉ gen? EEE. ] 
32. 1/4a?|costa]tga(1+2c0s a)=!. 33. a A A 
cost E 
ad+b1—2abcosa  |a?—b?| > 
34. En a” E 33. 2m y 2m. 36. 2 cm, 1/2 cm y 6/2 cm. 


37. 3 y 4. 33. 2(1--x). 39. (1 —a)/f. 40. Unicamente el triángulo equilátero. 
41. No serán suficientes. 42. No en todos los casos Bastarán dos segundos, si 
la base de la pirámide es cuadrática. 43. cos a =2/3. Demostrar que el. ángulo 
del. vértice A deb triángulo ha de ser agudo y el punto H de la intersección 
de tas alturas, diametralmente. opuesto al punto de tangencia de la cifcunferen- 
cia inscrita con la base del triángulo. Cabe señalar a continuación que Z f[BCr= 
= 90—a y obtenes la igualdad cotea=2tg (a/2). 44. Es 4:1. 45, sentx 
Xx [(11/4),— (%/4)) cosec? [(11/4) + (32/4)). 46.  1/4h ser? (f.—a) cosec? a cosec? Px 
Xx[a— 1/2 A sen (au + B) cosec a cosec PJ. 47. (1/4) + arc cos [a +2 y 2)/4 ]. 
48. arccos( 1/4 2). 498. AB=BC=2, CD=1, AD=VY 3, S=3V 3/2. 


50. 6Y 7. 


$ 4 


t. a) are:cos (Y 3/3): b) 60%; c) 90% d) af Y "2; e) a/ Y 3. 2. 90%, are cos 1/3; 
a/V 2. 3. Es válida. Sin embargo, la demostración no es correcta. ya que no: 
está demostrado que el plano construido = no depende de la elección. del punto 
A en la recta L. Además, es necesario dermiostrar que en caso de tomar otro 
punto en la recta L y electuar las mismas construcciones, el plano obtenido 
coincidirá con el plano x. 4. Sóto si L ff. 5. No siempre. Dicha recta existe 
únicamente en el caso en que las tres rectas dadas que se cruzan són paralelas 
a un plano. 8. Sí, el dde Por una de las rectas 1, y el punto A en. la otra 
recta [, debe trazarse el plano sn; demostrar que el punto A se puede elegir: de 
tal manera que el plano x y la tercera recta l¿ no sean paralelos. Trazar la 
recta £ que pase por el punto Á y el punto de intersección de la recta fy con 
el plano x; demostrar que el punto A puede elegirse de tal modo que Jas rectas 
L y 1, no. sean paralelas. 7. No existen. 8. 1/32 Y 2 y 23a Y 2. Señalar que 
la perpendicular común es igual a la altura. de la pirámide de base triangular 
cortadá del cubo por el plano que pasa por los extremos de sus tres aristas 
que convergen en un vértice. 10. Si, pueden. 11. Desde O hasta sx, cualquiera 
que sea la magnitud del ángulo diedro dado. 12. Paralelogramo. 14. arc.sen x 
X(sen q coseca). 15 arctg(Y 2/3) y arcigl(s Y 2/7). 16. 2arcsenx 
x (0 Y dial). 17. arcsen Y sena +-senf. 18. arc cos (cos a senf). 19. 


2 are cos3/4 y arc cos 3/4. 20. cosec a Y 12.008 a cos $ cos y—costa—cos* $ —costy. 

21. 2/3R Y 3+6c0s au. 22. Los dos ángulos son iguales a arc sen» [sen a Y 3. 

23. arcsen (sen f seca). 24. bic. 25. BD=1/5. Y 9a3+ 457 +2%0 Z po 120) cos a, 
: —d 


BC=1/5- Y Ia +00 725011805 cos a. 26. arc cos VETA j 


27. are sen [(2:V 3) sen (a/2)]. 28. tgeq= V 7: aV3¡7. 28. 9a cost (a/2)x 
xcotg:(2/2)/[3 —4 sen? (a/2)). 30. 1/8p" Y 3 cotg? a (4-4tg? a)*”?.. 31. 2 sen(p/2) x 
x Y sen (p/2) sen (3p/2). 32. sen p-=2 V 2/3. 33. arc cos (cotg* y). 34. 45% 6 60%. 
Por una de las rectas que se cruzan hay que trazar un plano que sea paralelo 
a la otra recta y proyectar esta última sobre el plano construido. Según sea 
obtuso O águdo el ángulo Jormado por el segmento que une las proyecciones de 
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los puntos A y B sobre este plano, son posibles dos casos.35. VW dmi cosecta— ¿2 


+ V9né cosei f—I!, si son agudos tos dos ángulos al lado AB del triángulo 
ABM; | VIT cosecta—HE— Y 9m3 APT, si uno de estos ángulos es 
Obtuso. 36. 2 arc sen [1/2 tg (2/2)]. 


g 5 


4. Se aprovecha la semejanza de los triángulos obtenidos en la construcción 
con el fin sustituir las relaciones de la igualdad a demostrar del miembro 
de la izquierda por otras nuevas, en cuyo denominador haya un mismo lado 
del triángulo ABC. 13. Se as la fórmula del seno del ángulo triple. 16. 4:9. 

/ 


21. 3/4a?; arccos Y 173. 29. 1/25 tg (2/2) [3—4 sen! (0/2)]- 1/2, 


y 2 V 34 tg |(a —n)/6] AnS ——48Y sen(aj2) 
te [(a—ayo]—3 :** V 3—Tsmaj2) 


t. Tomar dos rectas f, y lz de las tres dadas, construir los prunos para- 
lelos 3, y 31, que contengan a !, y tz respectivamente. Sean A y B los puntos 
de intersección de la tercera recta ly con los planos 1, y 2. Por el punto A 
en el plano xi, trazar la recta k, paralela a (y y, por el punto B en el plano n, 
la recta R, parálela a 1,. Construir a continuación paraletogramos iguales: en el 
plano *, con el vértice A y diagonales situadas en las rectas 1, y k,; en el 
plano st, coñ el vértice B y diagonales situadas en las rectas ly y kz. 2. No es 
válido. 3. No es cierta. 4. Si, se puede. El plano secante se tomará paralelo a 
las líneas de intersección de las caras opuestas del ángulo tetraédrico dado. 
5. Es imposible. 8. Es un cuadrado. 9. Es un hexágono regular. 10. Construir 
la sección del cubo por el plano que pase por los puntos A, B, C, D que di- 
viden las aristas correspondientes del cubo en la 
relación 1:3 (ftlg. 170). Convencerse de que ABCD 
es un cuadrado con el tado 3 Y 2/4 : 1,06 (si la 
arista del cubo se toma por !). En calidad de 


orificio buscado puede tomarse un cuadrado de lado 
l situádo dentro del cuadrado ABCD. 11. 1/3ax 


x(3+2 Y 3). 12. 22/2-Y 3. 13. a(3— Y 3). 

14. 1/22(Y 6—V 2). 15. Es posible.I6. 41/27. 
17. arctg [Y 2 cotg («/2)). 18. a/ Y 2. 19. 2RI=1x 
x VIT Ri sen (1/n); 2aresen [RI=! sen (x/n)]. 20. 
2/3UY. 21. ay 3/2. 22. [ cost (a/2) sen (u/2). 
23. ab (ab+bc+ca)"*. 24. 1/12na? [1 4-2 cotg?x 
x(ua/2). 25. l/2csen B cosec 4, !/2csen Á cosec B, 
1/2csen A sen B cosecU(A + BD). Expresar los lados del 
triángulo por medio de los radios de las esferas. 
26. 1/3nb* cos B cos (a/2) sen? (a/2). 27. arctg [sen a/ 


Y cos 24]. Si 2a > n/2, los conos no tienen planos 
tangentes comunes (que no pasan por la generatriz 


común). 28. 2/ sec (a/2) sec B V sen (a —B) sen B. 20. 
Eig. 170 (2 + V 3)/4. 
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87 

1. a? sen? 2a cos u coseci3a. 2. 1/40? Vicosta—I. 3. a? costa. 4. 1:15, 
5. 2 V 3/2. 0 V2+!1. 7. 3/4 Y 3H (12—h)(h—a)-*. 8. (3 Y 341)/26. 
9. “VTA 10 Vavt cos” asen" .Pa. 11.  a(l4+2c05s p)”?. 
12. de Y 2cosecp. 13. 342 M2 14 Y 3SUtcosasena. 15. 13:23. 
16. 1:47. 17. 3a. 18. 3V 3a%/4. 19. 1/4(24a+b). 20. 302/2 y 2. 
21. ar (141442 Y 2). 22. 23//24. 23. 2/54. 24. 1249/247. 25. 252 Y 4H + 34/64. 
28. 5S/4. 27. 255/16. 28. 100/69. 28. 4 V 6n2/9. 30. arccos 3/4. 
31. (13V6F9IV 5. (ama V IS+9V 8. 32 3V 332. mm . 


34. 3 V 3/4dm?. 35. 3 Y 7/16 dm?. 


68 
1. nh V2R (2R—A). 2. aV 8/8. 3. 4xrR*(2R—r)-1. 
TAR il 


SN 5. 4:21. 6. 21/3. 7. 10149/9. 8. 16:9. 9. 8 Y 3a*%/27, 


10. 6 V yn. 11. bcos(a/2) tg (a/4). 12. V 3r* cotg? (9/2) tg a. 13. 1/2 1 se a. 
14. 2r cosec 2p (1-+sen q). 16. a Y 6/2. 16. 1/3(14+2 V 2PxR?. 17. Los datos 
del problema se satisfacen r dos esferas de radios 
r [1 + 2tg? (2/2) + 18 (2/2) VIH (2/2). 18. Sii=1/3n12, R=31/4Y 2. 
19, Y Zna?/36. 20. V=a*4/2, donde para a/2<%r<0V7 1= GA 
parar=a/V 2 hmaj4; para r >a/Y 2 A AS -21, 1/4 (Y I—1). 
22. DY TA —H/4a+105). 23. 1/l8na V 3. 24. r(1+ Y 34+2/3 V 6). 


25. 1/3r (6+ Ys pue V3). da (24 V 78). 27. 2, 
9atht a+ 1253 a(2b=aV 3 : 5 
28. A rte T—AV3 . 29. 2 Via * 30. Sa? V 2/96. 
PARTE IV 
$ 1 


1. No hay soluciones. 2. x==0. 3. No hay soluciones. 4. No hay soluciones. 
El segundo miembro para cos x << 1/2 no es negativo; sin embargo, estos valo- 
res de x satisfacen la desigualdad |x|=>x/3, es decir, x2==5%/9 > l, por lo 
tanto 3x2 >3I=1—2c08x. 5, x=0. 7. x==2. Hay que reducir la ecuación a 
la forma; 2 =8 y a medio de la selección encontrar la raíz x=2; es impo- 
sible hallar otras raíces, ya que en el caso de x>=0 el primer miembro de esta 
ecuación crece con monotonía, mientras que para x<O0, este miembro. no es 
positivo. 8. x=1/4, x3=2. Reducir la ecuación a la iorma (log, x-+-2) Xx 
x(loga x+x—3)=0. La ecuación logax=3-—x tiene la única raíz x==2; si 
x>2, su primer miembro es mayor que l, mientras qu el segundo, menor 
que l; para x< 2, (admisibles) viceversa. 9. x,=0, x=2. Reducir la ecuación 
a la forma (x—2) 2% =(x—2) (1 —x). 10. xe=1. Para x > 1 tenemos x? > l;. por 
otro Jado, para estas x tenemos xx? < 0, es decir, 10x-x* < ].Para0<x< l, 
viceversa, 1% < 1, mientras que 10%==* > 1.5). x=-=—l, =1. Reducir la 
ecuación a la forma 2(x-+1)sen (1x/6)=(x-+ 1)(3=2x). Si —24142, 


508 BeatriceGloria_personal library ESPUESTAS Y SOLUCIONES 


entonces — 1/3 E n1x/6 <= 1/3, y por lo tanto el primer miembro dé la ecuación 
2 sen (1x/6) =3—2x crece, mientras el segundo decrece, por consiguiente x=1 
es ta única raíz de la última ecuación. 12. x= 1/2. Reducir la ecuación a la 
forma 4x-—Í=2c0s (27x/3), su raiz x=1/2. No hay otras raíces, ya que para 
0%x< 1/2 tenemos 4x—1< 2c0s (271x/3), y para 1/2<x«<l tenernos 
4x—1 > 2c0s (214/3). 13. x=—1, y=1. 14, x, =2, y, =(1/2) +47; Xq =. — 2, 
Y=kn. 18. x=(2 4 1)3x/4, yent. 16. x=kn, y=1. 17. x=1, yen(2k—3)/4. 
8. x=ida, —yg=[((444+1)3/2)F (33). 19.  x =—arctg V 2+kn, 
q =(32/4) + 2nt, xo =arctg 2+Rkn, ya=(5n/4) + 2n31. Reducir la ecuación a 
a forma  ltgx-p(sen y-+cos y)? Y+(1—sen 2y)=0. 20.  x =(%/4) + 2krx, 
Y =(28n +1); 1. =(51/4) 4241, ya =2n5. Sustituyendo cos y==z, reducir la 
ecuación a la forma 22—22 sen[x+(n/4)] + 1==0, 6 [—sen[x-+(1/4)1N + 
+ [1 —sen? [x 4-(1/4))]=0. 21. x=0, y=1. SI la desigualdad es valida, 
entonces y=x+l=l; por otro lado, cosx=y?1 Y y-—i—I|>=y?, 
es decir, cos x=: 1. Por lo lanto, todas las desigualdades expuestas se convierten 
en las igualdades: y=x"+1==1, de donde x=0, y=1l. La verificación muéstra 
que este par de números satisface realmente la desigualdad. 22. x=1, y=0. 
23. x=-arccos 1;34+(2k+!)n. 24, No hay soluciones. 2B. x, .=¿l, 
Y,2= 3 V 3/2: Xa, = + I, Ya, 4«= + V 372. 28. x=2, y=2, 2=— 2. 27. Xy =4, 
y ==0, z,=:0; x= 0, Ya=4, Za=0; x3=0, y¿=0, Za=0. 28. a=-— 1/2, 29. a 
es cualquier número, b=(2k+1)n-—a. 
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J. No hay soluciones. Conviene hacer uso del hecho de que la suma de dos 
expresiones positivas reciprocamente inversas no puede ser menor que 2. 
2. x=-=2/3. Es necesario utilizar el hecho de que la suma de dos expresiones 
positivas, recíprocamente inversas, es igual a 2 sólo cuando ambas expresiones 
son iguates 2 1. 3. No hay soluciones. En función del signo ante x, uno de los 
sunandos es mayor de 2.4. —1ExxZ 1.5. 4/5 x< 1. Parax<l (y x>4/5, 
de las coridiciones, para que todas las raíces tengan sentido) cada sumando del 
puma miembro es meyor que cada sumando en el segundo miembro; para x > ! 
a. situación es inversa. 8. x, (21/2344, x.0=2%n- 7. x=(90/4) -pÁN, x20=RKt. 
8. No hay solticiones. Ya que VsenTx<senx y MecosTx «cos x, el primer 
miembro no supera a senx+c0s x«< V 2; pero sen x-+cos x= Y 2 solamente 
para sen x=c03 x= Y 2;2, pero para tales x tiene lugar estricta desigualdad 
Y send x < senx. 9. x=(51/4)+2m2. 10. No hay soluciones. 

$3 

1. Si primera ecuación no tiene soluciones, e? > a?-+b? en particular, e 4 0; 
hay que representar la segunda ecuación en la forma (2a tg? x4-2c tg x+b) cotg x =0. 
Si a 0, el discriminante del trinomio 2ay%+42cy3-b es igual a c—2a) > 
> 04+0—2tb0, es decir, la segunda ecuación tiene dos distintas raíces 
reales; por lo menos, una de ellas es distinta de cero y por: lo tanto cotg x tiene 
sentido. Si a=0, entonces tg x=— h/2c; para b 0 tenemos tg x 4 0, es decir, 
la segunda ecuación tiene solución. 2, a < 1/2, 3. a) a=1l, a¿m—2, b)a=1. 
4 a<—1, a=0. 5, a=4,a>5. 6. a4=0,0<óG 1.7. a=—1l. 8. u=-—1, 
a=1. 9. a) Para ninguna a. b) Para toda a. c) a +0. d) Para toda a. e) a==0. 
f) a 0. 

$ 4 


Il. d=11/9. 2.2 Y 24< 1179. 3. Para ninguna. 4. a<—2.5.a4<=3, 
a>0. 6, —12%0a<0. 7. m>]J. 8. a<—3, a»—!. 9 y<—-2V Y 
—=1V2<y<0,0<y<iV2 y>2V 2. 10.0<y<t. 11. Y2Zasct. 
12, —3G%0G3. 13. Para ninguna. 14. x=(244-1— Y (-F4a)/2 para a0; 
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no hay soluciones paraa < 0.15. x, ¿=(Vai=i—a 4V 2at—5—22Y ad —1) 
ara a <-—5/4x=1 para a==— 5/4; para a >--5/4 ho hay soluciones. Conviene 
allar las raices del trinomio f(y)=y?+2ay+! “que satisiacen la condición 

y=2. Si D=a—1i<A0, entonces, en general, no hay raíces reales; por lo 

tanto deberá ser a3—-13>0, Si f(2) =4a+5 < 0, en este caso será mayor de 2 

la raíz máxima y=—a+ Val—I. Si f[(2)>0 y —a=2, en este caso son 

válidas ambas raíces, sin embargo este caso no tiene lugar para ninguna a. 

16. x=loga (2m4+ Vimi—¿m—=2) para m<—l; x=1l para ml; 

xy. »=loga (2m + V4mi—2m—2) para m > l; para las demás m no hay solu- 

ciones. Es necesario hallar las raices positivas del trinomio y*—.4my-+2m-+4-2. 

El discriminante D=4m*?—2m--2 no es negativo para m<— 1/2, mz 1. Para 

m>1 tenemos y, ¿=2m-+ Y 4m*—2m—2, para —!1«m<—1/2 no hay 

raíces positivas, mientras que para m<—l, la ralz mayor es positiva 
y=2m+ Y imi—2m—2. 17. x=(—1) arc sen log, [(— m4 V 4—3m2)/2] + far. 

Conviene hallar las raices del trinomio f (y) =y? + my +m2*2—1 que satisfacen la 

condición 1/2 «<< y < 2. Debido a —1<m< 1 el discriminante D==4-—3m3 > O, 

y el término independiente es negativo, por lo tanto es de Interés sólo la raiz 

mayor. Esta última no supera a 2 cuando y sólo cuando f(2)= 0, que se satis- 


face para cualquier m. 18. x, =(—1)% arc sen 30%? Via" +kn, xy == (—1)% arcsen Xx 
x 10220773 4 gn para —V 2a< ib; mx para a<—VÍ, ám—l, 
a>Y 2, para las demás x, no hay sutuciones. 19..«=(—1)* arc sen ¿Vitae 1)/2 + kr 
para 0<a<l, r=(—1A aro sena (U1+40+1/2 1 para a>l. 20. xj q== 
== L (1—a2)/4a? para 0<a<l, x==0 para a=1, para otras a, no hay solu- 
ciones. 21. X==logz a para 0 < a< !, para otras a no hay soluciones. 22. x=1/10 
para a=10; x,=1/10; xo =101-Y1+8 lg a para 10<a< 1000; x,0=1t/10, 
Xa ==1/1000 para a==> 1000; para las demás a; no hay soluciones. 23. x=af para 
l<a< y 2; x=a? 4 Í01 3+3-2 para a > Y 2 para otras a, no hay solu- 
cíones. 24. 41 101-Y . Xy = por 1+Ys lga+3 para 101-Y 3 <a 101 +Y3 . 
xy, == 10! + V3 para a > TM para otras a, ho hay soluciones. 23. x==al 
para 1< aq, x=0 1 +Y4+ 1080 t para a > Y 2, para otras a, no hay solu- 
, ES 

ciones. 26. x,==a 1 (108 a+ Y ogj a- 1 logs 0). xq a 1/03 lodo 2-2 par20<a<t; 
ke xa para I<ca<2ly2<a< 4; x=x, para a=>4. 27, Se reduce a la desi- 

aldad sen x*—cos y > 0. 28. Se reduce a la desigualdad — 1/2 < cos (x-—y) < 1/2. 


9. Se reduce a la desigualdad cos x—cos y > 0. 30, Se reduce a la desigualdad 
sen (x-+y)[.> 1/2. 31. Se reduce a la desigualdad cos 2x--cos y <0. 


vo po sm las 


O) DO RH Dr 


0, O» LD uy 


CONTENIDO 


nap” 


N mo 


PARTE 1 
ARITMETICA Y ALGEBRA 

1. Observaciones generales sobre Arltmética y Algebra . . ....... 5 
2. Números enteros, racionales e irracionales . . . . . . . ... +... 11 
3. Método de inducción matemática .. . . . . . . o... .«...1.. 18 
4. Números reales . .. ... ....... +... . . .. .. . ... -. 30 
5. Números complejos . . . +. +. +... +... . o... . .. +0. Bv 47 
E AE AN 69 
7. PrOgresiones . . . .  ......... + . . . . . +. 4 +. 0 0 0» +. 85 
8. Demostración de las desigualdades .. . . . +... . +... . .. 104 
9. Resolución de ecuaciones . . . ... ...... . .. ... +. 3119 
0. Resolución de desigualdades . . +... +... +. +... .«......0. 143 
l. Sistemas de ecuaciones .. . ... . . . . 2... . . . . . . . . 177 
2. Problemas «de texto» .. . ......... +... E 189 
'3. Gráficas de las funciones .. +... +... +... . .. ..... .. 210 

PARTE ll 

TRIGONOMETRIA 

Observaciones generales sobre la Trigonometria . . . .... +. + . 238 
. Transiormaciones irigonométricaS . . +... . 1... ........ .- + 244 
, Ecuaciones trigonométricas . ;. . . +... .... +... . +... 257 
- Sistemas de ecuaciones trigonométricas . . . +... .. .... 1... 283 
. Funciones trigonométricas inVersaS .. .» . +... +... +... . + >. 298 

PARTE Il 

GEOMETRIA 
. Observaciones generales sobre la Geometría . . . . . . . ... . . 810 

. Problemas para los lugares geométricos de los puntos y para la construc- 

COM 27 Rs e A A A A O AR 323 
: Aplicación de la Trigonometría y el Algebra en la Geometría . . . . . 329 
. Rectas y planos en el espaciO . . ..........<«... +. .... 354 


EH 0 


CONTENIDO 511 


$ 5. Demostraciones geoMétricBS . .. . . 0. «o... . ....... .1 370 
$ 6. Imaginación geométrica... . . +... o... +... .... ... 393 
5 7. Secciones de poliedros .. +... .... ......0+ 0...» 407 
$ 8. Combinaciones de CUETpOS . . . .< «1... . «+... +... . . 423 
PARTE IV 
PROBLEMAS «NO TIPICOS» 

$ 1. Problemas «no típicos» por su aspecto exterlor . . ..... .... 442 
$ 2. Problemas típicos por su aspecto exterior que se resuelven por métodos 

MO UÍDICOS 2-52 a de a A A a A 456 
$ 3. Problemas en los cuales las dificullades lógicas son más esenciales . . . 466 
$ 4. Problemas vinculados con la disposición de las raices del trinomio 

CUSOCÁLICO> <a a o A 482 


RESPUESTAS Y SOLUCIONES PARA LOS EJERCICIOS ,.,,. 49 


MEA, - 


